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Sur les Sélections Continues
des Collections d’Arcs

ROBERT CAUTY *)

SUMMARY. - Let F' be a lower semicontinuous multivalued mapping
from a paracompact space X into a metrisable space Y such that
F(x) is an arc or a point for every x in X. We prove that if
the family {F(z)/z € X} is ELC?, then F admits a continuous
selection.

Pour un espace métrisable Y, nous notons F(Y') I'ensemble des
fermés non vides de Y, A(Y) le sous-ensemble de F(Y') formé des
compacts homéomorphes & un arc et A*(Y’) la réunion de A(Y) et des
singletons de Y. Un exemple de Day et Kuratowski [2] montre qu'une
fonction semi-continue inférieurement F' d’un espace paracompact
X dans A(Y) peut ne pas admettre de sélection continue. Dans
leur livre récent, Repov§ et Semenov, apres avoir décrit ’exemple
de Day et Kuratowski, demandent si une telle sélection existe quand
la famille {F(z)/z € X} est ELC? ([7], remarque 6.12, p. 123). Le
théoréme suivant répond affirmativement & cette question.

THEOREME. Soient X un espace paracompact, Y un espace métri-
sable et F' une fonction semi-continue inférieurement de X dans
A*(Y). Si la famille {F(z)/x € X} est ELC®, alors F admet une
sélection continue.

Rappelons qu’une fonction F' de X dans F(Y) est dite semi-
continue inférieurement (resp. supérieurement) si, pour tout ouvert
U de Y, I'ensemble des points z tels que F(xz) NU # () (resp. F(z) C
U) est ouvert; F est dite continue si elle est la fois semi-continue
inférieurement et supérieurement. La famille {F(z)/z € X} est dite
ELC? si, pour tout point y appartenant & sa réunion et pour tout
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voisinage V' de y, il existe un voisinage W de y tel que, pour tout
z € X, sl z et 2/ sont deux points de W N F(z), alors V N F(x)
contient un arc d’extrémités z et 2’.

Notre stratégie est de se ramener au cas ou la fonction F' est
continue, puis d’utiliser le fait que, lorsque F' est continue, elle admet
localement des sélections continues. La dimension utilisée ci-dessous
est celle au sens des recouvrements.

LEMME 1. Pour tout espace paracompact X, il existe un espace para-
compact Z de dimension au plus un et une surjection continue propre
et ouverte de Z sur X.

Démonstration. C’est une variante d’un résultat de Pasynkov ([5],
[6]). Nous pouvons trouver un ensemble A et, pour tout a € A,
un espace métrisable Y, et une fonction continue &, : X — Y,
vérifiant la condition suivante : pour tout recouvrement ouvert ¥V de
X, il existe un a € A et un recouvrement ouvert W de Y tels que
£,1(W) soit plus fin que V (cela résulte du corollaire 1.2.17 de [4]).
En particulier, pour tout fermé F' de X et tout point z € X\F, il
existe a tel que &, (z) & £, (F'), donc la fonction £ = (§,) : X = Y/ =
[Iaca Yo est un plongement. Nous identifions X & son image par &.

D’apreés un théoréeme de Pasynkov ([6] ou [1, p. 472]), il existe,
pour tout o € A, un espace métrisable Z, de dimension < 1 et une
surjection continue propre et ouverte ¢, de Z, sur Y, telle que, pour
tout y € Yy, le compact ¢ '(y) soit de dimension zéro. Soient Z' =
[oca Za, ¢ = Z' — Y’ Dapplication produit des ¢o, Z = ¢ 1(X) et
1 = ¢|Z. Pour a € A, nous notons m, (resp. p,) la projection de Z’
(resp. Y') sur Z, (resp. Yy).

Puisque les ¢, sont des surjections continues propres et ouvertes,
il en est de méme de ¢, donc aussi de . Etant image réciproque d’un
espace paracompact par une application propre, Z est paracompact.
Il reste a vérifier que dim Z < 1.

Soit U un recouvrement ouvert de Z. Pour z = (z,) € X,
Y7 (z) = Tlpea @a'(za) est un compact de dimension zéro de
I’espace normal Z, donc peut étre recouvert par une famille finie
{Gj(z)/5 € J(x)} d’ouverts deux a deux disjoints de Z telle que
chaque G(z) soit contenu dans un élément de U. Soit G(z) =
Ujes) Gj(z); c’est un ouvert contenant ¢! (z). Puisque 1 est propre,
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il existe un voisinage ouvert V(z) de z dans X tel que ¢ 1 (V(z)) C
G(z). Alors, V = {V(z)/z € X} est un recouvrement ouvert de X,
donc nous pouvons trouver un oy € A et un recouvrement ouvert
W de Yo, tels que €51 (W) = (¢aolX) ™ (W) soit plus fin que V.
Nous pouvons supposer que W est de la forme {W(z)/z € X} ou
&' (W(2)) € V(o).

Puisque Z,, est de dimension au plus un, nous pouvons trouver
un recouvrement ouvert ‘H de Z,,, plus fin que ¢;01 (W) et d’ordre au
plus un (i.e. intersection de trois éléments distincts de #H est vide).
Nous pouvons supposer que H est de la forme {H(z)/z € X} ou
H(z) C ¢gt (W (z)). Soit K = {m ) (H(z))NGj(z)/z € X, j € J(z)}.
K est une famille d’ouverts de Z plus fine que Y. K recouvre Z. En
effet, soit z € Z. Il existe z € X tel que my,(2) € H(z). Alors,
o0 ($(2)) = By (Tay(2)) € W (), done $(2) € (pagl X) (W ()
X, et il existe un indice j € J(z) tel que G;(z) contienne z, d’onr
z € ma(H(z)) N Gj(z). K est d’ordre au plus un. En effet, dans
le cas contraire, il existerait trois couples distincts (z;, j;) avec j; €
J(z;) pour i = 0,1,2, tels que O = Mgyl (H(z:)) N Gji(z;) C
N2, 7r;01 ((x;)). Puisque H est d’ordre au plus un, deux des points xg,
x1, T2 coincideraient, mais si, par exemple, z, = z1, alors Gj,(zg) N
Gj;(zo) = 0, d’ott une absurdité. Ainsi, tout recouvrement ouvert de
Z aun raffinement d’ordre au plus un, d’ou I'inégalité dimZ < 1. [

LEMME 2. Soient X un espace paracompact, Y un espace métrisable
et F: X — A*(Y) une fonction semi-continue inférieurement. Si
la famille {F(z)/x € X} est ELC®, alors il existe une fonction
continue G : X — A*(Y) telle que G(z) C F(z) pour tout .

Démonstration. Soit ¢ : Z — X comme dans le lemme 1. Puisque Z
est de dimension au plus un et {F(z)/z € X} ELC®, un théoréme
de Michael ([7, théoreme A.5.13]), qui est applicable puisque les
éléments de A*(Y) sont fermés dans le complété de Y, nous four-
nit une sélection continue f : Z — Y de la fonction semi-continue
inférieurement F o) : Z — A*(Y). Puisque 1) est propre et ouverte,
H(z) = f(yp~'(z)) est un compact contenu dans F(z) dépendant
contintiment de z € X. Soit G(x) le plus petit sous-continu de F'(x)
contenant H(z); c’est un élément de A*(Y).

Si G n’était pas semi-continue supérieurement, il existerait un
point zg de X et un ouvert U de Y contenant G(zg) tels que zg
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soit adhérent & A = {z € X/G(z) ¢ U}. Puisque {F(z)/z € X}
est ELC®, nous pouvons recouvrir G(zy) par une famille finie V =
{V1,...,Vi} d’ouverts de Y rencontrant G(z() de facon que

(1) quels que soient z € X et 1 < 4,5 <k,si ViNV; #Detsib
et ¢ sont deux points de F'(z) N (V; UVj), alors le sous-arc de
f(z) d’extrémités b et ¢ est contenu dans U.

En utilisant la semi-continuité inférieure de F' et la continuité de H,
nous pouvons trouver un voisinage O de o dans X tel que, pour
tout z € O, on ait

(2) F(z)NV; # 0 pour tout 1,
(8) H(z) C Ui Vi

Soit z un point de AN O, et soit y un point de G(z)\U. D’apres (3),
y n’appartient pas & H(x), donc il existe des points a; et ay de H(x)
tels que y soit entre aq et ag sur F(z). Le point y décompose F(x)
en deux sous-arcs F; et F, contenant respectivement aq et as. Pour
a = 1,2, soit V, I'ensemble des éléments V; de V tels que V;NF, # (),
et soit Wy, la réunion des éléments de V,. D’apres (2), V = V; U Vs,
donc G(zg) € Wi U Ws. Dapres (3), a1 et as sont contenus dans
Ule Vi, donc Vi et Vo sont non vides; puisque tout élément de V
rencontre G(zg), les ensembles W1 N G(xo) et Wo N G(xg) sont non
vides. Enfin W; N Wy = () car, dans le cas contraire, il existerait
Via € Va tels que V;, NV, # 0; si b est un point de V;, N F(z), alors
Parc de F(z) d’extrémités by et by est, d’apres (1), contenu dans
U, ce qui est impossible car cet arc doit contenir le point y. Nous
arrivons ainsi & une contradiction avec la connexité de G(zo).

Pour prouver que G est semi-continue inférieurement, nous de-
vons montrer que, pour tout point zg de X et tout ouvert U de
Y tel que G(z9) N U # 0, il existe un voisinage O de zy tel que
G(z)NU # 0 pour tout z € O. Si U N H(zg) # 0, cela résulte de la
continuité de H. Si U N H(z¢) = (), fixons un point y de U N G(zo).
11 existe alors deux points ¢; et ¢o de H(z) tels que y soit entre ¢; et
co dans G(zg). Prenons des ouverts V., Wy et Wo de Y de fagon que
VCcU, ay € W, (a: 1,2), G(ZE()) CVUWLUWy et Wy NWy =0.
En utilisant la continuité de H et la semi-continuité supérieure de G,
nous pouvons trouver un voisinage O de xg tel que, pour tout = € O,
H(z)NWy # 0 pour o = 1,2 et G(z) C VUWUWs. Alors, siz € O
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et si dy et dy sont des points de H(xz) N Wy et H(z) N Wy resp., le
sous-arc de g(z) d’extrémités d; et dy est contenu dans V U W UWs
et rencontre les ouverts disjoints Wy et Ws, donc il rencontre aussi

VcuU. O

LEMME 3. Soient F, G deuz fonctions de X dans A*(Y') telles que
G(z) C F(x) pour tout z. Si la famille {F(z)/z € X} est ELC?, il
en est de méme de la famille {G(x)/z € X}.

Démonstration. Soient zo € X, yo un point de G(zg) et V un voisi-
nage de yo. Il existe un voisinage W de yq tel que, pour tout x € X,
si z et 2’ sont deux points de W N F(xz), alors V contient l'arc de
F(z) d’extrémités z et z’. Si z et 2’ appartiennent & G(z), alors cet
arc est ausi contenu dans G(z). O

LEMME 4. Soient X un espace topologique, Y un espace métrisable et
F: X — A(Y) une fonction continue telle que la famille {F(x)/z €
X} est ELC°. Alors tout point o de X a un voisinage N tel que,
pour tout sous-ensemble M de N, toute fonction continue G : M —
A*(Y) vérifiant G(z) C F(z) pour tout © € M admette une sélection
continue.

Démonstration. Montrons d’abord que si z est un point de X, a une

extrémité de Parc F(z) et U un ouvert contenant a, alors il existe

un voisinage O de z dans X tel que, pour tout ' € O, U contienne

l'une des extrémités de I'arc F(z'). Soit b # a un point de F(z) tel

que larc de f(z) d’extrémités a et b soit contenu dans U. Prenons

des ouverts Vi, Vo, Wy, Wy de Y vérifiant

(1) beVy C Vo C Vo CU\{a},

(2) ae Wy CU,

(3) F(m) C Vi UW, U Ws,

(4) WinWy = @,

(5) pour tout z’ € X, si z, 2’ sont deux points de F(z') N Vi, alors
le sous-arc de F(z') d’extrémités z et 2’ est contenu dans V5.

La continuité de F' nous permet de trouver un voisinage O de z tel
que, pour tout z’ € O, on ait

(6) F(z') N (Wi\l2) #0,
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(7) F(.’L") Cc Vi UW; U Ws.

Alors, pour 2’ € O, U contient 'une des extrémités de F(z'). En
effet, supposons que non; d’aprés (1), (2) et (7), les extrémités de
F(z') appartiennent & Ws. D’apres (6), W1 \V; contient un point y de
F(z'), et les deux arcs F et Fy en lesquels y divise F'(z') rencontrent
a la fois Wy et Wy ; d’apres (4) et (7), ils rencontrent aussi V;, mais
si z1 et zo sont des points de F; NV; et F» NV; respectivement, alors
le sous-arc de F(z') d’extrémités z; et z9 contient y, ce qui contredit
(5).

Soient ay et ag les extrémités de F(zg) et soient Uy et U, des
voisinages ouverts disjoints de a; et as respectivement. D’apres ce
qui précede, il existe un voisinage N de z( tel que, pour tout z € N,
U et Uy contiennent chacun une extrémité de F'(x). Soit f1(z) (resp.
fa(z)) Vextrémité de F'(z) contenue dans U; (resp. Us). Soient M
un sous-ensemble de N et G : M — A*(Y) une fonction continue
telle que G(z) C F(z) pour tout z € M. Si G(z) ne contient qu'un
point, soit g1(z) ce point; si G(z) contient plus d’un point, notons
g1(z) celle des extrémités de G(z) qui est la plus proche de fi(x)
pour lordre de F(z), et go(z) 'autre extrémité de G(z). Alors, g; :
M —'Y est une sélection de G.

Si G(z) ne contient qu'un point, la continuité de g; en z résulte
de celle de G. Si G(z) contient plus d’un point, soit S7 un voisinage
ouvert de gi(z), assez petit pour qu’il existe un voisinage ouvert S
de go(x) disjoint de Sy. Soit S un voisinage de g1(z) vérifiant

(8) pour tout z’' € X, si z, 2’ sont deux points de F(z') N S, alors
le sous-arc de F(z) d’extrémités z et 2z’ est contenu dans Sj.

Quitte & diminuer S5, nous pouvons supposer sa fermeture disjointe
du sous-arc de F(z) d’extrémités fi(z) et gi(x). Cela nous permet
de recouvrir F(z) par des ouverts T} et Ty vérifiant

(9) TiNTy, CS,
(10) fi(z) € Tn,
(11) Ty N Sy = 0.
D’apres le lemme 3, la famille {G(z')/z’ € M} est ELC?, donc la
remarque faite pour F au début de cette démonstration s’applique

aussi & GG. Compte tenu de la définition de Uy, nous pouvons donc
trouver un voisinage P de z dans M tel que, pour tout z’ € P,
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(12) S et Sy contiennent chacun une des extrémités de G(z'),
(13) Ty N Uy contient fi(z'),
(14) F(.’L") C Ty UTs.

Pour prouver la continuité de g; en z, il suffit de montrer que g (P) C
S1. Supposons que z' € P et que g1(z’) € S1. D’apres (12), g1(z') €
So et go(z') € S. Dapres (11) et (13), le sous-arc F; de F(z')
d’extrémités fi(z') et g1(z') rencontre T} et T, et (14) entraine qu’il
rencontre 77 NTy. D’apres (9), Fy contient un point y de S'; comme le
sous-arc de f(z') d’extrémités y et go(z') contient g;(z') ¢ S1, nous
obtenons une contradiction avec (8). O

Démonstration du théoréme. Le lemme 2 nous permet de suppo-
ser F' continue, ce qui équivaut a dire qu’elle est continue lorsque
A*(Y') est muni de la distance de Hausdorff df. Comme A(Y') est
d-ouvert dans A*(Y), I'ensemble Z = F~1(A(Y)) est un F,-ouvert
dans X ; en particulier, Z est paracompact ([3, théoréme 5.1.28]).
Nous allons construire une sélection continue de F|Z. Il existera
alors une unique sélection f de F' prolongeant g. La continuité de
f en un point de I'ouvert Z résultera de celle de g, et sa continuité
en un point de X\ Z résultera de la semi-continuité supérieure de F'.

Pour tout z € Z, soit N, le voisinage de z dans Z fourni par
le lemme 4. Puisque Z est paracompact, il existe un recouvrement
fermé localement fini {W,/a € A} de Z tel que, pour tout a € A, W,
soit contenu dans I'un des N,. Pour B C A, posons Wp = Uyep Wa ;
c’est un fermé de Z. Soit C I'ensemble des couples (h, B) ou B est
contenu dans A et h est une sélection continue de F'|Wp. Ordonnons
C en convenant que (h,B) < (h',B') si B C B' et h = h'|Wp.
Le lemme de Zorn nous fournit un élément maximal (g, B) de C.
Si B # A, prenons ag € A\B et définissons H : W,, — A*(Y) par
H(z) ={g(z)} siz € W et H(z) = F(z) sinon. H est semi-continue
inférieurement ; d’aprés le lemme 2, il existe une fonction continue
G : Wy, = A*(Y) telle que G(z) C H(z) pour tout z € W,,.
Puisque W, est contenu dans I'un des N,;, G a une sélection continue
go : Wy, = Y. Posant B’ = BU aq et définissant ¢’ : W — Y par
J'|Wp = g et ¢'|Wya, = go, nous obtenons un élément (¢',B') de C
strictement plus grand que (g, B), ce qui est absurde, donc B = A
et g est la sélection cherchée de F'|Z. O
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