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Existence de Valeurs Propres
Principales pour un Probleme
Elliptique en Dimension 2

A. DJELLIT AND N. BENOUHIBA *)

SUMMARY. - The purpose of the present paper is to investigate the
existence of principal eigenvalues for linear elliptic problems in
IR? (eigenvalues having positive eigenfunctions).

1. Introduction

On étudie ici I'existence des valeurs propres principales du proble-
me

u — 0 (1)
|z|—+o0

{ Lu = —Au+ q(z)u = A\g(z)u, z € IR?

q et g deux fonctions mesurables, qui décroissent vers zéro a l'in-
fini. ¢ est positive ou nulle, g est de signe non constant dans IR?.
On appelle valeur propre principale du Probléme (1), toute valeur du
parametre A pour laquelle il existe une solution u(z) > 0 et u(z) Z 0
dans TR?. Dans ce cas u est appelée fonction propre principale.

L’ étude de tels problemes intervient dans I'investigation des so-
lutions des équations non linéaires telles que
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u — 0 (2)
|z|—=—+o0

{ Lu = —Au+ q(z)u = \g(z)u + f(\ z,u), =€ IR?

Sous certaines conditions sur ¢, get f une branche de solutions
positives du Probleme (1) peut bifurquer & partir de la solution nulle,
précisément, quand A est une valeur propre principale du probleme
linéaire associé.

Une premiére étude a été élaborée par A.S.Bonnet [6] quand ¢ = 0
et g & support compact. Des résultats sur la non existence de valeurs
propres principales positives figurent dans le travail de K.J.Brown-
C.Cosner-J. Fleckinger [12] quand ¢ = 0 et [}, gdz > 0. Nous avons
considéré dans A.Djellit [8] le cas ot [, gdz 2 0 et ¢ = 0. Nous
avons montré que le Probleme (1) admet un spectre discret; nous
avons rencontré des difficultés techniques quand [ 12 9dx = 0. Dans
la premiére section de ce travail, nous considérons le cas ¢ = 0, nous
montrons que le spectre du Probleme (1) est purement ponctuel sans
aucune considération sur le signe de la quantité [, 12 9dz. Nous don-
nons ensuite un résultat d’existence d’une seule valeur propre prin-
cipale de ce probleme.

Dans la seconde section, nous considérons le cas ¢ > 0 , nous mon-
trons que le Probléme (1) admet exactement deux valeurs propres
principales distinctes en faisant usage essentiellement de I'identité de
Picone.

Notation

Nous introduisons les notations suivantes. Soit A une fonction
réelle mesurable, on note h* = max(+h,o) la partie positive et
négative de h,i.e h=hT —h™.

Nous introduisons aussi les fonctions définies sur IR?

N

plo) = (1+1a?) " (3)

pour « > 0 fixé, on note

pa(z) = p**()(1 + log /1 + |a*) 2. (4)
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On définit les espaces
V= {u € D'(IR2): (p1)? u € L2(IR?),|Vu| € L2(IR2)} (5)

V muni de la norme

lully = ( [ v+ |u|2>dx)
ITR2

est un space de Hilbert (voir Hanouzet [4] p.230).

o

LA(IR?) = {u pru € L2(1R2)} , (6)

p étant une fonction positive définie sur 1R?.
Vi:{uEV:/ g|u|2d$20}. (7)
IR?

Br = {z € IR?: |z| < R} (8)

DEFINITION 1.1. On appelle solution du Probléme (1) tout couple
(u, \) € V. x IR qui vérifie (1). X est dit valeur propre du Probléme
(1) s’il existe un vecteur u € V. non nul qui vérifie (1). u est alors
appelé fonction propre associée a .

Hypotheses
Nous considérons aussi les hypotheses suivantes

i) g et ¢ sont deux fonctions mesurables, g est de signe non constant
sur IR?, telles que 3o > 1, 38 > 1, IK > 0,3C > 0 satisfaisant

9(z)| < Kpa(z) et q(z) < cpp(z)

ii) Qo = {z € IR*| g(z) = 0} est de mesure nulle, i.e || =0
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2. CAS ¢ =0

Nous commencons par donner deux remarques.

REMARQUE 2.1. La fonction constante appartient a V et par consé-
quent la forme bilinéaire
1r2 [VuVudz ne peut pas définir un produit scalaire sur V.

REMARQUE 2.2. On voit bien que A = 0 est valeur propre du Problé-
me (1) associée a la fonction unité, nous cherchons alors les autres
fonctions propres correspondantes a des valeurs propres non nulles,
si elles existent, sur l’orthogonal dans V de la fonction unité.
Compte tenu des deux remarques précédentes, nous considérons le
probléme complétement défini dépendant d’un paramétre T > 0 de la
forme

u — 0 (9)
|z] =400

{ —Au+T19 (z)u = Agy(z)u, z € IR?

Notons a(u,v) =7p2 VuVv + 1g_uvdz et b(u,v) =g gruvdz.
Une formulation variationnelle du probléme (9) est donnée par

{ Trouver (u,\) € V- x IR*, u # 0 tels que (10)

a(u,v) = Ab(u,v)

Il est évident que la forme bilinéaire a(u,v) est continue sur V. Nous
montrons a l'aide d’un raisonnement par 'absurde qu’elle est aussi
coercive sur V. Nous supposons donc qu’il existe une suite (u,), de
V telle que

a) [ipe |V |* + 7g_uldz < %
b) || unlly, =1

Comme la suite (uy),, est bornée dans V nous pouvons extraire une
sous suite, notée encore (uy),, qui converge faiblement vers un élé-
ment u de V.

En vertu de (a) |Vu,| — 0 dans L*(IR?) alors |Vu| = 0 et par
conséquent u est une constante.

D’autre part, la restriction de la suite (uy), sur le support de g_ ,
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noté Qg , est une suite fortement convergente vers zéro. En effet,
nous avons

|Vau,| — 0 dans L*(Q, ) et u, — 0 dans L*(Q, )

par suite u, — 0 dans L2 (Q,_).

En vertu de l'unicité de la limite, la restriction de u sur 1,_ est iden-
tiquement nulle. Il en résulte donc que u est identiquement nulle sur
IR? (puisque u est constant). Ceci est en contradiction avec (b).

Par conséquent la forme bilinéaire a (u,v) définit un produit sca-
laire sur V' équivalent au produit scalaire usuel. Comme la forme
bilinéaire b(u,v) est continue sur V, il existe d’aprés le théoréme de
représentation de Riesz, un opérateur linéaire T continu dans V tel
que

a(Tu,v) = b(u,v), Yu,v € V.

Les valeurs propres du Probléme (10) sont exactement les inverses
des wvaleurs propres de T, associées aux mémes fonctions propres.

PROPOSITION 2.3. L’opérateur T est compact.

Démonstration. Soit (uy,), une suite bornée dans V, alors (uy)n reste
bornée sur H'(Bpg), mais comme 'injection de H'(Bg) dans L?(Bg)
est compacte, alors (uy, ), est de Cauchy dans L?(Bg). Pour tout m,n
on a

1T (un — Um)”%/ < ya (T (un — um), T (up — tm))

< / Por (1t — 1) | T2t — 14|
ITR2

En appliquant 'inégalité de Cauchy on obtient
T (un = w5 <2 [ Prat |(tn — )| da
IR?

2
) l|n — um”v

1
<7 llun = umll 25, + 72W
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La premiere quantité du membre de droite tend vers zéro. Par hy-

potheése ||u, — up||,, est bornée et ——L—— tend vers zéro quand

(1+R2)

R tend vers l'infini. Par conséquent la suite (T'uy), est de Cauchy
dans V et y converge. On peut alors appliquer & T' les résultats de la
théorie spectrale classique des opérateurs autoadjoints compacts. U

PROPOSITION 2.4. Le Probléme (9) admet une infinité dénombrable
de valeurs propres positives tendant vers l'infini

0<A () SA(1) < <AT(r) < -+
Ces valeurs propres sont caractérisées par le principe du Min-Maz

a(u,u)

AT(7) = inf su
0= JB s
uF#0

ou Vj désigne la famille des sous espaces de V' de dimension j.

Nous nous intéressons maintenant aux points fixes de A;“(T). 11 est

évident que si )\;F(T) admet un point fixe Tj+, alors Tj+ est valeur

propre du Probleme (1). Au point fixe 7 = A (7) la fonction propre
associée ¢(7) est dans V.

En vertu de sa caractérisation, )\j—(T) est continue et croissante en 7.
De plus, quand 7 tend vers zéro, )\;—(7') tend vers la j*™¢ valeur propre
pj du probleéme

u —
|z|—=—+o0

{ —Au = pgiu

(voir A.Djellit [8]) qui est strictement positive pour j > 1.
Montrons que A;“(T) admet un point fixe c’est a dire que )\;F(T) coupe
la premiere bissectrice. D’apres le principe du Min-Max on a

flR? |V“|2d$ fIR2 gu2dx}

AT (1) = inf sup
I (r) { Jipe 91uPdz Jig2 9+udz

A€V yeA
u#0

On cherche dans V, j fonctions linéairement indépendantes et deux
a deux orthogonales. Pour cela, on considere le probleme

—Au+ pi(z)u = pg(z)u, =€ IR?
u — 0 (11)

|z|—=—+o0
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On sait que le Probleme (11) admet une double suite dénombrable
de valeurs propres (voir A.Djellit [8]). On note par (p;“)izl jles j
premieres valeurs propres positives distinctes du Probleme (23) et
par (z/)i)i:L ; leurs fonctions propres correspondantes.

Pouri#k, 1 <4, k<j

i /1R2 gihrdz = /IRQ(VZ/%.VW + pripitpr)dz = iy /IR2 getd

par conséquent

/ (V4i. Vb, + propishy ) dx = / gripidz = 0
IR? IR2

Posons A; I'espace engendré par (@/’i)izl,j et A; = A; —{0}.
On a A} C V,.En effet, soit u € A} alors il existe ()
tels que u =3, ; it

/IR2 guidr = Z Z a;ay /IR2 gippdr = Z aintpegids > 0

i=1,j k=1,j i=1,j

i=1, j € IR

donc u € V.. Alors

) 2
Aj < SUPueA; Jrr2 9+u?da T SUPueA; [rr2 9+v?dz
Jig2 ((Vul’+p1u?)dz Jigz 9-vdz
< SupueA; Sy r2 gutda T SupueA; Jrr2 94v?da

:,Uz;r+7'aj

Pour tout u € A% on a [ip guldz > 0 donc [, p. gru’dz >
fIf“Z g-u?dz. Ce qui implique que a; < 1.
A (7) est borné par la droite A = a;7 4 p1; qui a une pente inferieure
al.
Par conséquent )\;'(T) coupe obligatoirement la bissectrice. Si 7 est

un point fixe alors (Aj’) (10) < 1.

En effet, soient )\;—(T), )\;—(7'0) des valeurs propres associées aux fonc-
tions propres ¢(7), (7o) respectivement. Alors

() = X (1)) /

IR2

g4 $()b(r)dz = (7 — m) / g—$()b(r0)de

IR2
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Puisque les fonctions et les valeurs propres sont continues en 7 on
obtient

<1

' AT = A (10) [ e - ¢ (r0)da
(}J) (7o) = Th—>120 ’ T — T; N f]Rz g+#*(10)dzw

car ¢(7o) est supposée dans V.. Par conséquent 7y est unique.

THEOREME 2.5. Le Probléme (1) admet une suite de valeurs propres
positives croissante vers plus linfini

0<¢1+§T;f§...§7j+§...

THEOREME 2.6. Le Probléme (1) admet une suite de valeurs propres
négatives décroissante vers moins l’infini

ST <...<7, <7 <0
Nous montrons de maniere analogue que les valeurs propres du Proble-
me paramétrisé

u — 0
|z|]—+o0

{ —Au+T7giu = \1)g_u, dans IR?

admettent des points fixes qui ne sont autres que les valeurs propres
négatives du Probléme (1)

REMARQUE 2.7. Compte tenu de la remarque 2.2, toute fonction
propre du Probléme (1) correspondante a une valeur propre non nulle
doit changer de signe. Par suite, zéro est la seule valeur propre prin-
cipale du Probléme (1).

3.CASq¢g>0et ¢g20

Nous consideérons le Probléme (au sens faible)

u — 0 (12)

|z]| =400

{ —Au+ q(z)u = A\g(z)u, =€ IR*)\€IR
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Le Probléme (12) admet une double infinité dénombrable de va-
leurs propres 'une positive et tend vers 4+oc et I'autre négative et
tend vers -oco (voir [8]).

fIRQ (\Vu\2+qu2)dm
2 07

fIR2 (\Vu|2+qu2)d:r
i 97

A;_ = infacv; supyecany,
(13)

Aj = Supey, infyeanv.

PROPOSITION 3.1. Les deuz premiéres valeurs propres )\i" et \| sont
les uniques valeurs propres principales du Probléme (12). De plus,
elles sont simples.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si A est valeur propre
du Probleme(3.1) avec le poids g alors (—\) est valeur propre du
Probleme (3.1) avec le poids (—g). De ce fait, il suffit de montrer que
)\f est principale.

D’apreés la caractérisation variationnelle de A|™ on a

Jrre <|Vu|2 + qu2) dx

A\ = inf
1 Jr e guldz

,uEV,/ guidz > 0
IR2

Soit ¢ la fonction propre associée a Ai", donc ¢ réalise le minimum,
i.e.

v Jue (1998 + a8?) ds
b J1g2 99%da

Supposons que ¢ change de signe, alors ¢ = ¢ — ¢~. Posons

J(p,9) = f1R2 <|V¢|2 + q¢2> dzx
G(#,¢) = [1p2 9¢* d

Puisque les supports de ¢™ et ¢~ sont disjoints on a

J($,¢) = J(¢T,¢T) + J(¢7,¢7)
G(¢a ¢) = G(¢+7 ¢+) + G(¢7ﬂ ¢7)
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Il est clair qu’au moins 'une des fonctions ¢* ou ¢~ appartient &
V4 car ¢ € V4. On peut alors distinguer deux cas

G(¢",¢7).G(¢p.47) >0
ou
G(¢",¢").G(¢ ¢ ) <0
Le premier cas implique que ¢ ainsi que ¢~ sont dans V. et donc

J($*, %) J(¢,¢)} _ J(9)
G($7.¢7) G 97) [ = G(6.9)

>\i'_ < min{ — Aii-

ce qui implique que

)\+ — J(¢+a ¢+) — J(¢_7 ¢_)
LGt 9T Gle,9)
Cette derniére équation prouve que ¢™ et ¢~ sont toutes les deux des

fonctions propres associées a Ai".
Dans le deuxiéme cas on obtient

J(&", ") J(¢—,¢—)}< J
G 07) Glo ¢ )) =G

(
(

A< max{ Z’ ¢)

,b)

donc

+ 4t - &
)\il— — max{ J(¢+7 ¢+) , J(¢_7 ¢_) }
G(¢t,97) " G(o™,¢7)
Ceci veut dire que 'une des fonctions ¢Tou ¢~est fonction propre

associée a )\f. Sans restriction de la généralité, supposons que ¢
est fonction propre associée a )\i". Appliquons I'identité de Picone a

¢, ¢ (voir [2], 3] )
2
_ +|2 2 A
dgc—/IR2 Vet| d$+/IR2(<]5 ) —=dx

2 ﬂ)
/IR2|¢| V<¢ ¢

= / (Mg —q)(¢")?da +/ (q— A 9)(¢")%dz =0
IR? IR?
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ce qui implique que ¢ = c¢™.

Montrons que )\f est la seule valeur propre principale positive du
Probleme (3.1). Soit A une valeur propre positive du Probléeme (3.1)
et soit ¢ la fonction propre associée a )\i". Supposons que \ est princi-
pale c’est & dire que ¢ est strictement positive. En appliquant ’iden-
tité de Picone a ¢ et ¢ on trouve

2 2 A
Jrr2 ¢’ ‘V (%N dz = [1p VoI dz + [} 5o ¢27¢dm (14)

Comme X est valeur propre positive du Probléme (3.1) on a nécessaire-
ment
A] < X (d’aprés le principe du Min-Max). De 1’égalité (3.3) on ob-

/ 2 < >

ce qui implique que ¢ = c¢ et A = Af.

Enfin, montrons que )\i" est simple. Pour cela on suppose 'existence
de deux fonctions propres u, v associées & Af. En appliquant I’identité
de Picone a u,v on obtient

2
dr = (\[ — ,\)/ gp*dz =0
IR?

d’ou v =cu. O
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