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SUMMARY. - We show that both Papoulis’ method and Aizenberg’s method
for extrapolating finite energy and band limited signals are related to
each other, provided that the same setting is used to describe both meth-
ods. We study such a setting and give some examples we comment.

RESUME. - Onmontre que les méthodes d’extrapolation de signauz d’énergie
finie et a bande limitée de Papoulis et d’Aizenberg peuvent étre reliées
dans un cadre d’étude commun. On étudie ce cadre de travail et on
donne quelques exemples commentés.

1. Introduction

[’étude de I'extrapolation d’un segment connu fj_; ;, 7 > 0, d’un
signal d’énergie finie f € L?(IR) a été une question récurente dans
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la littérature mathématique touchant au traitement du signal depuis
plusieurs décades.

La résolution de ce probleme a été importante aussi bien pour des
raisons théoriques que pour des raisons pratiques. Il en est ainsi, par
exemple, pour 'obtention d’une résolution spectrale aussi précise que
possible d’un signal du type considéré qui est seulement mesuré sur
un intervalle de temps trés court. Cette situation apparait concrete-
ment dans les problemes touchant aux radars et la littérature spécial-
isée mentionne bien d’autres exemples d’utilisation. On trouve un
excellent résumé des connaissances concernant ce type de problemes
dans le récent livre de Hurt ([H]).

Différentes méthodes([P], [S.P.], [G], - - -), utilisant de prés ou de
loin les fonctions Prolates Sphéroidales, ont été proposées, résolvant
le problemes des deux points de vues, théoriques et pratiques, en
établissant des procédés d’approximation de ’extrapolation. Il sem-
ble que, jusqu’a maintenant, I'une des méthodes les plus promet-
teuses, soit la méthode itérative de Gerchberg-Papoulis ([G], [P]).
De nombreuses tentatives de régularisation ont été proposées, dont
beaucoup sont examinées dans ([H]).

Mais, tres récemment, L. Aizenberg ([A]), a proposé une nouvelle
méthode d’approximation de ’extrapolation, utilisant les espaces de
Hardy de fontions holomorphes dans un demi-plan ouvert du plan
complexe €, basée sur des idées déja anciennes de Carleman. Cette
méthode, telle qu’elle est présentée dans ([A]),semble numériquement
aussi instable que les méthodes du type Gerchberg-Papoulis. La
raison est tres certainement la présence de petits dénominateurs dans
les formules d’extrapolation proposées par Aizenberg. Nos propres
simulations, aussi bien que la lecture de ([A]), semblent indiquer
des performances numériques comparables pour les deux types de
méthodes.

Dans le présent travail, apres un bref résumé de la méthode de
Aizenberg, nous introduirons une nouvelle méthode d’extrapolation,
basée sur les deux types de méthode que nous venons d’évoquer.
Nous montrerons qu’une technique itérative, tres semblable a celle
de Gerchberg-Papoulis, est possible dans le cadre des espaces de
Hardy utilisés par Aizenberg. Nous avons I’espoir que la robustesse
des méthodes de variable complexe, aussi bien que 'introduction
naturelle de certains parametres, représentant des degrés de liberté,
permettront d’optimiser les performances numériques apres l'intro-
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duction éventuelle de procédés de régularisation.
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2. Modification de la Methode de Aizenberg

Nous renvoyons a ([K]) pour les définitions et les propriétés usuelles
de la transformation de Laplace £ entre les espaces de Hilbert L2([0,
+0o0[) des fonctions de carré intégrable sur IRT et I’espace de Hardy
H?(TT) oti, comme usuellement,

IT ={z €C, Re(z) > 0},
et
H2(I) = {g : I -=C holomorphes :
| g 1}= sup %14 lg(o + ir)|%dr < +oo}.

En suivant L. Aizenberg ([A]), nous introduisons maintenant, pour
8 > 0, 'espace de Hilbert H? des fonctions holomorphes dans

s ={¢ €C,Im(¢) > -6}
par
H? = {w : Ils = C holomorphes :
1 :
1 = sup 5= [ 10a+iy)de < +oo}
oy>=4 27TIR

Le changement de variables z = (¢ — §) détermine une isométrie
entre les espaces H? et H%(I1). Chaque ¥ € H? a une valeur au
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bord t € IR ~ ¥*(t —18) dans L*(IR). Pour I'm(z) > —4§, nous avons
la relation

+oo—18
VofoL o dt 1 )
=) = 2m/v =) ==~ %in /}51) ©

dg

(—=z

(1)

L’application ¥ +— ¥* € L?(IR) est une isométrie non surjective.
Pour o > 0, nous désignerons par L§ ,,(IR) le sous-espace des fonc-
tions f € L*(IR) telles que la transformée de Fourier F(f) de f a son
support dans [0, 20]. 1l s’agit de I’ensemble des signaux f d’énergie
finie, & bande limitée par [0, 20], que nous devons reconstruire d’apres
la seule connaissance de f_; ], pour 7 > 0 donné. Il est usuel que
tout élément f € L§,, (IR) possede le prolongement analytique suiv-
ant :

J(0) = 5B EFHNEO)  G=rtiver). (@)

(Comme usuellement, nous avons désigné par § et I* les prolonge-
ments & L?(IR) des transformation de Fourier et transformation de
Fourier inverse, définies sur L'(IR) N L%(IR) par les relations

SN = [ Foe e F(N© = [Fe)er ).
R IR

I est aisé de voir que, pour toute f € L§,,(IR), on a les inégalités
suivantes:

I FIB<2m || £ N17< e 0 113 (3)

qui nous indiquent que les deux normes || ||z et || HH§ sur ’espace

L§ 5, (IR) sont équivalentes.
Si z € IR et § > 0 sont donnés, la fonction Cys(z) définie par

1

Co(@)(2) = 7555

z €y, (4)

appartient a Hf, et 'on a || Cas(z) ||%,= 35, ainsi que la relation
8

. 1.
U(e) = (7 (Cosla))yy . GEHE sER. (5)
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Soit maintenant (iﬁn)nzo une suite de points deux a deux distincts
de l'intervalle [—7,7], 7 > 0. Pour toute ¢» € HZ nous avons ([A])

¥(z) = lim Z ¢($k)w1]€V(2’) , (6)
N — +o0 1<hEN
au sens de la norme de I’espace de Hilbert HZ, avec
2i6 (z —2;)(zk — z; + 2i0)

N J J
wi (2) = ————— - . 7
k() z—xp + 218 };II:C (z —z; 4+ 208) (g — z;) 0

1<G<N

Afin de tenter d’éliminer I’instabilité numérique provoquée par la
présence des petits dénominateurs dans (7) notre idée est de rem-
placer le balayage de [—7, 7] dans H? par z — Chs(z) par celui de
L3([—7,7]), via ¢ = Cas(¢), ot la fonction

+7

Cute)() = [ 20 ®)

est holomorphe dansC \ ([—7, 7] — 2i4), et donc aussi dans Il;.

Le lemme suivant montre que Cys(p) est élément de HZ.

LEMME 2.1. Pour toute ¢ € L*([~7,7]), la transformée de Cauchy
modifiée Cas(y) est élément de HZ. On a linégalité

-
La valeur au bord C35(p) de Cas(p) est t — Cos(t — 16).

Preuve. On a

sup [ [Cas(ie) (5 + i) s

y>—5]R 2
/ 7T o(z)dz
= sup - —| ds
y>—6 s+ 1y — v+ 2i6
+7 +7 d
< su o(x Qdm}{/ v }ds
: y>_p5]1{ { S} [ Ty

+7

ds
2
<l e Iz2qorm / </ G_2) +52)d$
R

-7
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d’ou I'on déduit aisément I’inégalité du lemme. &

Nous allons maintenant donner quelques propriétés de 'opérateur
Cys : L?([—7,7]) — HZ qui nous seront utiles dans la suite.

PROPOSITION 2.2. Pour toute ¢ € H}; et toute p € L*([—7,7]) on
a

(D1C25(¢)) iz = 2im (R (V) |9) 1212 7,7)) » (10)
ou R; est l'opérateur de restriction  — ), ;1 de H? dans L* ([T,

T]).

Preuve. Nous partirons des égalités

(¥ICas(e)m; = / U (¢~ i8)Cos(P)E — 10)dt

= /¢ {/t_@s(—s_)wds}dt.

Nous remarquons alors que

E{W*(t {/|t_ ) }dt<—|—oo

puisque

/|S‘9 Mdt ds

T 1/2 1/2
1
< ’ 8)|%dt /*dt d
_/|“P :/ IR(t—s)2—|—52 i

< a2 1% el @ llz2(n)

Le théoréme de Fubini donne alors

/Mdt ds
t—s5—1d8

= 2w (R (V)Q)r2(r)) -

(BIC2s(@)m; = / o)
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COROLLAIRE 2.3. L’opérateur Cys : L*([—7,7]) — H} est un opé-
rateur borné, compact, injectif a image dense. L’opérateur adjoint
35 est donné par

2
Cp5=2irR,  (ie. Chys= T’TR:) .

Preuve. La continuité est une conséquence immédiate de I'inégal-
ité (9) du lemme 2.1. L’injectivité peut-étre établie ainsi: si Cys(p) =
0 pour ¢ € L%([-7,7]) alors, pour |z| > 7+ 2§, on a

025( (/ t dt) z—|—215)n+1 :07

ce qui montre que ¢ est la fonction nulle puisque tous ses moments
sont nuls.

L égalité C35 = 2im R, découle de la proposition 2.2. On en déduit la
densité de I'image de Cys puisque I'adhérence de I'image est ’orthogo-
nal du noyau de l'opérateur R., noyau qui est nul en vertu du
principe du prolongement analytique.

Enfin, la compacité de 'opérateur Cy5 est une conséquence du théore-
me de Montel, de la continuité de cet opérateur et de la remarque
suivante: si ¥ € H, on dispose de 'inégalité

1 9l
|9 ()|_2\/_\/]7727

que l'on obtient en appliquant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz

1/2
1 1
" Q{E[Ip t—ib)|dt %(t—w)”(ﬂy)?dt

a l'intégrale de Cauchy

Im(z) > -6, (11)

1/2
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COROLLAIRE 2.4. Pour toutes ¢,9 € L*([-7,7]) on a

(Cas(P)C2s(N))grz = 2im(Cos(P)[9) 12 (-7 1)

( , 12
= 2w / Mduds. (12)
T ) )
[=7,7]?
Preuve. C’est un cas particulier de 2.2. &

REMARQUE 2.5. 1) L’opérateur R, est & image dense car R: =
5-Cs est injectif. 2) L’opérateur R, dépend seulement de § & travers

son domaine de définition, mais son adjoint R} = %ng montre cette
dépendance dans son expression analytique. 3) Si ¢ = o, I'égalité

(11) devient

o(s)o(u
| Cos() [l 2= 2im / %dudg. (12)
[-7,7]?

Ces premiéres propriétés conduisent & un procédé numérique d’ap-
proximation de ’extrapolation qui est une modification immédiate
de celui de L. Aizenberg décrit précédemment.

Considérons une base de Riesz (usuellement une base orthonormale)
(#j)i>1 de L2([-7,7]).
Désignons par Ex (resp Fy) le sous-espace de L%([—7,7]) (resp HZ)
engendré par (¢;)1<;<n (resp (Cas(¢j))1<j<n). Puisque 'opérateur
Cys est injectif, les espaces En et Fy sont de dimension N et, si
N+ H} — Fx et py : L*([-7,7]) — EN sont les projections
orthogonales, la densité de I'image de Cys nous assure que, pour
tout ¢ € H? |

Jim () =0 (13)

Voici la description, utilisant les notations précédentes, de ce
procédé basé sur la propriété (13):

PROPOSITION 2.6. Soient (p;);j>1 une base de Riesz de L*([—7,7]),

Y un élément de H} et ¢ = my(¢) = E aj-\fczg(%—) la projec-
1<<N

tion orthogonale de v sur le sous-espace Fy de H? engendré par

(Cas(®5))1<j<n. Nous avons
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1)
(Re(O)ei) p2mrr) = 707 (V1C25(2)) m2

= (R(mn(@)|e)) 12 ((=rm)

(14)

et

pNnoR:=pvoR;omn.
2) Les coefficients aﬁy, 1 < j < N, sont solutions du systéme de
Cramer

GNAN =Yy (15)
avec

Ay =! (a]lv,...,a%),

Yn = Qi“t<(Rr(¢)|¢1)L2([_T,T])v e (RT(¢)|99N)L2([_T,T])) ;

et ou Gy est la matrice de Gramm
G = ((CosteICos o))z ) v
1<j<N

Uindice © étant 'indice des lignes et j celui des colonnes, et dans
laquelle

| Vs = 26 Pils)pi(w)
(C2s(9i)|Cas(p))) gz = 2 s i uds. (16)
[_777]2

Les éléments connus Yy et G de ce systeme de Cramer n’utilisent
que la connaissance des données sur [—7,T|. 3) La suite (7N (V) n>1

converge vers b uniformément sur tout ensemble de la forme {( € C':
Im(¢) > pp > =48} et, en particulier, sur IR. La suite des restrictions

(ﬂ'N(zb)'lR)NZl converge vers P p dans L(IR).

Preuve. On écrit d’abord que ¥ — ¢ est orthogonal & Fx en
exprimant que, pour 1 < 7 < N,

(¥ = #lC25(05)) 2 = 2im (B (¢ = 9)19i) 2 (=r,ep) = 0
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ce qui donne les relations (14). Celles-ci induisent les égalités

2in (R () 0i)12(=r ) = ((D1C25(05) pr2
(#lCas(#5) 12

= Z aiV(CQé(Q%HC%(W)Hg )
1<k<N

pour 1 < j < N, ce qui n’est autre que le systeme (15). Enfin, le
troisieme point est une conséquence de inégalité (11). &

3. Le schéma de Papoulis dans le cadre des espaces de
Hardy H}?

Nous rappelerons d’abord brievement le schéma itératif de Papoulis-
Gerchberg. Considérons I’espace de Hilbert H = L%(IR), I; I'injection
canonique du sous-espace Hy = L ,,(IR) dans L?*(IR), I I'injection
canoniquedusous-espace Hy = L*([—7,7])de L%(IR), vial’application
qui & ¢ € Hy associe son prolongement par zéro. Soient P, : H —
Hy,Py: H — Hy,Qy : H — Hi et Qy : H — Hj les projec-
tions orthogonales. La restriction 3 = P o I} de P, au sous-espace
H, = Lazg(]R) a pour adjoint 3* = P oI, et I'opérateur 3*3 a pour
expression analytique

to(z—t) sin U'($ — t)

1) f(t)dt, zx€R, fe Hy.

(17)

Afin de résoudre le probleme de ’extrapolation de PI4(f) =
J|[=~,7» on peut utiliser le systeme singulier de I'opérateur 5 ou bien
la méthode des projections alternées sur des ensembles convexes, ici
Hy et Hj, ce qu’illustre le dessin classique suivant (figure 1).

Cette méthode itérative, qui dérive de I’égalité

f=9+Q:1(f), (18)

est convergente ([P]), et peut étre traitée selon les méthodes de
régularisation, ce qui conduit a des testsd’arrét utilisables en présence

de bruit ([D,DM],...).
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Nous allons maintenant décrire cet algorithme, sous une forme
a partir de laquelle il sera possible de le modifier en tenant compte
de notre parametre &, ce qui nous permettra d’introduire ce schéma
itératif dans le cadre des espaces de Hardy.

Considérons l'opérateur By : Hy — Hy défini par

Bo(g) =+ (B"B) =+ PiP(f-¢) ¢eH  (19)

ou f € Hp est un élément fixé dont on connait seulement fj_; ;.

L’opérateur 5*0 = PP, = PiI;P1; est, comme on le voit a
I’aide de son expression analytique, compact et auto-adjoint. Il est
aussi injectif comme conséquence du lemme que voici que nous utilis-
erons plus loin:

4
H f Ha
1 bt _
> Offs  1397QR0)
3 9 qufz
2 f70=R1®
fa QR

Figure 1

LEMME 3.1. Le sous-espace R-(L§,,(IR)) = Py(L 4, (IR)) des re-
strictions a [—1, 7] des éléments de L§ ,,(IR) est dense dans L*([—,

T]).

Preuve. Soit f € L*([—,7]) une fonction orthogonale & R, (L§ ,,
(IR)). Pour toute g = F*(¢), et toute ¢ € L*([0,20]), nous avons

0= [ 19t = [ (1))@

I en résulte immédiatement que F(f)(£) = 0 pour tout & € [0, 20] et
que f = 0, puisque cette fonction est une fonction entiere. &

Ainsi, si ¢ € Hy = L§5,(IR) est telle que PiPy(¢) = 0, alors
Py(p) € L*([-7,7]) est orthogonal & I’ensemble des restrictions &
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[—7, 7] de tous les éléments de Hy. Il résulte alors du lemme 3.1 que
P5(¢) = 0, et donc que ¢ = 0 d’apres le principe du prolongement
analytique.

Pour continuer, nous observerons maintenant que le seul point
fixe possible de l'opérateur By est f. En effet, si ¢ € Hy est tel que
¢ =Bo(p) =+ PiP(f — @), alors PP (f —¢) =0et ¢ = f.

Si nous considérons a présent le schéma itératif

In+1 = BO(gn)
{ ;0 = PR(f) = BB(f), (20)

nous obtenons ’expression explicite

Gn = (IdHl - (Idg, - P1P2)n+1) (f)- (21)

Ainsi, la convergence de g, vers f sera prouvée si I’on montre que
|| (Idg, — Py1Py)" T (f) ||2 tend vers zéro lorsque n tend vers +oo.
Pour cette preuve Papoulis ([P]) utilise une base orthonormée (¢9),>0
de Hy = Lo, (R), avec @2 (t) = e*p2(t), ol 12 est la n-ieme
fonction Prolate Sphéroidale associée au couple (7,0) ([P], [S.P.]).
Rappelons que cette suite de fonction vérifie

D [ e s = xn).

-7

2) 1>X2>A9>--->X...— 0 avecn — +00,

3) (ngwg)LQ(R) =0y et (¢2)n20 base orthonormale de LQ_GJ (R),

T

4) / ()92 (s)ds = A6,

-7

Il suit de ces propriétés que, pour tout n € IN

T

Ngnlt) = Aertg) =t [ i)

-7

sino(t — s)
m(t — s) ds

;
sino(t — s)

_ i(t=s)o, 0
/e ©?(s) =) ds

-7

= PiPy(e})(1).
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Comme toute f € L§ 5, (IR) peut-étre écrite Z arp, on trouve que
k>0

(Idm, = PLP)" () = 3 an(1 = A" e (22)
k>0

et la preuve donnée par Papoulis en résulte.

Ayant ainsi rappelé ’essentiel de la méthode itérative sur laquelle
nous nous appuierons, nous allons présenter maintenant son exten-
sion dans le contexte des espaces de Hardy en introduisant, pour
chaque § > 0, 'opérateur

Bs 1 L 5, (IR) — L§ 5, (IR) (23)

dont la construction utilisera la transformation de Cauchy modifiée
Cys : L?([—7,7]) — H} et ses propriétés.

Désignons par i’ Iinjection canonique de L§ 5, (IR) dans Hf dont
I'opérateur adjoint est Hg, projection orthogonale de H? sur le sous-
espace fermé L§ 5, (R) de H} (fermé car ce sous-espace est complet
et les deux normes de H} et de L?(IR) sont, comme nous I’avons vu,
équivalentes sur ce sous-espace).

Considérons maintenant I'opérateur oS de Lg o, (IR) dans L2([—,
7]) défini par

o) =R, 01 (24)

oil, comme précédemment, R, : H? — L?([—7,7]) est 'opérateur
de restriction (qui induit P, lorsqu’on le restreint & L§ ,,(IR) muni
de la norme de L?(IR)). Quoique o’ ne dépende de § que par son
espace de définition, son adjoint (ag)* montre explicitement cette

dépendance dans son expression analytique puisque

1
et 1
(a5) 0 g = =55 0 Cas 0 Ry 0 i (26)

Nous définirons alors Uopérateur Bs : L§ 5, (IR) — L§ o, (IR) par la
convention

Bs(¢) = ¢+ (a)) 0al(f —¢) @€ L, (IR), (27)
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et nous remarquerons que, tout comme By, sa définition ne nécessite
que la connaissance de f|_; ;]
Nous allons prouver maintenant la relation

(a5)" 0 a3 (9)(2) = PP (9) (2 +2i8) ¢ € L§5,(IR) (28)

qui donne une expression concréte, liée au prolongement analytique
de P1P2 (QO)

Remarquons que 5lim0 Bs(¢) = Bo(g), au moins uniformément
sur tout compact. -

Remarquons également qu’il serait intéressant de répondre aux
questions suivantes : Pour f € L§,,(IR) donnée, dont on connait
seulement fj_; .j, peut-on trouver un § > 0 optimal pour le schéma
itératif associé a Bs? Dans quelle mesure un tel é > 0 optimal peut-il
étre indépendant de la donnée f?

Pour atteindre le but proposé nous explicitons dans ce qui suit
quelques propriétés de I'opérateur:

Al = 2in(ad) 0al =2 0 Cys0 Ry 0 (29)

e

PROPOSITION 3.2. Pour toute ¢ € H? on a l'ezpression explicite

(IT3 0 Cas 0 R7) () (2)

— _9; / eia((z+2i5)—u) sin U((Z + 2i5) - u) ) (u)du (30)
(z4+2i6) —u ’

qui n’utilise que la connaissance de @ sur [—1,T].

Preuve. Rappelons que F(z) € Hg correspond isométriquement
a F(Q) = F(>i(¢ = &) € H¥IN) (i.e F(z) = F(§ — i2)) et que la
transformation de Laplace £ : f € L*(IR) — £(f) € H*(TI) est aussi
une isométrie. En composant ces deux isométries, on en construit
une troisieme, bijective, L : L([0, 4o0[) — H? définie par

+oo

L)E) =@ -iz) = [ e wetar. (31)

0

La projection orthogonale p, de L2([0,+oc[) sur L%([0,20]), qui est
J ¥ X[0,20]f, induit la projection orthogonale 1 : H — L&QU(IR).
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Cet opérateur peut-étre considéré comme 'opérateur transmué de
'opérateur p, par I'application L. Si f € L%([0,20]) et si z € IR,
nous avons

L@ = [P f@etd =5 e, 32

qui est un élément de L8720(R), prolongeable en la fonction entiere
L(f)(z) obtenue en remplagant z par z dans I’expression (32).

Puisqu’une isométrie préserve l'orthogonalité nous pouvons écrire
que Hg oL = Lop,, ce qui veut dire aussi que "image par Hf, de la

+oo
fonction ¢(z) = / e~® f(t)e*?dt est la fonction
0
20
Llxpanf)(2) = [ rwet=de. (33
0

Puisque g = §*(e~%* f) on peut voir que

5(9)(5) = 5 pane M) = (7 220g) (), (30)

Te

soit encore

15 (g) () = [ 6= TTE= gy, (35)

Cecli est ’expression de Hg, prolongeant P,, danslaquelle § n’apparait
pas.
Maintenant, si

o) = Caso R = [ 2,

-7
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le théoréeme de Fubini nous donne

(5C25R-) () (2)

_ io(2—s)SiNO(2 — 5) o(z—s)
/ (/s—u+215du) m(z—s) ds
w(z=5) sin g (z — s)
/ / z—s)(s—u—i—Qzé)dS du.

Un calcul élémentaire, utilisant laformule de Cauchy, permet d’évaluer
Iintégrale entre crochets. Sa valeur est

to(z—u+248) sin U(Z —u+ 225)
m(z —u+2i8)

—21e

(36)

ce qui permet d’achever la preuve du lemme. &
COROLLAIRE 3.3. 1) Pour toute ¢ € H}, on a

H,CosR-(0)(2) = —2in P Pa (@) (2 4+ 2i8), z€l), (37)
ou PyPy(p) est le prolongement analytique de R-(p) = Py(¢|p) sur
Lo25(IR) considéré comme un sous- espace de L*(IR).

2) Pour toute ¢ € L§ 5, (IR) on a

((ag) 0 a3)(9)(2) = PiPa(9) (2 +2i0), z€C. (38)

Preuve. Elle est une conséquence immédiate du fait bien connu
suivant: la projection orthogonale Py : L*(IR) — L ,,(IR) est
I’application

oo [

¢
LEMME 3.4. 1) L’opérateur (a$)*oaf = —5-11% 0 Cys 0 R, 015 est
un opérateur auto-adjoint, compact et injectif.

2) Pour f € L§,,(IR) donnée (et seulement connue par fi_. 1),

opérateur Bs : ¢ + ¢ + ((a2)* 0 al)(f — ¢), de Uespace L3 ,, (IR)
dans lui-méme, a un unique point fixe égal a f.
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Preuve. L’ opérateur (ozf,) *oad est auto-adjoint d’apressa définition,

compact d’aprés son expression analytique. Enfin, s’il annule ¢
I’expression (38) montre immédiatement que P;Py(¢) = 0 ce qui
donne ¢ = 0 puisque que ’on sait que P, P, est injectif. &

Ces remarques étant faites nous allons définir et utiliser le schéma

itératif
gn+1 = Bs(gn)
{ —;0 = (@) o0ad)(f), (39)

pour lequel nous avons

gn = <I diz, @Ry~ iz, 1Ry = (@5)"0 050”“) f)  (40)

Pour prouver la convergence de ce schéma nous allons considérer la
suite (A2, ©2),50, olt (A%),>0 est la suite décroissante des valeurs

propre de 'opérateur auto-adjoint injectif et compact (ag)* o ozg

A> M > 0 0 aveen — +o0, (41)

ntee.

et ot (¢3),>0 est une base orthonormée de L§ 5, (IR) formée avec les
fonctions propres correspondantes. La preuve de la convergence con-
sistera a reproduire la preuve de la convergence du schéma originel
de Papoulis rappelée précédemment (cf.(22)). Nous sommes en effet
en mesure de montrer que /\g < 1 ce qui est le point qui assure cette
convergence:

LEMME 3.5. La plus grande valeur propre /\g de lopérateur (ozf,)* )
ol vérifie

A< A< (42)

P7€UU€. NOUS Considél‘ons ue 1765 ace L ]R, est un sous-
0,20
k)

espace de L*(IR) et nous le munirons de la norme correspondante de
facon a avoir

A = sup{((0d)" 0 ad (Dl Q)ar) @ =13, (43)

D’apres Slepian-Pollak ([S. P.]) nous savons que A3 < 1. L’inégalité
(42) est une conséquence de (a’)* o a’ = Tys 0 (PLPy), ol Tys est

a
I’application linéraire de L&QU(]R) dans lui-méme définie par

Ta5(¢)(2) = (2 + 216) (44)
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pour ]aqueﬂe on a H T25(‘¢)) ”2§H ¢ ||27 puisque l’égahté de Parseval
nous donne

20

[ 10+ 2i0)Pde = — [Is)©P S ae <z (45)
R

0

&

REMARQUE 3.6. 1) Décrire explicitement, ou méme seulement don-
ner quelques précisions concernant le systéme singulier (/\fz, gofz)n>0
de l'opérateur oz‘f, est un probléme sans doute ouvert qui est, nous
semble-t’il, particulierement intéressant. Lorsque & = 0, on trouve
le systéeme des fonctions Prolates Sphéroidales. Pour ce systeme,
on connait l’existence d’un opérateur différentiel du second ordre,
auto-adjoint, qui commute avec ['opérateur intégral

T

Anm= [

-7

sino(t — s
ﬁf(s)ds 1 (46)
sur lequel on s’appuie pour effectuer I’étude du systeme des fonctions
Prolates.

Nous n’avons pas pu trouver un tel opérateur, méme de degré supé-
rieur a deux, dans le cas § > 0. Le lecteur pourra trouver plus de
détail sur ce point dans ([B.G.],[S.P.]).

Il nous semblerait aussi intéressant de décrire la dépendance du
systéme (A%, ¢?),>0 en fonction de §.

2) L’appendice (B) est consacrée a quelques exemples élémentaires
illustrant le procédé de Papoulis dans le cadre des espaces HZ.

4. Schéma itératif avec parametre complexe

Une idée vraiment simple, peut-étre naive, que nous n’avons pas
vue dans la littérature, mais qui devrait sans doute s’y trouver
étant donné son naturel, consiste en I'introduction d’un parametre
spectral conduisant & I’étude de 'opérateur I'd — i/\(ag)* ) ozf, pour
(iN)71 ¢ {/\}i,k > 0} et, en particulier, pour A € IR*. Dans ce
paragraphe nous nous contenterons de faire quelques commentaires
élémentaires sur cette approche du probleme d’extrapolation. On
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pourra trouver quelques résultats numériques sur cette approche du
probleme d’extrapolation considéré.

Nous ferons d’abord la remarque suivante : les opérateurs Id —
iIAPLPy et Td — iX(ad)* o al, de L§ 55 (IR) dans lui-méme, sont in-
versibles. Ceci est une conséquence de la compacité des opérateurs
INPL P, et i/\(ozf,)* o ozg et de l'injectivité des opérateurs I'd — iAP P,
et Id—i/\(ozf,)*oozf,, qui peut se voir comme conséquence des relations
suivantes, valables respectivement pour f € L&QU(IR) et g€ H :

I £ = iXPP(f)ll = 1| £ 113 +22 1| PP2(f) 113

Ny ) (47)
I —iXag) 0 ag(9) 52 =l gllmz + A2 || (a3)" 0 a3 (9) 12

Par ailleurs, les valeurs propres de ces opérateurs sont ((1—iAA}));5q
et ((1 — iAA])),>, respectivement. Finalement, pour une f €

L?)’QU([R) donnée, et seulement connue sur [—7,7], les opérateurs
By, et Bs définis par

Boa(¢) =+ iAPP(f — ), peLjqy(R), =0,

Bya(9) = ¢+ iMad) 00l (f - ¢),p € 13, (R), 5>0. 9

ne sont pas contractants (cf (47)), et nous remplacerons les schémas
itératifs associés, qui sont respectivement

Gn+1 = (Id — i/\Png)gn + i/\P1P2 (f) (49)
et
gnir = (Id—ix(a})" 0 af)gn + iA(ad)* 0 al(f) (50)

par les nouveaux schémas correspondants aux inverses et qui, eux
aussi, ont f comme seul point fixe:

hn-l—l = (]d — i)\Plpg)_lhn + (51)
— (Id = iAPLPy) " (iAP Py (f))

et
Pgr = (Id — iX(@)* 0 )" h, +
- (Id - i/\(ag)* o ag)_l(i/\(ag)* oad (f) .

[

(52)
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; . bar ‘o 2
Ces nouveauxschémassont convergents: par exemple, si ¢ € Lg.,,(IR)

+o0
peut-étre écrite ¢ = Zazgoz, avec convergence dans L%(IR) (cf
k=0
(22)), nous avons
+oo
(Id = iXPLP) (9) = D af (1= iAXD) (53)
k=0
et
+oo
| (1d= AP (@) 3= S g0+ 0N . (54)
k=0

L’opérateur Fy ) = (Id — iAP1Py)~! n’est autre que

+oo
1 o] o]
o — Eople) =) T 0w “ Pk (55)
k=0 k
qui vérifie
| Eox(e) ll3= oz larl” (56)
im0 1+ (AA)?

Par ailleurs, nous avons h,41 = Fo(hn) — Fo (iAPLP)(f), ce qui
donne, partant de hg = 0,

hy = = > ES,A(i/\Ple(f))
1SiSn
= = S EL(EL - 1a)(f) (57)
1<5<n

= (d=Eg,)(])-

+ oo

Sif= E ag ¢, nous obtenons
k=0
+oo 1
h= 3 (1o — )t (59)
22% ( (1——ZAAk)”) FTE

et ’erreur de "approximation peut-étre exprimée en énergie par

+oo 1 n
| f=ha 3= (W) lag]?, (59)

k=0
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qui devient rapidement petite lorsque |A| > 0 devient grand.

Des calculs entierement similaires montrent que cette technique
est valable lorsque le parametre ¢ est strictement positif, en rem-
placant P, P, par (ozf,)* oa’. Tl est possible de penser qu’il existe
des couples (4, A) privilégiés, permettant d’équilibrer au mieux les
exigences contradictoires de la précision et de la rapidité de la con-
vergence. Nous présentons dans 'appendice (C) des résultats con-
cernant deux signaux. Ces exemples laissent penser que la valeur

§ = 0 g’impose ici aussi.

5. Simulations numériques

Afin d’illustrer numériquement ces méthodes, nous donnons brieve-
ment "algorithme utilisé pour la méthode de Papoulis avec parametre
&, pour laquelle nous présentons des résultats dans un cas pratique.

5.1. ALGORITHME. Les nombres réels o,7 et § étant donnés nous
avons défini, dans le paragraphe 3, 'opérateur Bs de L§ ,,(IR) dans
lui-méme et le schémaitératif (39). Nousapproximons!’extrapolation
de f € Lo, (IR) sur [-27,27] & partir de la connaissance de fj_; .
[’algorithme correspondant est

Initialisation :
goft) = (g(e) xemio*522%) (¢ 4 2i5)
t € [-27,27]
n =0
Iterations :
D) gen(®) = ((9 - ga) (o) xem*5i222) (¢ + 2i6)
t € [-27,27]
2) An = || gnt1 — gn HL2([—27,27])
3) If A, > € then
n =mn+1
go to 1.
endif
Résultat :
f(t) = gn-}-l(t) te [_2T7 27—]

ou € est un nombre réel donné, strictement positif et petit.
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5.2. SIMULATIONS. Cette étude a été faite dans le cadre des sig-
naux radars et nous voulons présenter ici un cas d’utilisation, sim-
plifié mais concret. Dans ce cas, les signaux mesurés le sont en
fréquences et leur transformée sont a exprimer dans le domaine tem-
porel. Les signaux dont on dispose sont, en fait, une liste de résultats
du scattering d’une onde électromagnétique par un objet a différentes
fréquences fixées. On doit effectuer une interprétation de la trans-
formation de Fourier en changeant les variables puisque ce sont cer-
tains points prépondérants d’un objet qui sont a reconnaitre. On
utilise la transformation z = E—t (c: vitesse de la lumiere, : temps
(en seconde), z: position (en metres)). On représente le signal et
le module de la transformée de Fourier en dBm? via la définition

z(f) = 10[0g10(47r|5(f)|2).

Nous présentons quatre résultats pour différentes valeurs du pa-
rametre positif 4 dans le schéma itératif de Papoulis modifié sur un
cas concret classique au C.E.A/C.E.S.T.A qui est représenté sur le
profil de la figure 3.

Dans un tel cas, le but principal est I’amélioration de la trans-
formée de Fourier ce qui renforce la connaissance des points les plus
réfléchissants de 'objet.

Si on remarque seulement une trés légere extrapolation (figure
2) pour ces quatre valeurs du paramétre, on constate néanmoins
une amélioration significative de la transformée de Fourier (figure 3).
Ceci est apparent sur les courbes lorsque I’on compare la transformée
de Fourier du signal restreint (bande de fréquence de 6 a 7,8Ghz,
courbe continue avec pointes de diamants) avec la transformée de
Fourier du signal extrapolé ( 6 = 0,2,§ = 5,8 = 10), ce qui met
en évidence les principaux contributeurs précisant ainsi le profil de
I’'objet. Contrairement aux cas des signaux tests, on ne voit pas
apparaitre de parametre § pouvant étre optimal.

Appendice A
A1. Nous avons testé la méthode d’Aizenberg modifiée, décrite dans

le paragraphe 2, a ’aide de trois bases orthonormales:

1) Base de Haar.
2) Base de Franklin.
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3) Polynémes de Legendre.

Le lecteur pourra trouver ici les résultats numériques obtenus avec
la base de Haar pour deux signaux tests classiques (SG1 et SG2)
analogues & ceux utilisés par Gerchberg. Les résultats obtenus avec
les deux autres bases, de qualité inférieure, ne seront pas présentés.
Voici la définition des deux signaux considérés.

SIGNAL SG1:

—
35 t

f@) = 1258111532) cos <37 > )

35 32

qui est la transformée de Fourier inverse de

20007 (X 4,5 2,58 +x25 4,5](€)> :

32~ 32 )
SIGNAL SG2:
Ft) = 636—2'0,1051‘51“(07 035¢) + 4462'0,1%51“(07 02¢)
0,035¢ 0,02t

qui est la transformée de Fourier inverse de

1800 = X[-0,14, 0,07] (5) +2200 = X[0,1, 0,14] (5) :

(La notation yg désigne la fonction indicatrice d’un ensemble F'.)
Observons que les transformées de Fourier de ces signaux, qui sont
éléments de L_, ,(IR), sont a valeurs réelles. Pour les faire intervenir
dans les différents schémas nous devons les multiplier par €?, ce
qui correspond & la translation du support de leur transformée de
Fourier qui se trouve alors contenu dans [0, 20] et, 'extrapolation
étant obtenue, multiplier celle-ci par e~*°* afin d’avoir 'extrapolation
des signaux primitifs. Nous représenterons seulement ’amplitude des
signaux et les parties réelles de leurs transformées de Fourier. Le sigle
“T.F. Signal initial” désignera la transformée de Fourier du signal
restreint fi_; ..

A2. Nous présentons ici certaines précisions concernant la matrice
G (cf. 2.6) lorsque 7 = 1 et la base de L?([—1,1]) utilisée est celle
des polynomes de Legendre. Observons cependant que les difficultées
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bien connues, inhérentes a la présence de trés nombreux zéros de
ces polynémes dans l'intervalle [—1, 1], n’ont pas permis d’utiliser
pratiquement les propriétés agréables présentées par la matrice G
dans ce cas.

Rappelons ([LEB]) que le n-ieme polynéme de Legendre P,,n >
0, est défini par

1 i
P (z) = an!dm—n((ﬁ -1,

et que, classiquement, la suite de fonctions (¢,),>0 telles que

pul@) = \[nt 5 Pa(2)

est une base orthonormale de L2([-1,1]).
[’équation différentielle des polynomes de Legendre P, est la
suivante

(1=2%y) +n(n+1)y=0.

Cette équation possede une solution, indépendante de P,, désignée
usuellement par ), qui est appelée fonction de Legendre de seconde
espece. Une de ses expressions est

1 z—1
Quz) = 5Pa(e)bog () = Ruca(2),
avec
B 2(n — 2k) — 1
Rn—l(z) - ) (’IZ — k)(Qk n 1) P’ﬂ—Qk—l(Z)
0<k<[* 5]
1

_ = Pia (2) Pak(2)

1<k<n

Une formule classique de Neuman ([G.R.]) nous donne la transformée
de Cauchy de P_; 1] sous la forme explicite

/f%(?ds —20,(:)  zeC\[-1,1],
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ce qui permet d’écrire
1
S0—(8)0’.8 =2/n+ §Qn(2) .
z—s

-1

Pour § > 0 donné et u € [—1, 1] nous avons

1
Cas(on) (u) = / %dg — 2 /n+ %Qn(u +2i5)

Considérons maintenant deux entiers m et n tels que m > n. Dans
ce cas P, (u) est orthogonal a R,,_1(u+ 2i5) et l'on a

o= (Castiom) Castin))

s —u—+ 218

(-1.1]?

1 .
= - /@m(u)pn(u—l— 2i8) Log <u 1t 226) du
1

u— 14 216
Ecrivons maintenant
(1) = @ (u + 2i8) Lo (M)
gn = ©n q w_1+2i6)"

Apres m intégrations par parties nous obtenons

o= (Castion) Castin)

=+ g [0y g )

dz™
-1
La regle de Leibniz nous donne

A ()

duy™

—1)m—k=Tpt [ gk
— E (];()m—_k)!<wcpn(u+2i5))x

1 m—k 1 m—k
X{<u+1+2i5) _<u—1+2i5) }
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c’est a dire

7= (Castom) Castion) ) = o, / (1)

-1

(—l)m—k—lm!< dk+n , . 2 )
. {0<zk;n k'(m — k)' duktn {u + 416u — 46 1} %
X S(m,k,m&)}du’
ol
(u =14 2i8)™F — (u+ 1+ 2i6)™*
S(m7 y U, ) (U2 + 41511, — 452 — 1)m—k 7
et
c e+ D+ )
() = 2m + Ny ’

Soit alors 7 un cercle de centre 0, contenant dans son intérieur
[—1,1]—2i4, et de rayon supérieur ou égal & A\/(1 4 462), avec A > 1.

Nous avons alors les majorations, valables pour tout u € [—1, 1],

k+n

e (w4 2i8) 1)

< (k+n)! W(1+452) (/\2+ )"

que l'on déduit de la formule de Cauchy

JE+n (ut 2i6)? — 1) = (k—ljn)! / - (i dc.

duk+n 2w —u — 2¢8)n k1

~

car, en effet, [¢% — 1] < A%(1+46%) + 1, et |¢ — (u+ 2i8)] > (A —
1)V/(1 + 462).

On peut majorer S(m, k, u, ) a ’aide de I'inégalité des accroisse-
ments finis pour obtenir

m—k

(444627
< [ % P S
1S (m,k,u,8)] < 2(m — k)"
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et I’on arrive ainsi a
O_IYn—k—l dk+n
2 kN m — k)! dubtn

{u? + 4idu — 46* — 1}S(m, k, u, 6)

0<k<n
z k+n)! 1
< __;Q%__ A2-+-1 n_iiiééilz7r ( .
= (-1) 7 ) (14452)" 72 0<Zk;n kU (A= 1)k

Il en résulte que

| Jm+Hm+h) o
‘% <C25(99m)|C25(99n))‘ < gmtn (/\ _ 1)n+1 X
(k+n)! 1 (4+452)%
X (Az + l)n o
(03; k! (A =1)F | (1446272

soit

(Castiem) Castin) )

4rA(A2 +1)"
< 7
= 2n(A— 1)

E (1)) o

0<k<n
ce qui montre une décroissance exponentielle en §~"="| de ‘(025(9%1)

|C25(n))

,|m| > |n|, lorsque |m — n| — +oo.

Appendice B

Nousprésentonsiciquelquesrésultatsnumeériques concernant leschéma
de Papoulis dans le cadre des espaces de Hardy pour les deux signaux
SG1 et SG2. Nous trouvons ici que § = 0 est une valeur optimale du
parametre lorsqu’aucune régularisation n’est mise en oeuvre. Cela
apparait sur les figures ci-dessous représentant la norme dans L%(IR),
approchée sur [—27,27], de la différence entre les signaux et leurs
approximations, comme fonction de la variable §.

Appendice C

Les résultats qui suivent concernent le dernier schéma (paragraphe
4). Nous utilisons ici les éléments finis Py de préférence a une base
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orthogonale. Ils sont, en effet, numériquement efficaces, et les calculs
les utilisant sont vraiment tres aisés.

Deux parametres différents apparaissent dans cette méthode: un
parametre de relaxation A et le parametre é provenant de la méthode
d’Aizenberg. Nousutilisons ces deuxdegrés delibertéafin d’optimiser,
dans la mesure du possible, les résultats. Nous utilisons ici aussi la
norme de L?(IR), approchée sur [—27,27], pour quantifier la qualité
de 'approximation.

Les deux figures suivantes, pour les signaux SG1 et SG2, mon-
trent clairement ’émergence d’un couple optimal (A, d). Le meilleur
résultat est obtenu pour & = 0 et A proche de 6,5 pour SG1, et de
2,5 pour SG2. Cependant, on peut observer un autre couple rela-
tivement efficient : § = 0,01 et A proche de 10,5 pour SG1, et de 5
pour SG2.

Nous remarquerons encore que la valeur de & qui apparait dans
ces couples optimaux, pour les deux signaux SG1 et SG2, est la
valeur nulle. Nous ne savons pas analyser ce phénomene.

Nous ne présenterons pas de résultats pour les valeurs de § > 1
car ils sont tres dégradés par rapport aux précédents. Pour ce schéma
la convergence est plus rapide pour § = 0.

Appendice D. Régularisation

[’opérateur de restriction oz‘f, =R;o0 zg est injectif, continu et non
surjectif. Si on considere le probleme inverse linéaire décrit par
I’équation o (F) = G ot G € L*([~7,7]) est donnée, on désignera,
comme usuellement, par F'T la solution généralisée de cette équation,

c’est a dire ’élément de norme minimale dans L§ ,,(IR) qui minimise
Verreur | a8(F) = G lza(ray. Si g = a3(f), avec f € I3, (R)
donné, on a ft = f. L’opérateur inverse généralisé (ag)T est ici défini
dans L?([—7,7]) car o’ est d’image dense. Néanmoins le probleme
inverse qui nous occupe est mal posé([Y]).

Comme nous ne connaissons pas analytiquement le systeme sin-
gulier de Popérateur a’, il est difficile d’envisager une méthode de
régularisation le faisant intervenir sous la forme d’une série. Par con-

tre, on peut penser & utiliser le procédé itératif associé a Bjg, écrit
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sous la forme

In = g1+ (00) (a5 () = (a9)* 0 67 (gu-1),

et le régulariser comme le font M. Defrise et C. De Mol ([D. DM.]) a
I’aide de la méthode de Landweber, dans laquelle les approximations
g5 de la solution sont, pour une donnée perturbée g¢ € L%([-7,7])
telle que || g — ¢° [|12(j=r,;))< € données par

95 = o1+ M(a3)*(9%) — (ag)" 0 a3 (g5-1))

2

oul <A< .
llad |2

Dans ce cadre, le nombre d’itérations n joue le role de I'inverse
d’un parametre de régularisation, ce qui donne un test d’arrét n(e).
L’idée essentielle de cette méthode, que I'on trouve détaillée dans
([D.DM]), consiste a observer que, pour f € L§,,(IR) donnée et
seulement connue par une approximation bruitée g de la restriction
g de fa[-7,7]telle que || g — g [|r2(j=r,,< € 0N a

§
lgn=Fl =1 gna = FIIS A azgny =g [ -

{2t (M ad 1P -2) [l abgio - g7 N1}

ce qui assure que la n-ieme approximation est meilleure que la (n—1)-

s S5 2

ieme, tant que || algs_; — g° ||> 72_/“';5"2.
g

Cette condition, testée a chaque itération, donne un test d’arrét tres

simple car I’erreur || adgf — g° || décroit & chaque itération([D.DM]).

Remarquons que, malheureusement, nous ne connaissons pas (sauf
pour § = 0) la valeur de [|a?|| qui est égale & la racine carrée de A
(cf. 3.6). La méthode qui vient d’étre décrite pourra étre utilisée
lorsque sera connue, au moins numériquement, la valeur de A?.

Nous présentons maintenant une simulation concernant SG1 bruité
par un bruit blanc, le rapport signal sur bruit étant de 15 dB. Dans
cette simulation le test d’arrét correspond a une différence entre deux
itérés successifs inférieure a un seuil fixé a ’avance: 0.001 en erreur
relative (cf 5.1). On ne constate pas de différence significative entre
les deux cas A = 1 et A = 0.3. On peut penser que le procédé, de
part sa nature itérative, absorbe le bruit de lui-méme, avec ou sans
régularisation, et ceci quelle que soit la valeur (petite) de 6 > 0.
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