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SOMMARIO.- In questo lavoro si studiano equazioni della forma

ou
° u+2a;— =0
( ) t 1 axi
in cui i coefficienti a; (t, xy, ..., X, ) possono essere discontinui e per le quali
viene adottata una particolare nozione di soluzione di tipo generalizzato gia
introdotta in un precedente lavoro. Si dimostra che il problema di Cauchy
associato a (°) con dato iniziale di classe C° hauna ed una sola soluzione di
classe C°. I risultuti precedentemente ottenuti vengono cosi estesi a situazioni
alquanto piu generali relativamente alle condizioni imposte sul comporta-
mento delle discontinuita dei coefficienti a;. L’ipotesi fondamentale richiede,
sostanzialmente, che ogni eventuale linea fatta di punti di discontinuita peri
coefficienti a; verifichi una certa “condizione di trasversalita” (di cui verosi-
milmente non ¢ possibile fare a meno ) rispetto al campo vettoriale definente
le caratteristiche di (°).

SUMMARY .- In this paper we study first order evolution equations of the form
ou
° U+ 2a;— =90

( ) t 1 axi
where the coefficients a; (¢, x1, ..., xn) may be discontinuous. The solutions of
(°) are intended in some weak sense, as introduced in a previous work on the
same subject. We prove the existence and uniqueness of C solution of the
Cauchy’s problem associated to the equation (°) with C° initial condition.
The previous results are so extended to much more general situations relative
to the behaviour of the discontinuities of the coefficients a;, provided that each
line (if any) which consists of points of discontinuity for the vectorfield
defining the characteristics of (°) fulfilles some “transversality condition”
(which seemingly cannot be omitted ) with respect to the above vectorfield.

(*) Lavoro eseguito presso il Dipartimento di Scienze Matematiche dell’Universit dj Trieste,
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1. Introduzione

In questo lavoro viene ripreso ed approfondito lo studio dell’esistenza
di soluzioni (deboli) continue per un’equazione differenziale lineare a
derivate parziali con coefficienti discontinui del tipo omogeneo:

ou

ou
(1.1) < (u) = + Z,- a,-:a;i = 0.

Come ¢& noto, la sola continuita dei coefficienti a; non ¢ in generale
sufficiente a garantire l'esistenza di soluzioni di (1.1). E’ percid ben
fondato, nel caso di coefficienti discontinui, compensare la discontinuita
degli stessi con ipotesi che assicurino una certa regolarita degli a; “fuori
dalla zona di discontinuita” e, nel contempo, permettano di “controllare”
le discontinuita stesse. ,

Tali ipotesi possono essere essenzialmente di natura globale, come in
[1], oppure di natura locale, come in [3] e [4]. In questi ultimi due lavori(!)
la soluzione del problema di Cauchy associato a (1.1) viene ottenuta, come
nel caso in cui i dati sono sufficientemente regolari, col metodo delle
caratteristiche. Detto in termini intuitivi, tale metodo consiste nel “tra-
smettere” lungo le linee di flusso del campo vettoriale definito dai coeffi-
cienti a;, i valori che la soluzione assume per un fissato valore fo, della
variabile ¢, e che si suppongono assegnati. Le ipotesi fatte consistono
sostanzialmente in una condizione di regolarita locale dei coefficienti.
Tale condizione implica, tra l’altro, che I’angolo secondo cui ogni linea
regolare contenuta nell’insieme (dei punti) di discontinuita dei coefficien-
ti taglia le parallele all’asse delle “¢”, non pud essere inferiore ad una
quantita che dipende dal “salto” dei coefficienti stessi nel punto conside-
rato.

Nella presente nota i risultati ottenuti nei lavori precedenti vengono
estesi a situazioni pill generali e tuttavia molto significative. Ovviamente
non & escluso che le ipotesi assunte si possano ulteriormente raffinare,
anche se, nell’impostazione data, sembra difficile che cid si possa fare in
modo naturale. Si viene cosi a comprendere, ad esempio, il caso in cui i
punti di discontinuita per i coefficienti possono stare su un tratto di retta
parallela all’asse delle “¢” ed il caso in cui le caratteristiche hanno, in
qualche punto, tangente ortogonale a tale asse. Questi casi non rientrano
nelle ipotesi considerate in [1], [3] e [4].

(1) e parzialmente anche in [1].
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2. Notazioni, considerazioni preliminari e posizione del problema

Nel presente lavoro useremo le notazioni di [3] € [4], che per comodita
richiamiamo brevemente.

Detto R I’insieme dei reali, indichiamo con (.].) Pordinario prodotto
scalare in R” con n intero positivo e, perx = (xq,x,, ..., x,) ER", porremo
x| = {Zix%}l\z. Per ogni E C R" indichiamo, rispettivamente con E,Ee
JE = E \E‘ chiusura, interno e frontiera di E. Se Q & un qualunque aperto
diR",C (Q) (i =0,1,2, ..) & 'insicme delle funzioni continue su Q con
tutte le derivate almeno fino all’ordine i, C' (Q) consta di tutti gli elementi
di C’ (Q) prolungabili con continuita a Q assieme a tutte le derivate almeno
fino all’ordine i; infine Co' (Q) & costituito dalle funzioni di C' (Q) a
supporto compatto. Converremo che le funzioni di G’ (Q) sono definite
su tutto R” con valori nulli fuori di Q.

Siano dati un punto z = (f, ¥) € R, X R} = R**1 un versore 14
formante un angolo maggiore di /2 con I'asse delle “¢” orientato nel verso
delle ¢ crescenti e que numeri, 4 > 0 ¢ P € ]0, 1]. Diremo cono (aperto)
di vertice Z, asse v, altezza h e parametro di apertura p P’insieme:

K=K(z,v,h,p) = {zER’H'l:p |z-Z| < (z-Z|v) <h;t < 7).
L insieme:
Bg=BEZvhp)={z€R ™ :plz-2| < (z-2|v) =kt < T}

si dira base di K.
D’ora in poi supporremo dati I’intero positivo # ed un numero reale
T >0.PostoS = 0, T] x R”, siaa (t,x) = (a1 (¢,%), ..., a, (t,x)), tLx)EeS
una applicazione misurabile § - R” verificante le seguenti condizioni:
(i) esiste una funzione ¥ (f) € L1 (0, T) tale che |a (t,x)| < W (¢) quasi
ovunque in S;
(ii) perogniz = (7, %) € S esiste unconoK = K (Z,v,h,p) ed una “mezza
palla” aperta di centro z e raggiop > 0:

PZ)={z=(x):]|z-Z]| <p;t<f¥}

tale che, posto 4 (t, x) = — (1, a1 (¢, X), ..., an (t, x)) sia, per ogni
(t,x) € P(2):

@Ex) v zald )]
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cona > p;
(iii) la restrizione di a (¢, x) a K verifichi la seguente condizione:
a) per ognix, a (.,x) & misurabile e, per quasi ognit, a (t,.) & continua;
b) per ogni x1,x2, € R" sia |(a (t,x1) - a (t,x2) | x1-x2)| <
<A(t) |x1 -x2|? con A (f) sommabile.

Si noti che b) equivale a supporre che per ognii € {1, 2, ..,n} la
funzione g; (¢, x) sia lipschitziana rispetto ad x; con costante di Lipschitz
sommabile rispetto a ¢. Cid, tra laltro assicura ’esistenza quasi ovunque
in K delle derivate da;/dx; ¢ la loro sommabilita.

Fissato z € S, diremo A (z) la totalita dei coni rispetto ai quali la
funzione a (¢, x) verifica (ii) e (iii) e porremo A = U A (2).

zES

Infine, in corrispondenza ad ogni cono K € A, definiamo il seguente

operatore lineare di Co1 (K) in L (K):

n
Sk:v-> /ot + ;0 (va;)lox;
1

Nel seguito, ove non sussistano ambiguita, scriveremo $* in luogo di
*

Sk
Nella prima parte di questo lavoro considereremo il seguente proble-
ma di Cauchy:

data u, (x) € C° (R"), trovare u (t,x) € C° (S) tale che:
2.1)

@11) VzeSHKEAE): [ ulx)S" () (x)dtdr=0VvE Gt (K)
212 u0x) =u,(x) .

Diremo che ogni u verificante (2.1) ¢ soluzione debole locale dell’e-
quazione (formale) § () = 0 con la condizione iniziale u (0, x) = u, (x).

E’ facile verificare che, nel caso in cui i dati sono sufficientemente
regolari (ad esempio cY), il problema (2.1) ¢ equivalente al problema di
Cauchy per I’equazione differenziale $ (1) = 0 con la condizione iniziale
(2.1.2).

Ricordiamo ancora che, in quest’ultimo caso, la soluzione si pud
ottenere col metodo delle caratteristiche consistente, grosso modo, nel
“propagare” i valori assegnati ad u (f, x) all’istante iniziale, lungo le linee
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di flusso del campo vettoriale definito in S dalla funzione 4 (¢,x) introdotta
in (ii). Proveremo che anche nel nostro caso il campo vettoriale associato
ad A4 (t, x) ammette linee di flusso (in generale dotate di tangente solo
quasi ovunque) e che la soluzione di (2.1) esiste ed & costante lungo tali
linee.

Tenuto conto che tali linee di flusso si ottengono risolvendo la cosid-
detta equazione delle caratteristiche associata al problema (1.1):

(2.2.1) dglds = a(s,g(s)) 0<s<t<T;

consideriamo, in accordo con quanto sopra detto, soluzioni nel senso di
Carathéodory € cioé:

2.1 DEFINIZIONE. Una funzione g (5) (0 =5 <t < T) si dira soluzione
di (2.2.1) (nel senso di Carathéodory) se é assolutamente continuag e verifica
quasi ovunque l’equazione stessa su [0, ].

Come si vede facilmente, per ogni (¢, x) € S, il problema di Cauchy
relativo alla (2.2.1) con la condizione iniziale

(2.2.2) gt) =x

¢ equivalente all’equazione integrale

(2.3) g6) =x+ [a(rg@)dr

Nel caso di unicita di soluzione per (2.3), indicheremo con g (s; ¢, x)
tale soluzione.

Nel seguito faremo riferimento anche ad un altro tipo di soluzioni per
equazioni come (2.2.1) con secondo membro discontinuo e precisamente
alla nozione di soluzione introdotta da Filippov in [2], cui rinviamo per i
dettagli. In tale lavoro si prova che se @ (.,.) verifica una condizione di
Carathéodory @ allora 1a nozione di soluzione secondo Carathéodory
coincide con quella di Filippov. :

Nelle nostre ipotesi vale la condizione di Carathéodorynei coni K €A
€ quindi, come facilmente si verifica, continua a sussistere la coincidenza
tra le soluzioni di Carathéodory e quelle di Filippov in tutto [0, £].

(2) Cioé (i) e 1a parte a) di (iii)
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2.2 PROPOSIZIONE. Comunque si consideri un cono K € A, per ogni
punto (§, 7) € K passa una unica linea integrale dell’equazione (2.2.1)
ristretta a K.

Dimostrazione: Per le (i) e (iii), a (¢, x) verifica in K le condizioni di
Carathéodory che assicurano Iesistenza locale di almeno una soluzione
della (2.3) cont = £,x = 7. Se g; (5) € g, (s) sono due diverse soluzioni
di tale problema si ha, teruto conto di (iii):

% g1 (5) -8, ©)|° = (81 (s)-8,(5) 1 81(5)-8"2 (s)) N

N | =

= (816 -820) | a (5,81 () -2 (5.8 (5))) <2() 181(5) - & Ol

da cui integrando tra et

85O =2, A0) 8 -5 @ dr + |8 @) - @

e quindi, per il lemma di Gronwall

@24) 18 © -2 O = 18© -5 @1 exp (2[4 (@) dr}.

Essendo g; (§) = g, (€), si ha che le due funzioni devono coincidere
su ogni intervallo comune di definizione. Osserviamo ancora che, detto
1€1, &,[ il massimo intervallo di definizione dig (s), & possibile prolungare
per continuita tale funzione a [£,, &]. Infatti, considerati due punti
51, 55 € 161, &5l si ha, dalla disuguaglianza

g G0 -2 @)l = I[J¥ @ atl,

che & verificata la condizione di Cauchy per I’esistenza dei limiti:

25) g(&): = limg () = [;'a (g () @

s»E 1

gy : = limg(s) = jfza (v, g (v)) dr.

s—»§2_

Per la (2.5) g (s) & assolutamente continua su tutto [£4, £,].
Infine, per la (ii) & (£, 8 (§1)) € Bx e (2,8 (§2)) € K\ Bg.
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Sempre per (2.4), due diverse linee integrali non possono avere punti
comuni neppure in K.

2.3 PROPOSIZIONE. Ferme le ipotesi fatte su a(tx), per ogni
Z = (§,X) € S esiste ed ¢ unica, in un opportuno intorno sinistro di T, la
soluzione g (s) dell’equazione delle caratteristiche (2.2.1) con la condizione
inizialeg () = x.

Dimostrazione: Siano K un cono di asse y appartenente a A (Z) ew ()
il vettore (¢ - 7, g (¢) - ). Come & stato osservato si ha

86) =¥+ [faGg@ar (<D
¢ quindi, potendosi applicare la (ii) per 7 - 5 sufficientemente piccolo:

W) 1Y =A@g®)ar|y) =

=[UGe@) IVdrzaf |4@e@) dr>p |we)).

Dunque per gli s abbastanza viciniaf e w (s) € K U {z}. Ma le
caratteristiche contenute in K non hanno punti in comune e pertanto la
(2.3) ha, al pid, una sola soluzione locale a sinistra di 7.

Lesistenza si pud provare con tecniche usuali, ad esempio col teore-
ma di Schauder.

2.4 TEOREMA. Se la funzione a (t,x) verifica le condizioni (1), (i), (iii),
allora, per ogni (f,%) € S il problema di Cauchy (2.3) ha, su [0, 7], un’unica
soluzione g (s;7,X). Per ogni T €10,¢[, g (.; ¢, X ) dipende con continuita da
(7, ) nella topologia di L , ([0, 7]).

Dimostrazione: Per la Proposizione 2.3, il problema (2.3) ha, a sinistra
di 7, una sola soluzione locale g (s). Detto ¢ * estremo inferiore deit tali
che la soluzione esiste su [t, 7], si ha, tenuto conto della (i) e della (2.3):

lg @) -%| =< ff‘I’(r)drSI(f‘P(r)dr = M.

Dunque g (¢) ¢ limitata; inoltre, con lo stesso ragionamento svolto in

Prop. 2.2 si vede che esiste g (¢*) = f:* a(t,g(r))dr + x.
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Ma allora g (s) & prolungabile a sinistra di ¢* in una funzione assolu-
tamente continua, verificante quasi ovunque (2.2.1), e quindi dev’essere
t* = 0.

Lunicita su [0, 7] & conseguenza dell’unicita locale a sinistra.

La dipendenza continua dai dati iniziali (7, ¥) & assicurata dalla
condizione (i) e dall’unicita. Infatti in questo caso si pud applicare un
risultato molto generale contenuto nel gia citato lavoro di Filippov 3,

3. Esistenza della soluzione

Prendiamo in considerazione ora il problema (2.1); vogliamo dimo-
strare che ammette soluzioni.

A tal fine trasformiamo i coefficienti a; (¢, x) mediante convoluzione
con delle funzioni:

68 (t’ JC) = at;‘ (t) ﬁs (xl)"- "e (xn)

ove #, (§) € CG."(R) (¢ € R) ¢ una funzione non negativa, avente per
supporto [-¢, €] (¢ > 0) e tale che

fRﬁs (E) dé =1 (4)

Per f € Ly, indicheremo conf® = f* ©, la convoluzione frafe ©, e
converremo che f° = f.

In relazione alla funzione regolarizzata a® = a * ©, indicheremo con
g. (s; t,x) (¢ = 0) la soluzione del problema di Cauchy:

dg, /ds = a* (¢t,
(3.1) g£ a ( gE)
g Ltx)y=x.

Si fissi un cono K € A. Per ogni (¢, x) € K si consideri il tratto di
caratteristica rappresentata da g, (s; ¢, x) che sta in K. Allora essendo K
aperto e per la dipendenza continua dai dati iniziali riesce

(3) - Vedasi [2] teorema 11 pag. 219.
(4 Postod (§) =0se |E| =21ed () = exp {(§2 - 1)’1} se |§] =< 1, possiamo assumere
¥¢ (§) = ke ¥ (3) con kg tale che

ke [ ey dE = 1.
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(5,8 (s;¢+h,x+k)) € K per ogni h € R ¢ ogni k € R" sufficientemente
piccoli.
In relazione a tali 4 e k si ha:

3.1LEMMA. Per ogni ¢ € [0, 1] vale, perle 8 (s5;t,x), una disuguaglianza
del tipo:

|8 (s;t+h,x+k) -g, (5;6,x)| <A |k| +
A7 @) dr <A (k| + 0 (h)

con 0 (h) infinitesimo con h e non dipendente da .

Dimostrazione: Consideriamo dapprima il caso & = 0.
Come si vede facendo gli opportuni calcoli, risulta in K-

(as (t,x') -a® (t,x") | x’ -x") <A@ |x-x"2 O
Posto gsk(s) = g, (5;¢t,x + k) si ha:
' : 1d 2
(8,02 0) 18,2 6)) = 3% g, ()-8, ()|? =
= (8 () -g(s) | a° s, g, (5)) - a° (5,8, (5))).-
Integrando fra ¢ ed s e tenendo conto della (iii) si ha:
18, ) - 8: () 1* = 12, © -8 017 + 2 [12° @) Ig, (1) -g, (¥)] dr

€ quindi per Gronwall

(5) Sinotiche
NCEN] A @ (-1 dr = fR,,.,.l}. (®) Ve (¢ - ) Ve (x1 - £1)... Ve (X - En) drdEr... dEn

In altre parole il prodotto di convoluzione A * ?¢ in R & uguale al prodotto di convoluzione in R**1,
Ovviamente si conviene che sia 4 (f) = 0 pert & [0, T].
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(32) 1g, ()-8 @12 = lg, -8, ©12exp 2 f4* @ dr } =
=22 |k|®> conl = exp{fgl (z) dr}. (6)

Indicando ora con g, (s) la funzione g, (s; ¢t + h, x) si ha, tenuto conto

cheg, (s;t+h,x) = g (53¢, 8 (1)) e per (3.2):

18, ()-8 ©)| <A lx-8, ) =

= A1f,, 0" (g, @) de] A 1S, ¥ (@) drl.

Risulta poi

L ¥ @dr= [, d [ V-5, E)dE =

= [0 @) dE [i ¥ (n) dn.

Per I'uniforme continuitd di F (f) = fo W (n) dn, Pintegrale

| jlt ;;_8 Y () dn | & una funzione 0 (k) infinitesima con A, per cui, tenendo

conto che [ R 3, (£) d& = 1, siottiene
(33) 18, ()-8 ()] <2.0(h).
Applicando simultaneamente (3.2) e (3.3) si ha la tesi.

3.2 TEOREMA. Data u, : R* - R continua, la funzione u (t, x) =
=u, (g (0; t,x)) é soluzione di (2.1).

©  nfatti [ :1‘ @di= [ [ 1G-8)0 @ dedr = [ 0. &) [ AG-Eyde =
= fkl(r)dt=f:}.(r)dr.
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Dimostrazione: Fissato un cono K € A, supponiamo dapprima che u,

sia di classe C. Diamo ad ¢ i valori 1, %, ey %, ... (k € N), e indichiamo

er semplicitd con @, la convoluzione g * © e con §, l'operatore
P P k 1k k 1 Op

n
V= % + > ay —gf Corrispondentemente chiamiamo g, (.; ¢, x) la colle-
1 i

zione di funzioni definite da (3.1). Ricordiamo, come accennato nella
premessa, che in questo caso la funzione uy (,x) = u, (g, (0; t,x)) verifica
Iequazione §; (u) = 0 con la condizione iniziale u;, (0,x) = u, (x) e quindi
anche (2.1) sempre con § = §,.

Poiché per le equazioni

dg /dt = a; (t,g,)

vale il teorema 11 di Filippov [2], si ha che |g, (; £, %) - g (;; ¢, x)| - 0
(k =) uniformemecnte rispetto a (¢, x) sui compatti.
Di conseguenza, in virtl della uniforme continuita di u, sui compatti,

la funzione uy (t,x) = u, (g (0;¢,x)) converge versou (¢, x) uniformemente
in ogni compatto G C K.
Pertanto per ogni fissato v € Co! (K) risulta:

fKuk S* (v) dt dx » fKu $* (v) dt dx.
D’altra parte,
S wi $* (v) de dx > 0.
Infatti, essendo S, (u;) = 0, riesce
St Sk @) dtdx = 0
e quindi

[ weS* (W) dtdx] = | [ u ($* (v) - € (v) dt dx | <

n aai aak,- n v
<H{[, 213,- = = ol Ivldiax + [ }_I:ila,--akil 0 4t} <

ax i i
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& da; Oay; 2 v
SH”v"oogi lIExT__ax "L1+H§i Ilaillw ”ai_aki"Ll'

i i
da,; Oa;

. 1, k . . ..
Poiché a; > a; ?x_l- - a_xl in L, (K), si ha I’asserto, € cio€ che
i i

[ u§* () dedx = 0.

Nel caso gencrale in cui & u, € C° (R"), esiste una successione di
funzioniu, ,, € c! (R" ) convergente uniformemente sui compatti verso u..

Consideriamo un qualunque compatto G C K; per la continuita dell’ap-
plicazione (¢, x) - g (0; ¢, x), si ha che al variare di (¢, x) in G il punto
g (0;¢,x) si mantiene in un compatto di R". Pertanto u,, (¢, x) : =
U, ,, (g (0;t,x)) converge uniformemente in G verso u (f, x) :

U, (g (0;1,x)).

Da cid segue ovviamente:
0= [ tyS* ()ddx> [ us*()didx VveE Gl (K).

Data I’arbitrarieta di K € A, il teorema ¢ completamente provato.

4, Unicita della soluzione

Per K € A sia 1z = 9K\ B (B ¢ la base del cono K come definita
nel paragrafo 2.); indichiamo con J% o, m casi non amblgm con /% la
collezione delle funzioni appartenenti a c! (K) che si annullano in un
intorno aperto (rispetto alla topologla indotta da R* 1 su K) di k.

4.1 LEMMA. Ogni cono K (z,y, h,p) contiene un conoKs (z,v, h - 6, p),
con 8 = 0 e piccolo quanto si vuole, per il quale esiste un funzionale
C(): oLéKa - R tale che per ogni u € C° (K) e verificante le uguaglianze

fK,; uS* Wydtde =0 Vv eE G (Ky)
riesce per, Vv E #KA

lug™ () I, xs) =€ W) llu) 34 lle-
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essendo B s la base di Ky e u| 4 5 larestrizione diu a B ;.

Dimostrazione: Detto 9 I'angolo tra I'asse di K e I’asse delle “¢”,
trattiamo dapprima il caso & # 0 ed assumiamo & = 0.

Fissatov € /¢ ed ¢ > 0, esistono M > 0,v, € #, v§ € Gl (K) tali
chev = v; + v, ed inoltre vy (2) # 0= dist (z, B) < ¢ 7,

[ovy/at | < MY, |ovi/ox;| < Mle (i = 1,2, ey ).

Pertanto, posto

Se ={z €K :dist (z, .B) =< ¢},

ed osservato che per I'uniforme continuita di u(z) vale la relazione
lug llo + 0 () =max{|u(z)|} (€S,
con o (¢) infinitesimo per € - 0, si ha -

IfKuS* (v)dtdx | = lfKuS*(vl)dtdxls leul |$* (vp)| dt dx =

= fss lu| [$* (v))| dt dx < ) 5l + o ()} fse{lavl/atl +

n n
+ |a (t,x)| Zi |ovy/ax;| + [vi (£, %) ] Zi | 0a;/ox; | } dt dx <
1 1

Sl 5l + o (e)} {(Mre) fss (1 +nla(t,x)])dedx +

n

+ Willeo S s, }1‘,,- |0a;/ax; | dt dx} <

(M Siano ©(£)=0 ¢ <1 una funzione di classe C®tale che P(E)=0 per 0si<e/2;
P(&)=1 per £=ced(z) (z € K) la distanza di z da .B. Posto 8(2) = o d(2) si pud assumere vy(2)
= g(2) v(2); v (.) si ottiene per differenza ed & || Vil oo S vl .
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< {llu) 3l w + 0 (&)} {M mis (S)/e +

+ (nMJe) fs W) dtdx +n||vle fs A(f)dtdx}.

Inoltre riesce

fs A (f) dt < ke/sen D,
&

con k opportuna costante, ¢ analoga disuguaglianza vale per

fS W (¢) dt.

Consideriamo ora il caso? = 0. Postoz = (t,x),f = t- h, B = base
di K, si ha,

S & () dt dx < mis (B) [1*ea ) ae.

Tenuto conto che lim ¢! ) ii *e2 () dt (e = 0) esiste finito per quasi

ogni f, possiamo affermare che, pur di aggiungere a7 und = 0 e piccolo
quanto si vuole, le quantita

.1 f+o+e 1 o +o+e
£ f;+a A)dt e ¢ fua W (¢) dt

sono limitate. Inoltre, essendo ¢! mis (S e) < mis ('B)ﬁ si conclude che, a
patto di modificare eventualmente f come sopra detto ( ), esiste in entram-
bi i casi considerati un numero C > 0, dipendente da v ma non da ¢, per
cui

luS™ )L, = {lu)z5lle + 0(e)} C.

Essendo ¢ arbitrario, segue la tesi.

(8) e, owiamente, ripetendo tutto il ragionamento sopra svolto sostituendo al cono K fissato
inizialmente un cono K§ come descritto nell’enunciato del iemma.
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4.2 LEMMA. Sia p (t,x) € L, (K) ed esista ¥ (1) € L, (0, T) tale che
le (t,x)| < W (¢). Allora Vimmagine di 4t secondo loperatore

A

Sv=28W)(t,x) +o(tx)v (t, x)
é densa in /e quindi in L, (K).
Cl Dimostrazione: Supponiamo dapprima ¢ (¢, x) regolare (ad esempio
).Per ¢ > 0 consideriamo la funzione a®* = 4° * 9, e diciamo S,

Poperatore associato ad a°. Qualunque sia w € 44 esiste (ed & unica) una
funzione v, € /¢ tale che sia,

§8v£ =S5 ve t v, =w.
Tale v, ¢ data da:

@D v () = [iw (o G 0) exp { [0 G g, (§1,2)) d} do

ove g, ¢ la soluzione del problema di Cauchy per I’equazione delle carat-
teristiche:

ag
(4.2) ds ¢ 5:8)
gttx)y=x .

Tenendo conto del risultato stabilito nel lemma 3.1 e rispettivamente
della condizione (i) si vede facilmente che esistono due costanti L e L,
indipendenti da e tali che al variare di ¢ sussistono per la corrispondente
soluzione g, di (4.2) le limitazioni

08 i
l'aTl =L |g|l=L; (i=1,..n).
; .

Valendo la disuguaglianza |¢ (¢, x)| = ¥ () ed essendo w (¢, x)
limitata, e p € C' (K), si ha dalla (4.1) che [ve (&, x)| e |ov,/ox;|
(i = 1, .., n) sono limitate in K da una certa costante M non dipendente
da e. Pi precisamente si ha, in particolare, |||, <C’ exp { (R4l L1} con

C' indipendente da ¢ e da ¢.
Riesce percio:
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Iw =2l = 1300 = 20 g =

av£

n n
< i [y 151 10 60 =0 (o) dt v < M 2ila; = aillL
1

Poiché per ¢ - 0a° - a in L, (K), si conclude, data I'arbitrarieta di
w in 44 che § (49 & denso in /¢ nella norma di L, (K).

Nel caso generale, posto g7 = p=* 3, (n > 0), si ha, come risulta da
facili calcoli, |97 (¢, x)| = ®" (), ove W7 = W« 3, Inoltre ¥/ > ¥ in
Ly([0,T]e w7 ||L1([o, ) = ||1p||1,1([o, ) Posto

§,, v (t,x) » SO (t,x) + o7 (t,x) v (t,x)

I’insieme §” () &, per quanto visto pill sopra, denso in #¢
Percid, dato w € #£ esiste v, € 4t tale che

1S5 ) =wlL& <7-
Inoltre &:

”grl(vq) - §(v1]) "LI(K) = “‘P'I (t,X) - (t,.X') "Ll(K) ‘V” (ta x) I =

< Iyl 19" — 2l L %)

Dalla (4.1) segue poi che |v, ||, si mantiene limitata al variare di». In
definitiva, si ha ‘

120) = Wil g <12, ) = Wil g + 1%, ) = SO L) = 00) -
Cio0 prova ’asserto.
4.3 TEOREMA. Il problema (2.1) ha un’unica soluzione.
Dimostrazione: Fissato un punto z = (7, X) € S, si consideri un cono
K € A (Z) per cui vale ’enunciato del lemma 4.1. Se u (¢, x) € continua e

verifica (2.1.1) relativamente a tale cono, & necessariamente costante sulle
caratteristiche contenute in K. Infatti, se u; (¢, x) verifica (2.1.1) e coincide
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con u (t, x) sulla base di X, dev'essere, in virtl dei lemmi 4.1 e 4.2,
u(t,x)= uq (t,x) in tutto K.

Dunque u(t, x),(g) ristretta alla caratteristica passante per (f, x), &

costante in un intorno sinistro di 7. Dall’arbitrarieta di (%, ) segue che
u (,x) & costante su ogni caratteristica. Cid, ovviamente, implica I’unicita.

(1]

[2]
131

(4]
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(9) Infatti, per le ipotesi fatte sulle funzioni a;(¢,x) ed in particolare per (iii), b), I'operatore $*
¢ del tipo considerato nel lemma 4.2. Se ut, x) = wu(t, x) sulla base di K, si ha
f X @, x) —uy(,0))8* V) dtdx=0Vve A e quindi, per la densita di {$* (v) } (VEH)e

la continuita di u(t,x) e u,(t,x), u,(t, X) = u(t,x)in tutto K.



