ALCUNI PROBLEMI APERTI SULLA CONVERGENZA IN
MEDIA DELLINTERPOLAZIONE LAGRANGIANA
ESTESA(*)

di ALFREDO BELLEN (a Trieste)(**)
Alla Memoria di Ugo Barbuti

SOMMARIO.- In questo lavoro si studiano e si formulano alcune congetture sulla
scelta dei nodi da aggiungere ad uno schema di interpolazione lagrangiana
convergente in media, in modo tale che il risultante schema d’interpolazione
estesa conservi la proprieta di convergenza.

SUMMARY.- Investigations and conjectures on the set of additional nodes for
Lagrange interpolation schemes are provided such that mean convergence is
Dpreserved in the resulting extended interpolation scheme.

1. Premessa

Una delle ragioni per cui ¢ utile costruire dei procedimenti interpo-
latori con polinomi algebrici che convergano nellanorma diL,.,, per ogni
funzione continua su [a, b] & che cid garantisce la equilimitatezza degli
opcratorl di interpolazione P, da C° [a, b] in L, [a,b]. Da questo fatto
si deduce (vedi [4]) 1a convergenza in media delle soluzioni numeriche di
equazioni funzionali del tipo

=Tu +f (1.1)
ottenute con il metodo di collocazione polinomiale
u, = P,Tu, + P, f (12)

dove uy, & cercato nell’insieme 7, ; dei polinomi algebrici di grado al
piun - 1.

Inoltre con buone proprleta topologiche dell’operatore T (sostanznal—
mente la compattezza) si riesce anche a dimostrare la convergenza unifor-
me delle approssimazioni con le seguenti limitazioni:
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It -2l < c || Py [ dist (4, 7, 5).

Lestensione al caso non lineare si ottiene attraverso successive linea-
rizzazioni dell’equazione in L,,, (metodo di Newton-Kantorovich) a cia-
scuna delle quali si applica il metodo di collocazione lineare, o
equivalentemente attraverso I’applicazione diretta del metodo di colloca-
zione alla equazione non lineare la cui soluzione & ottenuta per successive
linearizzazioni in R” (Newton-Ralphson).

Questa tecnica pud essere usata anche per problemi differenziali che
attraverso una opportuna funzione di Green si trasformano in problemi
equavalenti del tipo (1.1).

Una possibile scelta dei punti di collocazione & data, in accordo con
quanto detto sopra, dagli zeri dei polinomi ortogonali rispetto al prodotto
scalare (.,.),, in quanto per essi la convergenza in media quadratica
pesata dell’interpolazione & garantita dal classico teorema di Erdos-Turan
[3]-

Il problema cruciale dal punto di vista numerico, sta nella risoluzione
del sistema lineare implicitamente definito in (1.2). Luso di approssima-
zioni mediante polinomi algebrici porta infatti a sistemi lineari con matrici
piene che, gia per moderate dimensioni, presentano particolari difficolta
di risoluzione anche in considerazione del fatto che le incognite sono i
coefficienti del polinomio approssimante € devono quindi, per ragioni di
stabilita, essere calcolati con una buona accuratezza. Inoltre i calcoli
eseguiti per la ricerca del polinomio u,, non sono utili per il calcolo di un
successivo € pill accurato polinomio u,, . ,,, m = m (n), di grado piu alto
atto a fornire indicazioni sull’errore.

Tutte queste considerazioni suggeriscono che per il secondo polino-
mio glin + m punti di collocazione (z,2,, ..., 2, 4 »,) Siano un soprainsieme
dei punti (x4, x5, ..., X,;) con i quali si & determinato il primo. In tal modo,
(vedi[1]), glin + m nodi, che indicheremo ora con

O, A 50, e D) 13

danno luogo alla matrice di collocazione 4,, , , relativa all’equazione

Upsom = Ppnom TUupom + Ppymf (1.4)

che ¢ partizionabile in
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A, 0
Apim =
R S,

con 4, matrice di collocazione dell’equazione (1.1) relativa al calcolo di
U,. ' '

Quest’ultima & gia stata “risolta” nel senso che & gia stata eseguita la
fattorizzazione LU e quindi, virtualmente, disponiamo dell’inversa 471,
Cid ci consente di calcolare direttamente la seguente fattorizzazione di
A,, 4 in matrici triangolari a blocchi

Apsm = LU

A, 0 I

(ol
I
o
Qz
[

R S,—RA™1Q 0 I

per la cui risoluzione rimane da fattorizzare solamente la matrice m X m
S - RA™1Q. Cid ¢ stato indicato in [1] come “metodo di collocazione
estesa”. Per poter realizzare tutto cid & necessario trovare, accanto alla
matrice x,(”) i =1, .., n degli zeri dei polinomi ortogonali sui quali gli

operatori di interpolazione P, sono equilimitati, una matrice estesa di
nodi

x,(") - x,(,") , y{")..., y,(,’,')

sui quali gli operatori P, , ., che chiameremo “operatori d’interpolazione
estesa”, siano ancora equilimitati, cosi da garantire la convergenza di
Uy, +m ad u con la limitazione superiore dell’errore

st -ull < ¢ || Ppymll dist (u, 7, 4 pn q).
2. Convergenza dellinterpolazione estesa

Il problema della convergenza in media quadratica pesata dell’inter-
polazione estesa & gia stato affrontato in [2]. In quel lavoro si supponeva
che la matrice dei nodi x,(") soddisfacesse alla classica condizione (E) di

Erdos e che la matrice dei nodi aggiunti y,(”) formasse una matrice norma-
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le. Quei risultati, anche se utili nella maggior parte dei casi, non erano del
tutto soddisfacenti in quanto la convergenza era garantita solo sotto
ipotesi di holderianita della funzione interpolanda f. In particolare per i
nodi x,(") e y,("), rispettivamente zeri di U, (x) e T, ,, (x), polinomi di
Chebyshev di prima e di seconda specie, si aveva la convergenza dell’in-
terpolazione estesa P, , ,,, (f) sotto 'ipotesif € Lipa cona > 1/2. E’ invece
evidente la convergenza per ogni funzione continua in [-1, 1] poiché gli
zeri di U, (x) T}, ;.1 (x) coincidono con gli zeri di U,,, , ; (x). D’altra parte
questo & ’unico caso di polinomi classici che si fattorizzano in due poli-
nomi di cui uno nella stessa classe.

In questa nota si propone un approccio diverso che consente di
raggiungere risultati piu generali compreso quello appena visto relativo
ai polinomi U,, (x). Tali risultati si ottengono attraverso la definizione di
una nuova classe di polinomi ortogonali rispetto ad una famiglia di fun-
zioni peso. Questa classe di polinomi, gia menzionata da W. Gautschi in
[5] in relazione alla approssimazione ai minimi quadrati, non ¢ ancora
stata studiata e quindi lungo I’esposizione saremo costretti a fare delle
ipotesi che risultano pero verificate rigorosamente in alcuni casi partico-
lari e sperimentalmente in altri. Esse costituiscono quindi delle proposte
per ulteriori ricerche anche in vista di possibili collegamenti con le for-
mule di quadratura estesa.

Sia dunque ®,, una famiglia di polinomi ortogonali in [- 1, 1] rispetto
aw (x) e sia x,(") la matrice di nodi costituita dai suoi zeri. Fissiamo ora
una funzione m = m (n) e sia {©,,} la famiglia di polinomi tali che

fl_l wE D)0, ()Fd=0 k=0,1,.,m-1

e cid perognin = 0, 1, ...

Poiché per ogni n 1a funzione peso w (x) (I),z, (x) ha segno costante, si
dimostra facilmente che ©,, possiede m zeri reali y,(")i = 1, ..., m, distinti
ed interni all’intervallo [-1, 1]. Non sembra altrettanto facile stabilire se
tali zeri y™ sono tutti distinti dai corrispondenti zeri x{". Inoltre per

m =n + 1edm = n - 1la congettura naturale & che essi si intercalino.

In particolare si osservi che per i polinomi di Chebyshev di seconda
specie, w (x) = \'(1—;;)2 e d, (x) = U, (x), risulta, perm = n + 1,
0,,(x) = T, (x). Infatti:

[Lw@ @@ 6, @ a = [ VAP V20) Tpyy @4 dx
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e poiché Uy, .1 (x) = cU, (x) T,, .1 (x)
= 1/c fl_l V(l—;z) Uyi1 ®) U, (x)xkdx =0 k=0,1,..,n.

I punti y risultano quindi distinti dagli x" e, poiché U, x) =
cT', 1 (x), essi si intercalano.
Una situazione analoga si verifica per m = n - 1 partendo dai polino-

mi di Chebyshev di prima specie, w (x) =1/f 1_ 1 v (1—?) e®, (x) = T,(x),

per i quali risulta ©,, (x) = T,,; (x).

Nel caso dei polinomi di Legendre, w (x) = 1 e @, (x) = P, (x), il
procedimento di ortogonalizzazione ha fornito ancora polinomi ©,, (x),
m = n + 1,1i cui zeri sono distinti dagli zeri di P,, (x) e li intercalano. Cid
garantisce che la proprieta richiesta non si verifica incidentalmente solo
per i polinomi U, (x) ma anche per altri polinomi di Jacobi.

Partendo invece dai polinomi di Hermite e di Laguerre, il calcolo
degli zeri dei corrispondenti polinomi ©, ., (x) mostra che essi sono
ancora distinti da quelli di ®,, ma non li intercalano piil.

D’ora in poi supporremo che, per ognin, gli x,(" , zeri di @, (x), e gli

,("), zeri del corrispondente ©,, (x), siano distinti.

Il nostro obiettivo & dimostrare che

ILn+m (i) -f @)l 20 >0 pern—> o

dove L, ,,, ¢ 'operatore d’interpolazione estesa che associa alla funzione
continua f il polinomio di grado n + m - 1 che la interpola sugli zeri di

D, (x) O, (x).

In accordo con un risultato di Bernstein, perfezionato pii tardi da
Erdds e successivamente da Freud [7], per ogni funzione continua in [a, b]
per ogni reale ¢ > 0, per ogni intero n € per ogni insieme x,(") di nodi

soddisfacenti la condizione (E), esiste un operatore lineare 4, che associa
ad f un polinomio 4,, (f, x), di grado non superiore ad n (1 + c), che
interpola f sui nodi x,('l' e che converge uniformemente ad f almeno come

la sua miglior approssimazione polinomiale di grado » - 1, ciog tale che:

gradA4, (,x) =n(1+¢)
A, () =) i=1,..n (2.1)

max |4, (f,x) -f@)| <k () E,; () E, 1 () = dist (f, %, 4).
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Se i®, (x) sono polinomi ortogonali classici, per i nodixl(") ¢ garantita

la condizione (E) e quindi anche esistenza di tali operatori d’interpola-
zione. Fissato ¢ = 1/2, indichiamo per brevita con p, (x) il polinomio
A, (f, x) soddisfacente le condizioni (2.1) e con k il valore k (1/2), e
osserviamo che, in particolare, pern = 4 si ha

deg(p, X)) =sn(1+1/2)=2n-2
e quindi, perm = n - 1,
deg(p, ®*)) =m +n-1.

Pertanto il polinomio d’interpolazione estesa L, ,, (f, x) pud essere
espresso con:

L, +m (f’ x) = Pn (x) + D, *x) dm-1 (x)

dOVe g1 (x) € T 1 edinoltre gy ) = (FO7) P )/ By () i = 1,

ey M.
Scriviamo quindi g,,,_; nella forma di Lagrange:

Gy () = ;1 I &) (F 0) - Pw 02)) / @, (¥;) con
I (@) = ©,, () / ((£- ;) Oy 1)))-
Poiché (@ + b)? < 24 + 2b%, si ha:
ILnsm (%) -F @) 130 = 1Py @) + @, (&) gy @) -f @)I3,, <

< 2| @ () gy @ 15,0 + 21 P @) -f @13,

in cui risulta:

1P G) -f N3, < K EZ_, ()



ALCUNI PROBLEMI APERTI SULLA CONVERGENZA ... 7

1 DnC) 1 13, =S W) @, () [2 l; (¥) [(f - n) / @] (V,)]( dx)

Tenuto conto che, per la definizione di ©,, (x), i coeff1c1ent1 di

Lagrange /; sono ortogonali rispetto al peso w (x) D, )%, 1a (2. 2) si
riduce a:

1 m
J_ W@ Py @’ 3 56 (F-Pa) / Pl 0)7) ax.
1 i=1
ed ¢, a sua volta, maggiorata da:

<KFE (O w®o, (x)zz [l; &) / @, (o) dx <

<K Ep_y (f) 1 min; [@, 5)] f_ w () @, ()2 Z ) dr.  (23)

Con ragionamento standard, si dimostra inoltre che I'integrale nella
. 1 2 .
(2.3) & uguale a f—l wx)®, (x)°dx = |, H%’w

Indicata infine con M (n) la quantita:
M (n) = || @, I3, / min; [®, (:)°],
la (2.3) si riduce a:
K E2_, (f) M (n).
Si pud quindi concludere che la condizione:

M@n)<M Vn (2.4)

garantisce la convergenza del termine (2.2) e, in definitiva, dell’interpo-

lante esteso L, ,, (f, x), per ogni funzione continua in [-1, 1], secondo la
stima:

1Ly 4 (%) -f @) 113, < costE,; (N* > 0. 2.5)
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Cid implica I’equilimitatezza dell’interpolante esteso L, ,, (f, x), €
quindi la stima (2.5) stessa puo venir migliorata in:

2 2
I Ln+m (s %) -f(x)llz,w < costE, g (N“—=0.

3. Esempi, problemi aperti, congetture

Consideriamo ancora i tre casi emblematici con @, uguale a U,, T,
oppure P,, i cui zeri soddisfano la condizione (E).

Nel caso ®,, = U, si ¢ visto che ©,, = T, , ; e si verifica facilmente
che min; [U, (y,-)z] =1 Vna. Poiché|U,| 2 =g /2, risultaM (n) <7 /2,
e cid assicura la convergenza dell’interpolazione estesa sui nodi di
U, T, +1 (= Uy, ,1), come del resto gia si sapeva.

Nel caso dei polinomi di Legendre, ®, = P,, analisi sperimentale
ha rivelato una situazione simile al caso precedente, nel senso che i nodi
si intercalano e la funzione M (n) sembra ancora equilimitata. Pil preci-
samente si sono ottenuti dei risultati sperimentali che suggeriscono la
congettura M (n) - 7 /2.

Nel terzo caso @, = T, ¢ ©,, = T, ; si verifica invece facilmente che
M (n) diverge, per cui la convergenza non & assicurata.

Pil in generale per i polinomi di Jacobi ®,, = Pn(aﬂ ), W. Gautschi ha
recentemente verificato, in via sperimentale, che perm = n + 1I’alter-
nanza dei nodi e la congettura M (n) - 7 / 2 sono verificate per0 < a =
B < 1.5. Sorprendentemente per & = = -0.5 M (n) invece diverge, e per
a = f = 2 non solo M (n) sembra divergere ma cade anche I’alternanza
dei nodi. Non & ancora chiaro cosa accade per -0.5 < a = f < 0e pera
=f > 15.

I calcoli dei polinomi ©,,, ; e dei suoi zeri sono stati eseguiti da W.
Gautschi seguendo una procedura da lui recentemente proposta in [6].

I problemi che sono rimasti aperti nella precedente trattazione e che
sarebbe interessante risolvere sono dunque i seguenti:

- Dimostrare che gli zeri di ®» e di ®n +1 sono distinti.
- Trovare per quali valori di a e 8 essi si intercalano.

- Trovare per quali valori di « e 8 il rapporto M (n) converge am /2 0
rimane limitato.

- Se M (n) non & limitato, trovare con quale ordine diverge il massimo
limite.

- Trovare formule ricorsive per il calcolo di ©p +1.
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