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SOMMARTI0. - Si studiano alcune condizioni di esistenza di residuali e
di residuati generalizzati in certe classi di iperstrutture ©® ordi-
nate.

SUMMARY. - We study existence conditions of residuals and generaliz-
ed residuals in some classes of ordinated hyperstructures ©),

DEFINITION 1 - Dans un hypergroupoide ordonné® H (Hj-0)
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(® On appelle hyperstructure un ensemble E muni au moins d’une
hyperoperation (c’est-a-dire d'une application E X E—~8(E), ou
8(E) est I'ensemble des sous-ensembles de E [4], [5], [61, [7],
[81, [9], [10], [11], [12], [13], [14]).

(1) On appelle hypergroupoide ordonné [4] un ensemble H muni
d’'une hyperopération a - b, ou simplement ab, et d’'une relation
d'ordre <, telles que l'on ait:

I. (H,-) est un hypergroupoide.
II. ab est un segment de H, pour tout a,be H.
ITI. x<y=>(VEexa)(dneya) [E<n] et
(Vdeax)(3dk eay) [? < k], quels que soient x, y,
aeH.
Si de plus,
x<y=(Vmeya) (& €xa) [&<m] et
(Vkieay) (Id1 € ax) [&1 < k1], pour tout a€ H, on
qu’'on a un hypergroupoide strictement ordonné, (Hq.S.0).
Si (H,:) est un demi-hypergroupe (hypergroupe, hypergroupe
canonique, hypergroupe cyclique [9] [10] [3]) on I'appelle alors
un demi-hypergroupe (hypergroupe, hypergroupe canonique, hy-
pergroupe cyclique) ordonné.
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on appelle résiduel a gauche de ab par cd, ou a,b,c,de H, le®
ab-.cd=max® , _ =max{xeH:x(cd)<ab}.

DEFINITION 2 - Dans un Hs -0 H, on appelle résiduel généralisé
a gauche de ab par cd, ou a,b,c,de H, 1le®

g(ab-.cd) = maxﬁlg(ab, ey =max{xe H:x(cd) /=ab}.

On notera c‘Rg(ab, — & =9

.cd) ab-.cd ab-.cd*

On définit de maniere analogue les résiduels et les résiduels géné-
ralisés a droite [ab.-cd et g(ab.-cd) respectivement].

Dans le cas ol le résiduel (résiduel généralisé) a gauche coincide

avec le résiduel (résiduel généralisé) a droite, on le note par
ab:cd[g(ab:cd)]. Cest le cas p.e. si H est commutatif.

Si pour tout couple d’élements d'un Hy - 0 les résiduels (les rési-
duels généralisés) a gauche (a droite) existent on dit qu'on a un
hypergroupoide résidué (résidué généralisé) a gauche (a droite).

Enfin, dans le cas ou H est résidué (résidué généralisé) a gauche
et a droite on dit alors que H est résidué [résidué généralisé].

Dans un hypergroupoide ordonné en treillis [12] il est facile de
voir que 'ensemble & . , est stable par l'intersection. En effet, si
x,%€%X . , cestadire ub<a, xb<a,ona (xi \x)b<a,car
x A\ x<x [13].

De méme, on démontre que dans un hypergroupoide strictement
ordonné, en treillis [12] alors e‘Rg(a__ p) ©st stable par l'intersection.

En ce qui concerne la stabilité des € a5 K .

s
: a-.p Par 1'union,
on a les propositions:

(

PROPOSITION 1 - Dans un hypergroupoide strictement réticulé®
(Hi-S-R)H on a

)&, ,# ¢=>9Ca,_b stable par l'union
i) H treillis complet et &, ,#Ad=>a-.b=Vx, xeX, . ,
iii) L'existence de a-.b entraine que &€ . ., est un idéal principal
du treillis H engendré par a-.b.

2 SiA,Be&(H),ou Hun H;-0, on note A < B si et seulement si
a < b pour tout (a,b)e A X B.

® SiC,De8(H), ol Hun Hs-0, on note CiD si et seulement si
i) (VdeD)(JceC)[c<d]
ii) ¢’ » d’, quelque soit (¢’,d’)e C X D.

(9 Un hypergroupoide réticulé est un hypergroupoide ordonné et un
hypergroupoide strictement réticulé est un hypergroupoide stric-
tement ordonné [12].
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La démonstration de la proposition ci-dessus est analogue a
celle de la théorie classique.

Dans tout ce qui suit on suppose que D . , = ¢.
REMARQUE 1 - Dans un Hs-0 on a
(X1, %) €D, X &, p=uVa¢X .

En effet, si x1Vx. €9 . ,, puisque x1,x < x1Vx2, on aurait [13]

x,%x€X . ., ce qui est absurde.

Soit un hypergroupoide réticulé (Hs- R).

PROPOSITION 2 - (%1,%)€D,. , X & . 1=

)
= [xuVned, . ,@a¢(xiVx) bl

Démonstration. Soit x1,x €D 1 pr XIVX2 € ﬁ)a, , €t on suppose

que a € (x1V x2) b. Alors évidement max [x1Vx2) b] =2 a. Mais comme
la relation max[(x1Vx;) b] est exlue par supposition on aura
max [ (x1Vx2) b] =a et donc x1Vx; € QCa_‘b, ce qui est absurde.

Réciproquement, soit xi,x; € D .. pr @€(x1Vx2) b; on suppose

. LN L] /
que x1Vx: ¢ D,. ,- Puisque x,x€ @a . c'est-a-dire x1b = a,

b)
x2b £ a, il existe des élements z1€ x1b et 2€ x2b tels que z1,22< a,
donc z = z1Vz2 < a. D’autre part,

z2=2aVoexbVxb S (x1Vx)b.

Mais puisque x1Vx2¢ 9. ,, il existe un élément we (x1Vx2) b
tel que w > a, donc w > a = z, c'est-a-dire a € (x1Vx2) b, ce qui est
contradictoire.

D’une maniére analogue, on démontre que

(x1,%)€D,. , XK, . ,[Ved, . ,ead¢(xVr) bl

COROLLAIRE 1 - & est stable par l'union si et seulement si

! g(a-.b)
a¢(V %) b, pour tout ke N, tel que
4

(X1, 00, X1, %, X141, .., ) €ERED . L XD, X RG]

k
et dans ce cas on a V %, €D . .
i=1 :

REMARQUE 2 - Si H en tant que treillis satisfait & la condition
de chaine ascendante, on sait qu'il existe un k € N [2] tel que

o

V x; =

x;eéltg(a,ﬂb) 1

X, x,-eélig(a,.b), pour tout je{l,...,k}

1
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D’autre part, si & gfa-.p ©St stable par l'union, parmi les ele-
ments x; il existe un x; tel que x; € D,. ,- Car, sizxie D,. , pour
tout je{l,...,k}, alors x;€ & . , et par consequent

k
in =ij€%a, b?
XER i=1 )
: gla*.b)
ce qui contredit le fait que éRg(a,.b) 5X,. ,, puisque 9 . , # ¢.
Donc il en résulte la proposition:

PRrOPOSITION 3 -

gla-.b)= V xi =gla-.b)= V xm
xieéRg(a,_b) Im€D .

PROPOSITION 4 - Dans un Hs.S.R H, oit la condition de chaine
ascendante est satisfaite, les conditions suivantes sont équivalentes:

) (VEkeN) [(x,..., %11, %0, %11, , ) €REL. /XD . X

N gla-

i) a¢(Vxi)b

Xi € rf'Rg(a -.b)
iii) dg(a-.b)= V xi
Xi € g{g(a .. b)
iv) c‘Rg(a ..p) €St un idéal principal du treillis H engendré par
g(a-.b).
Demonstration. i) = ii). D’aprés le Corollaire 1, e‘Rg( a-.b) est

stable par l'union. Compte tenu de la Remarque 2 il existe m € N
tel que

m
x'e%{xi =j\=/1xi€®a"b, oux,-eﬂig(a_‘b),
: gla“.b)
et par conséquent [cor.1] aé¢ (V x) b.
Xi € éRg(a: b
ii)=i). En effet, ii) implique V x; ER _, . ce qui en-
gla:.b)
Xi € c‘Rg(a -.b)

traine la stabilité de R g(a-.p) PAT I'union et en vertu du Corollaire 1
on obtient le i).

i) = iii). Etant donné que H satisfait & la condition ascendante,
et vu le Corollaire 1, la démonstration est immeédiate.

iii) = i). Si iii) est vérifié, alors a ¢ (V x;) b, d'ou le i).
Xi € g@g(a - b)

iii) = iv) . Comme il existe g(a-.b) et puisque H est strictement
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réticulé [14], pour tout x < g(a-.b) on a x € éRg(a__b) [4].
iv) = iii). Evident.
REMARQUE 3 - Dans les conditions de la proposition ci-dessus.

i) Il est évident quon a g(a:-.b)= V x; € ﬁ)a, b
xie@a'.b '

ii) Pour les démonstration iii) = i), iii) = ii) et iii) = iv) il faut que
H soit un H;-S.R tandis que pour toutes les autres il suffit
que H soit un H4-R.

D’aprés la Définition 2, il résulte immédiatement que si
X€ED . 47 P alors il existe un élément & € cd tel que x‘éé ab .

Alors, si pour tout a,b,c,d € H tels que @ab,_cd¢ ¢ et pour

/

tout (x,m) €D, . ., X(cd) on a xn<ab, on dit que H satisfait a
la condition (Bg). De méme, on peut définir la condition (B4) con-
cernante les résiduels généralisés a droite.

Dans [4] on a démontré, que si H est un Hy-S.0 satisfaisant
a la condition (Bg) alors on a

R =&

g(ab - . cd) g [min (ab) * . max(cd)] *

Donc, de ce qui précéde et selon la Proposition 4 on en deduit la
proposition suivante:

PROPOSITION 4’ - Dans un Hys.S.R H satisfaisant a la condition
de chaine ascendante et a la condition (Bg), les conditions suivantes
sont équivalentes:

i) (VkGN)[[(xx,..‘,xl_hxz,xz+1,...,xk)€3%7;1]..“1) Xgab'.cd X

k
X & y(ap - o] = min(ab) ¢ [(V x) max(cd)]]
ii) min(ab) ¢ [ (V x:i) max(cd) ]
Xi € gRg(ab *.cd)
iili) dglab-.cd)= V x:
X€R o0 o)

glab - .ca) €St um idéal principal du treillis H engendré par
g(ab-.cd).

EXAMPLE - Si dans l'ensemble B = {0,1} on définit une hyper-
operation + comme suit, 04+0=0, 0+1=1+0=1, 14+1={0,1},
on démontre que la structure (B, +) est un hypergroupe canonique.

Si on définit dans l'ensemble B",n € N (qui est un treillis di-
stributif par rapport & une relation convenable d'ordre <) une hy-

iv) &
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peropération + moyennant celle de B comme suit, (x1,...,%.) +
+i,eey)={21,...,2):2z;€x+ 9j,j=1,...,n} on démontre que
la structure (B", <, 4) est un hypergroupe canonique réticulé (non
strictement) [11].

Prenons par exemple l'ensemble B3. Cet ensemble peut étre
ordonné comme dans le diagramme suivant:

b=(1,1,1)

a=(1,0,1)

b= (0,0,1)

e= (0,0,0)

La structure ci-dessus n’est ni résiduée, ni résiduée généralisée,
car par exemple il n’existe ni f:c, ni® g(f:f). Pourtant, il existe
les résiduels généralisés des certaines couples. Ainsi, g(f:c)=c
puisque & alf o) = {b,c}. L'ensemble & o(f : ) €St pas un idéal prin-
cipal, car H n’est pas strictement réticulé. De méme on a f:j=7
vu que & S {e,j,d,f}. Lensemble & j:q €St un idéal principal
engendré par f.

On sait qu'un groupe réticulé est un treillis distributif [1] [2].
Un hypergroupe canonique strictement réticulé H est un treillis di-

stributif, si pour tout x,y € H tel que x <y on a 0 < y-x [car nor-
malement on a x < y= (3t € yx) [0 < E]] [14].

Alors, on en deduit la proposition:

PROPOSITION 5 - Dans un hypergroupe canonique strictement ré-
ticulé H, oit la relation x < y entraine 0 < y-x, U'existence de g(a:b)
entraine que l'idéal principal & ga:p) €St V-distribuant dans l'en-

semble des idéaux de H et par conséquence définit au moins une
congruence du treillis ayant & gla: b) DOUT classe.

On peut encore énoncer:

PROPOSITION 5’ - Dans un Hs- R distributif H lUexistence de a-.b

() Par contre, dans la théorie classique, un groupe réticulé est ré-
sidué [1], [2].
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entraine que lidéal principal & . , définit au moins une con-
gruence du treillis ayant & . . pour classe.

qui

Dans I'exemple précédent une certaine congruence du treillis B3
a ;.; pour classe est constituée par les classes® {e,j,d,f}

{b,c,a,h}.

[1]
[2]

[31

[4]
(51

[6]
[7]

[8]
[91
(101

[11]

[12]
[13]

[14]
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