EQUATION DE YAMABE :
SUR UN OUVERT NON CONTRACTILE (*)

par A. BaHrI et J. M. CoroN (**)

SoMMARIO. - Sia Q un aperto limitato regolare di R3. Si dimostra
che se Q é connesso, ma non contrattile, allora l'equazione
Au+u3=0in Q, u>0in Q e u=0 su 00, ha almeno una
soluzione.

SUMMARY. - Let Q be a bounded open regular set in R3. We prove
that if Q is connected but not contractible, then the equation

Au4+w3=0in Q, u>0in Q and u=0 on 90, has at least a
solution.

1. Introduction

Soit © un ouvert de R’ borné régulier et connexe. On s’intéresse
a l'équation suivante

Au+us=0
(1) u >0
u =0 sur dQ.

On a:

THEOREME 1 - Si Q n’est pas contractile, (1) a au moins une so-
lution.

(*) Conferenza tenuta al «Meeting on Variational Methods in Differential Pro-
blems» (Trieste, 26-28 settembre 1985).

(**) Indirizzo degli Autori: Centre de Mathématiques de 1’Ecole Polytechnique -
F 91128 Palaiseau Cedex - France.
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Le but de cet exposé est de donner un apercu de la démonstra-
tion du théoréme 1 (voir [4] pour la démonstration complete). Ce
résultat a été annoncé dans [3]. Soit

L ={ueHQ)| [u|=1} ott |u|= (f| Vu|*dx)1
., ={ueZ|u>0}

1

Un point critique de J dans X, donne une solution i (1). Z, est
invariant par le flot associé & —J’. On suppose dans la suite que (1)
n'a pas de solution.

J(u) =

La fonctionelle J ne satisfait pas a4 la condition de Palais-Smale,
mais les suites qui violent cette condition sont parfaitement connues.
Pour les décrire on introduit

CV\
(1 +)v2lx__a|2)l/2

C > 0 étant tel que IR3[V8(a,k)[2 =1 (C est indépendant de a et

de A). De plus pour € > 0 et p entier, on note V(p,e) I'ensemble des
fonctions de X telles que

d(ar,...,ap) €97, I(M,..., ) €]0, 400 [?

8(a,N) = ,a€R}, Ae]0, [,

tels que
1 p
| — —= = 8(ai, M)|| <e
Vp i=1 H'(q)
7\4?8"1 Vi
IV ¥ ..
T e =gl 2 et Vi j
J] i
- d(a;,3Q) > Vi.
On a:

PROPOSITION 1 - Soit u, une suite de X, telle que J'(u,) =0 dans
H {1)(0) et J(un) est une suite bornée. Alors, quitte a extraite une

sous-suite, il existe un entier p et une suite (e,). avec e,~> 0 tels que
uneVip,e.) Vn.
Les pionniers pour cette proposition sont Sacks et Uhlenbeck

[11] et Wente [16]. Pour démontrer la proposition 1 il suffit d’uti-
liser les méthodes de [5], [8], [13], [14], [15].

e 1 .
Soit S = (IR356(61:7V) dx) 6

S est indépendant de a et A.



EQUATION DE YAMABE SUR UN OUVERT etc. 3

Un calcul facile montre que si u, € V(p,e,) avec g,—>0, alors
J (un) = pS. 11 résulte donc de la proposition 1 que les changements
de topologie des ensembles de niveau Ji: {ulueZij(u) <c} ne

peuvent se produire qu'a la traversée des niveaux pS, p entier > 2.

L'objet du paragraphe suivant est de calculer le changement de
topologie & la traversée du niveau pS. L'essentiel de ce calcul est
contenu dans [2] olt en particulier on voit apparaitre la matrice
M (voir ci-dessous). L’idée de faire ce calcul vient de [1].

2. Le changement de topologie

Nous commengons par quelques définitions.

Pour x € Q on considére la fonction y— H(x,y) sur Q définie
par:
AyH(x,y) =0 dans Q
et
1
H(x,y) = ———— sur 9.
Y= T =y

On pose

G(x,y) = —H(x,y)

|x— ]
G est la fonction de Green, H sa partie réguliere.
Pour a = (a1,a2,...,a,) € Q?, on définit la matrice M(a) € R7” par:
Mii(a) = - G(a,-,a,-) si i?fj
M.-i(a) = H(ai,a,-) .

On note p(a) la plus petite valeur propre de M(a) en convenant
que p(a) = — o si pour un couple (i,j) avec i # j on a a; = gj. Soit

Bpet = { (a1, 00) €10,117] £ =1}
W:={ueZ,|J(w sps+._§_‘_-}
Cp={aeQ|p(a) 20}
9C, = {ae 2 |p(a) = 0}
I, ={aeQr|p(a) <0}.

On note o, le groupe symétrique d’ordre p. Ce groupe opére na-
turellement sur les espaces 7 X Ap-1 et 97 X dAp,1UI, X Ap_1. Les
quotiens de ces espaces par l'action de o, sont notés respectivement
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VX Dpy et QP XA, UI, XAp ;. Le changement de topologie
(2 ¢

4 P
a la traversée du niveau pS quand {p = 0}N{p’ =0} = ¢ est donné
par le théoréme suivant:

THEOREME 2 - Si p n'a pas de point critique sur 9C,, alors
W;f / W;_l- est homotopiquement équivalent a

Q7 x Dp1 [P XApa UL X Apy.
ﬂ'p Cp
REMARQUE 1 -

a. Quand Q est étoilé, Pohozaev [10] a montré que (1) n'a pas de
solution.

D'ou la question: que se passe-t-il alors pour W;r / W;_l? On peut
montrer que pour {2 étoilé, p n'a pas de point critique sur aC, et
que dC, est un rétracte par déformation équivariante (pour I'action
de o) de C,. Du théoréme 2, on déduit que W;/ w | est contrac-

tile. Le fait que dC, est un rétracte par déformation équivariante de
C, se démontre de la fagon suivante:

Supposons Q étoilé par rapport a l'origine. Soient x et y deux
points de Q et ¢ € [0,1[. On montre facilement que

tH(tx,ty) < H(x,y)

tG(ix,ty) >G(x,y) si x=y.
On en déduit que

p(ta) <p(a) sip(a) = — .
Mais

limp(ta) = —
t=0

et donc C, se rétracte de fagon équivariante sur 9C,.

b. Par contre, quand Q est un anneau, il a été remarqué depuis
longtemps (voir [7]) que (1) a au moins une solution.

Nous allons maintenant donner quelques idées pour la démon-
stration du théoréme 2.

Soit n un réel strictement positif; 1 sera petit' (la petitesse ne
dépendant que de p). Bien que X, soit invariant par le flot descen-
dant associé & J, nous ne travaillerons pas, pour des raisons tech-
niques, avec X, mais avec

T, ={ueZ| |u| <1}

ol u- = Mé.x( —u,0). Cela n’est pas trop ennuyeux pour les raisons
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suivantes (ou l'on suppose que 7 est assez petit, la petitesse ne dé-
pendant que de p):

19) La proposition 1 reste vraie si on remplace I'hypothése u. € Z
par u, € =, et J(u,) ->c avec C€ 1lp—-1)S,(p+1) S[.

20 x,NJ@+(12)S est invariant par le flot descendant associé¢ a J et

un point critique de J dans Z, est nécessairemerit dans Z. .

39 Soit J;: {uex,|J(u) <c}etsoit asae S(p+1)S, (Ja,7%)
est un rétracte par déformation de (7 :]z,J ),
En particulier si W; ={ueZ |J(u) < (p+%)S} la paire
(W;l+1,W;1) se rétracte par déformation sur la paire (W ;“,W ;).

Pour construire la rétraction par déformation, il suffit de re-
marquer que

J [__‘_‘_t‘_‘f'—-] <J(w) Vuelwws, u-0,1€]0,1].
|u + tu—| m

Dans la suite, nous supposerons toujours 7 fixé assez petit et
pour alléger les notations, nous écrirons J¢ pour J ; , W, pour WQ .

Utilisant le flot associé & —J’' on peut montrer que la paire
(Jir+(112))S | JrS) se rétracte par déformation sur la paire

(J(2+(12)S | J(p=(12))S)

et donc W ¥ /W by qui est d’aprés 3) homotopiquement équivalent
a W,/ W,_1, est homotopiquement équivalent aWw,/Jrs.

La premiére étape, trés classique (voir [9] par exemple), con-
siste a localiser le changement de topologie.

Pour cela, soient 8 et & deux réels positifs. On commence par
fixer d’abord 0, assez grand, £ est ensuite choisi trés petit de facon
que tout ce qui suit marche.

Soit p.eC=([0,+ [;R*) avec u(O):E,—-%éu'SO et

un(r) =0 pour r = 0E.
Soit F(u) = J(u) — u(|J'(u)|?.

On pose
Fe={ueZXZ,|F(u) <c}.

On vérifie alors facilement que:

i) F(p+(112))S = J(p+(112))S |

ii) F n'a pas de point critique dans Z (P+(1/2)S et satisfait (PS).
pour c€ I1pS —&, (p+ %2) S]..
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iii) J+(1))S est stable par le flot associé a — F’.
Soit A = FrS\ Jrs

De i), ii), iii) on déduit que la paire (J(r+(1/2)S  JoS) ge rétracte
par déformation sur la paire (JP'SUA, J»S).

Notons que Ve, 3¢ > 0 tel que
E<a=>AcV(p,e).

L'étape suivante est d’essayer de fabriquer dans V( p,€) des dé-
formations qui font décroitre J. Pour cela il est intéressant d’avoir
une paramétrisation de V(p,¢). Soit

S(ai,ki) = P(S(a.-,)».,-)),

ou P est la projection sur H; () (Ge. Pu=u— h avec Ah =0 dans
Q, h=u sur 3Q). On a alors la

PROPOSITION 2 - Je > 0 tel que YueV(p,e) le probléme
Min (U —Zoud(xi, )|
(ai) € RP
(xi) € Q»
(Mi) €(0, 0 )?
a une solution unique.
NoTATION. On notera
a(u) = (a(u),...,ay(u)), x(u) = (x1(u),...,xp(u)),
AMu) = (M(u),..., \p(u)) cette solution.

Pour la suite nous convenons d’étendre J a H(} () \ {0} par

|u|?
(fusdx)z -
u étant donné dans V(p,¢), on note E(u) Porthogonal dans
H! () de I'espace engendré par les 5 p fonctions

8:,:—?,%,1 SISPISi<3, ou (x,0,M) = (x(u), a(u), M(u)) .

J(u) =

La premiére déformation est fournie par la proposition suivante:
PROPOSITION 3 - 3r>0,v> 0, > 0 zels que:

I’"(u+v)(h,h) Zv|h|? YueV(p,e) VveE(u) avec [v|<r
]’(u+v)-v>v|v]2 VueV(p,a) VveE(u) avec |v|=r
VheE(u).
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REMARQUE 2 - On peut prendre pour v tout nombre < 4/7 et r
peut étre pris arbitrairement petit (quitte & diminuer &).

La proposition 3 nous montre que pour tout ue V(p,s)
Min J(u+v)
v € E(u)
|v|<r
est atteint en un v unique (un v «optimal») qui vérifie en fait
|v| <7 et que de plus la projection de —J'(u) sur E(u) est un
pseudo-gradient pour J qui permet de définir une déformation faisant

décroitre J qui nous transporte jusqu'au v optimal. On note v(u)
le v optimal dans E(u).

Soit V(p,c) I'ensemble des (x,a,1) € 2 X (0,00)7 X (0, )7/ 0y

tels que:
‘ai———lz e Vi
vVp
K,-d(xi,aﬂ) =gl Vi
N A . vy ..
T+T+lil;ixi—xj|2>s—l Vi Vj avec i#7j.
7 i

Soit ¢ la fonctionnelle définie sur V(p,e) par
o(x, 0 )) =J( & a:di(xi, M) +v(>’ilai8.-(xi,x,-))) — pS.
i=1 i=

Alors que J est définie sur un espace de dimension infinie, ¢ est
définie sur une variété de dimension finie. C'est un progres. On re-
cherche maintenant des transformations qui font décroitre ¢ . Pour
cela il faut estimer Vo¢. Les calculs sont longs. Pour expliquer
comment intervient C, on peut faire un développement de ¢ (bien
stir insuffisant car c’est Vo qui est intéressant et non ¢) dans le
cas simple suivant: les points sont «loin» les uns des autres. On
trouve

(f a2)¥? .

@  e=S-HZl o I Mylx) ——=—pS=4,
(X a$)1? (i) i N
i=1 ’

oll ¢y est une constante positive.

En utilisant le fait que H(xi,x:) >0 et G(xi,x;) > 0, on voit
facilement que le noyau de M(x) — p(x) Id est de dimension 1 et
qu’il existe un unique vecteur v(x) = (vi(x),...,Vp(x)) dans le no-
yau M(x) — p(x) Id de norme 1 tel que
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vi(x) >0, Vi.

On pose

MO = 0408, N 1) = (o o)
14

Puis, pour (x,a,)) € I7(p,e), on définit (pour ¢ € [0, 1D
A1) = M(1),...,0(t)) avec

1 p 1 1
=r(t)|t(Z Pvi(x) + (1 —t) ——
ooy ru( (2 ——)"i(x) + ( )VM]
(t) étant tel que }E 1 § 1
r —= —_—
L w7 el

Cette transformation fait décroitre ¢, i.e.:
Gi1{o, %, A1) S ufo, x,\(1')) si0O<r<t<1,

On peut montrer qu’il en est de méme pour ¢ (avec un A* bien sir
un peu modifié-utiliser le théoréme des fonctions implicites). D'une
certaine facon on peut dire que l'on a fait une rétraction par défor-
mation sur la direction de déconcentration optimale (i.e. celle qui

] 1 . rd
minimise ¢; a ZT’ o et x fixés). On a:

(% a?)
B Blaxne)=dst gy 0()
(Z as)12 0

i=1

Dans le cas général de points non nécessairement loin les uns
des autres, on a:

P
Earn
(p=—pS+S——————-i:‘ + ¢o 2———-——H(x“xl) —Co X Eij = @1
(T qf)12 i=1 i istj
i=1
o M Ai Aidj } =12
ou E‘I-—{)“i + % + Gi(x:, %)

On peut injecter Q2 X A, ; dans Q° X [0,0)7 X% (0,)? /0, en as-
-4

p
sociant a (x,a), (x, a,0(x) M(x)) ou 0(x) est positif grand (de sorte
que tout ce qui suit marche). Dans la suite, on écrira donc (x,a)
pour (x,a,0(x) \'(x)).

Sixel, : o1(x,a) SO0 Vae A,
sixé¢l, {a/oi1(x,a) >0} est homéomorphe a
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Api={ae€ Api]|oi=0 Viell,pl}.
Ceci permet de définir une injection de
@ X Ap1 /2P X 3Ap1 cru I, X Ap-y dans {g1 < e} /{p < O0}.
14 P
On peut a l'aide de cette injection considérer
ﬂvcx Ap-1 /P X aA,,_,cU I, X Apa
p P

comme un sous-ensemble de {o1 <e}/{o1 <0} Il est ensuite pos-
sible de montrer que {@: < ¢} /{01 <0} se rétracte par déformation
sur ce sous-ensemble.

REMARQUE 3 - Toujours avec l'identification de Q7 X Ap-1 a un

c
14

sous-ensemble de (7 X [0,]1? X ]10,a[?)/ 0, On a:
Qp X aAp—-l U Ip X Ap-l C {q’l S 0} .
-
P
Ce qui a été fait pour ¢; s'adapte pour ¢ si p n'a pas de point
critique sur {x|p(x) =0} (utiliser le théoréme des fonctions impli-
cites... et faire des calculs). Noter aussi que

QX Ap1 [P XIAp 1 UlpXDpy
-4 -4
p p

est inclus dans AU J?S / J¥S, On a ainsi le théoréme 2.

REMARQUE 4 - Comme dans la résolution de la conjecture de Ya-
mabe par Schoen [12], on voit I'importance de la fonction de Green.

3. La fin de la démonstration du théoréme 1

1) Plan. On va montrer

en 2), il existe un entier p, (dépendant de ) tel que pour tout
p supérieur & po, 9C, est un rétracte par déformation
équivariante de C, et p n'a pas de point critique sur 9C,.
Donc, en utilisant le théoréme 2, W, / W,_; est contractile
pour p assez grand; '

en 3), on montrera par récurrence sur p que W, / Wp-1 n’est
jamais contractile. D'ol1 la contradiction et donc la dé-
monstration du théoréeme 1.

2) L'objet de cette section est de donner une idée de la démons-
tration de la
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PROPOSITION 3 - Pour p assez grand, 9C, est un rétracte par dé-
formation équivariante de Cp et p n'a pas de point critique sur 9C,.

Idée de la démonstration. Soit, pour x € 3, n(x) la normale
intérieure de Q au point x. On étend n a un voisinage de 39 par

n(x) =n(a),
ol a est le point de a0 tel que la—x|=d(x,30).

On notera, si ® est une fonction sur 2 X Q, V® le gradient de
® par rapport 4 la premiére variable.

On a:
LEMME 1 - I1 existe 70> 0 et ¢ > 0 tels que:
4 ((x,y) €C; et d(x,00) <d(y,dQ) < r) = ViG(x,y) -n(x) >0

) d(x,8Q) <r= ViH(x,x) - n(x) < — *d(x,can)—z .

La démonstration de (5) est facile. Pour démontrer 4), on
montre d’abord que

(6) 3C>0, 3¢ >0 tels que Ve, VyeQ,

cd(x,9Q) d(y, Q) o -
lx—'yl(lx“ylz+d(x,aﬂ)2+d(y,aﬂ)2) SG(x,y) <

< Cd(x,9Q) d(y,aQ) )
S Tx=y([x—y 2+ d(x, 007 « d(y, 3)7
(7) 3C >0 tel que

d(y,o0)
2 < _—2 .
IVIG(x,y)I\Clx T

En utilisant (6) et (7), on peut montrer (4).
Soit maintenant 1€ (0,7, /2) tel que
®)  d(x,30) <2r<ro<d(y,d) = ViG(x,y) - n(x) >0,
Il est clair que
9 3JA/ - '7 d(x,00) Z2n=H(x,x) <A
(10) V4, Fe>0 tel que:
(d(x,9Q) Zrietd(y,dQ) >r et [x—y|<e)=>G(x,y) > A.
De (9) et ('10) » on déduit facilement qu'il existe p, tel que Vp = po:
(11) (xePetd(x,30) >n Viell,pl) = p(x) <0.
Dahs la suite on suppose que p = py. On écrira dx pour d(x,99).
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Soit maintenant f:R+— R+, f(s) = (2r1 — s)*, et soit X : Qr—>(R3)?
tel que

(12) X(cx) =a(X(x)) VxeQr VoéEo,

(13) X(x) = (f(dx) n(x1) ,...,f(dxe) n(xt) ,0,...,0)
sida=dx=...=dxi<dxe1 <...<dxp, avec dx < 21
(14) X(x) =0si Vie[l,p] dx; = 2n.

Pour x € 9# on définit x(t) par

x*+(t) =X (x(t))
x(0) = x,
oul x+ désigne la dérivée a droite. Soit p(t) = p(x (t)).

Utilisant (11), (4) et (5), on voit que

(15) x € 3Cp=> p*(0) < 0.
et donc Vp n'est pas nul sur 9C,. Soit ensuite
T:C,—R
x—>Min{t|x(t) € I;}.

De (11) on déduit que T(x) <1, et de (15) on déduit que T est
continue. Soit maintenant

9:[0,1]1 X Co—> Cp

x(t) si t<T(x)
x(T(x)) si t<T(x)

@ définit une rétraction par déformation équivariante de C, sur aC,
d’ou la proposition 2.

(t,x) —>

3) L'objet de cette section est d'essayer d’expliquer pourquoi
W,/ W,_1 n’est jamais contractile. Pour simplifier, nous suppo-
serons que {p =0} N {p’=0}= ¢ (sinon voir la remarque 6 et

[4]).
1° cas. Hi(Q2; Q) = 0.

Dans ce cas, on utilise ’'homologie rationelle et on omettra le Q. '
v un élément non nul de H;(Q2). On définit

Soit e, le générateur de Hy(dAps1) et e, celui de Hp(Ap,dA,). Soit

V=9
vy =vp1 @ v € Hp(QP).



12 A. BAHRI et J. M. CORON

Vp® ep-1 € Hypt (W X Apey, 0P X 3A,_1). Soit u, l'image de v,®e,_;
dans Hzp1 (W,, Wp-1) (voir II). Soit A, la proposition

Uup= 0.
On convient que u; = v, Wo= ¢. 1l est alors facile de voir que
(16) | Ay est vraie.
On va montrer:
PROPOSITION 4 - A, ;= 4,.

On aura donc Hap—1(Wp, W,y_y) = 0 pour tout p en contradiction
avec le fait que W,/ W,_; est contractile pour p assez grand, d’ou
le théoréme 1 dans ce cas.

Idée de la démonstration. Pour expliquer la démonstration, nous
commengons par un cas simple p=2. On sait (voir II) que

I; X Ay peut étre considéré comme un sous-ensemble de J?S. Notons
c .

a1 8: + @28;, I'élément de J* associé & (x;,x, a yd2) € I; X A,;. Soit
maintenant (x1,x)) € I»; t8:, + (1 — t) 8, est un chemin dans J> qui
va de 8 & 8. On fait maintenant descendre ce chemin en utilisant
le flot associé & —J’ dans la région {J > S + €}. On en déduit un
chemin dans JS+t qui va de &, & 8:,. Il est en outre facile de voir
que J(u,) = S= J'(u,) = 0; utilisant alors les proposition 1 et 2 et
le chemin précédent, on peut construire un chemin dans Q qui va
de x1 & x; et par construction ce chemin dépend continfiment de
x1 et x2. On déplace ensuite x; et x, le long de ce chemin jusqu’au
point milieu.

Récapitulons: - on a construit une application 1 de [0,11x I,
dans Q X 9 telle que:

n(0,x) =x Vxel,,
n(l,x)e{(x;,x;)eﬂxﬂlx;:xz} Vxel,,
n(t,ox) = on(t, x) Voeo,Vte[0,1],Vxel,.

Ecrivons maintenant la. suite exacte pour la paire (Q2,1,)

a b
Hz(Iz) ———)Hz(ﬂz) —-)Hz(ﬂz,lz).
L’existence de 7 nous dit que v, € a(Hi(I2)) et donc b(vi) =0;

b(v))® e: est un élément non nul de H;(Q?2 XALRXIAMUL XAY);

cet élément est invariant par o,. Il définit donc un élément non nul
de H3(Q? X A1,dA1ULL X Ay). A; est donc vrai.
- 2 -4 2 "
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Pour le cas général (p non nécessairement égal 4 2), on consi-
dére le diagramme commutatif suivant:

Ip x aAp—-l

Qr X aAp_1—.—>ﬂP X Wp-1/ Wp_2
]

(Noter que JrS /Wp_» se rétracte par déformation sur Wp_1/ Wp-2,
utiliser la rétraction et II pour construire i et j).

Notons que i se prolonge & Ip X Ap-1 (voir 1I) et donc:
(17) i*(W®6p_2) = 0 VWGH*(Ip).

On montre ensuite que j.(v,® ep,—2) a pour composante dans
Hl (QP) ® HZp-—S (Wp-l / Wp—)):

WRIY...01 4+ ...... +R®...01Qv) ® up-1

p — 1 fois p — 1 fois

et donc, si A,-1 est vraie (ce que nous supposerons dans la suite)
j+(vo ® €p—2) = 0. Utilisons (17), on voit que v, @ e,—2 n'est pas
dans l'image de k.. Donc v, induit un élément non nul ¥, dans

H,(92,1,) - 9 ® ép-1 est alors un élément non nul de
Hap1 (0P X Dpo1,97 X 3ApaUTp X Ap_y).
Cet élément est invariant par op. Il est donc non nul dans
HZp—l(Qpc?( Dp-t, 27 X aAr-lcU I, X Dpa),
r ) 4
d'ou A4,.
20 cas. Hy(Q2;Q) = 0.

REMARQUE 5 - Comme £ est connexe non contractile, on a, si
Hi(Q;Q) =0, H(Q; Q) = 0. Notons que l'on a alors Ho(Q;Z2) 0.

On ne peut plus procéder comme avant car vy ® ep—1 n'est pas
invariant par o (v étant maintenant un élément non nul de
H:(Q;Q)); de facon plus précise, si ¢ est une transposition

o(vp® ep-1) = — V@ &p-1 - v, ® €1 est donc maintenant nul dans
Hsp_l(ﬂp X Ap—l ) ﬂp X aAp-l U Ip X Ap—l ; &).
°p “p

Pour pallier & ce probleme, on travaille avec des classes d’homo-
logie 2 coefficients dans Z, et on utilise directement les espaces
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quotientés. En procédant de nouveau par récurrence, on arrive a
montrer que Hi,—1(Wp, Wy-1;Z:) = 0; voir [4]. D’ol1 le théoréme 1
dans ce cas aussi.

REMARQUE 6 - On peut voir en regardant la preuve du théoréeme
I que, en fait le calcul du changement de topologie a la traversée
du niveau pS n’est pas nécessaire; il suffit en effet de considérer
une variété compacte V incluse dans Q représentant Hi(Q; Q) ou
H;(Q;Z;) et de remarquer que, si p est assez grand, alors pour A
assez grand:

T(Z aibifa, M) < pSV (a,a) €Dy X Vo,
i=1

Ceci permet de démontrer le théoréme 1 avec trés peu de
calculs. Mais l’expression du changement de topologie devrait étre
utile pour trouver des solutions pour des £ contractiles.

REMARQUE 7 - Dans [6] T'existence d’une solution a (1) était
établie quand Q était un ouvert avec un «petit trou» (voir [6] pour
les hypothéses précises) et l'existence d’une solution a (1) sous
I'hypothése générale © non contractile était soulevée comme pro-
bleme ouvert. Le Théoréme 1 répond a ce probleme.

Nous remercions C. Taubes pour nous avoir fait remarquer que,
pour Q =R} A =J(8(a1,\) + &:(a2,))) < 28 si M a1 — a:| est grand.
On trouve d'ailleurs dans [15], pour l'’équation de Yang Mills, des
estimations d'une quantité analogue a A.

Nous remercions aussi J. Lannes pour son aide sur des points
de topologie algébrique.
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