SUL CARATTERE TOPOLOGICO DELLE STRUTTURE
DI CONVERGENZA
CON UN NUMERO FINITO DI PUNTI-LIMITE (*)

di MAurizio TROMBETTA (a Trieste) (**)

SOMMARIO. - Si caratterizzano, fra le strutture di convergenza in cui
ogni successione ha un numero finito di punti limite, quelle che
sono deducibili da topologie.

SUMMARY. - Among the convergences with finiteness of the limit set,
we characterize the topological ones.

§ 1- Preliminari

In un mio precedente lavoro ([3]), avevo lasciato insoluto il pro-
blema di caratterizzare le strutture di convergenza topologiche fra
quelle in cui ogni successione tende a un numero finito di punti-limi-
te, avendo ivi dato al riguardo solo una condizione sufficiente. In
questa breve nota, do un teorema che risolve tale questione.

Le notazioni usate qui, come in [3], sono, sostanzialmente, quel-
le di Kamiriski in [1]. In breve: dato un insieme X, indicheremo con
lettere greche minuscole i suoi elementi e con lettere latine minu-
scole le successioni con essi formate. Detta x la successione (€.), in-
dicheremo con | x| l'insieme {£,:n€ N }. La successione di termine

costante £ sara indicata con £. Scriveremo ¥ < x per indicare che

(*) Pervenuto in Redazione il 27 marzo 1985.
(**) Indirizzo dell’Autore: Istituto di Matematica Applicata dell’Universita - Piaz-
zale Europa, 1 - 34100 Trieste.
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y & una sottosuccessione di x. Dato un sottoinsieme A di X, diremo
che una successione x = (€.) finisce in A se esiste # tale che, per
n>n, etk €A.

Come ¢ noto, si dice che in X & assegnata una struttura di con-
vergenza se € assegnata una legge G che a ogni x € XN associa un
insieme G(x) c X (insieme dei punti-limite di x); scriveremo volen-
tieri x— £ in luogo di & € G(x). Se nessuna sottosuccessione di x
converge a &, diremo che x & totalmente divergente da E e scrivere-
mo x—||->&. Un punto & si dira isolato se a esso convergono tutte
e sole le successioni in cui il termine generale & definitivamente coin-
cidente con . Un sottoinsieme A di X si dird G-chiuso se per ogni
successione x, con |x| c 4, si ha G(x) C A.

Per ogni successione x = (&), definiamo I'insieme:
L(x) =U,G(y), per y <x.

Data una struttura di convergenza G su X, indicheremo con
T(G) la topologia di X in cui un insieme A & dichiarato aperto se
e solo se x =& € A implica che la x finisce in A. Viceversa, ogni to-
pologia ® su A definisce, nel modo usuale, una struttura di conver-
genza L(®). Si vede subito che se x tende a £ in G, allora x conver-
ge a & anche in L(T(G)) =LT(G) e che, in generale, non sussiste
I'implicazione opposta.

Fra le proprieta di cui pud godere una struttura di convergenza,
c'interessano qui le seguenti:

(S) — Per ogni E€ X, si ha E—E.
(F) — Se x—>E e y<x, allora y—E&.
(U) — Se x—|—>E&, esiste y<x tale che y—||->E&.

(H) — Nessuna successione converge a due limiti distinti.

(W) — Per ogni successione x, G(x) ¢ finito.

(V) — Se & (0,)—>a e, per ogni n, € %,—0,, allora & anche
(En) > .

(Co) — Per ogni successione x, G(x) & G-chiuso.

(T) — LT(G)=¢G.

La T si esprime dicendo che la struttura di convergenza G & to-
pologica o deducibile da topologie.

§2-11 teorema di caratterizzazione

E’ noto che una struttura di convergenza topologica ‘soddisfa
necessariamente agli assiomi SFUVC,. E’ altresi noto (cfr. per es.



136 MAURIZIO TROMBETTA

[2]) che una struttura di convergenza che soddisfa alle condizioni
SFUH ¢& topologica.

Vogliamo ora studiare come cambiano le cose quando si sosti-
tuisce all’assioma H la pil1-debole condizione W.

Mostreremo dapprima (Prop. 1) che gli assiomi SFUVWC, sono
indipendenti (mentre V e C, seguono subito da S e H); cid risolve,
fra Yaltro, in senso negativo una questione lasciata aperta in [3].
Proveremo poi (Teor. 4) che una struttura di convergenza soddisfa-
cente alla condizione W ¢& topologica se (e solo se) soddisfa agli as-
siomi SFUV(,.

PROPOSIZIONE 1 - Gli assiomi S, F, U, V, Co, W sono indipendenti.

Dim. Chiaramente nessuno degli assiomi S, F, W segue dagli al-
tri. Per stabilire I'indipendenza di U, basta considerare I'insieme
E=NU{a},a¢ N, con la seguente struttura di convergenza: i punti

di N sono tutti isolati; ad a converge, oltre ad o, ogni sottosucces-
sione (ni) di (n) per cui & convergente la serie formata coi reciproci
‘dei suoi termini. Tale struttura di convergenza soddisfa, oltre che
alla S e alla F, anche ad H (e quindi a V e Gp), ma non a U. L'indi-
pendenza dell’assioma V & assicurata dall’Esempio 1 dato in [3],
mentre quella della Co & provata dall’Esempio sotto riportato.

c.v.d.

EseMP10 di struttura di convergenza soddisfacente agli assiomi
SFUVW, ma non a Co. Sia X = {an:n € N}U{B, v} tutti distinti. De-
finiamo in X la seguente struttura di convergenza G. Si suppongono
verificate le condizioni S e F. L’incastro® di due successionj conver-
genti a un elemento & tende ancora a &. Gli elementi o, sono isolati.

A B converge, oltre a B, ogni successione (a;,) con (i) divergente.

In fine, B—y. La validita della W & immediata. Per provare la U,
supponiamo x—|—A. Esiste allora y<x con A ¢|y| e, mnel caso
A=, anche B¢|y|. Se& A= 8, si ha y—||>L. Sia ora L =B. Se

& v<y, si ha ?—-H—>ﬁ, altrimenti si pud pensare y = (a;,), con (in)

non divergente. Ma allora esiste k € N tale che o< y; ed & ax —[|— 8.
Proviamo ora la validita della V. A tal fine, siano x = (§1) , ¥ = (0.),

A tali che y— A e, per ogni n, &,—0,. Sempre per ogni n € N, si ha

(1) Date le successioni x = (£,) e ¥y = (8,), diremo loro incastro ogni
successione z = (¢,) per cui esistono due sottosuccessioni (in) e
(jn) di (n) con [(in)|N|(ju)| = ¢ e [(i:)|U]|(ja)| = N, per le quali
si ha (€.) = (4.) e (8.) = (¢,).



SUL CARATTERE TOPOLOGICO DELLE STRUTTURE ecc. 137

£, =0,, oppure 0, =y e £,=B. Se € A=v, da un 7 in poi, si ha
0. € {B,v} e, per gli stessi n, anche &€, €{8,v}, da cui x— . In caso
contrario, ¥ pud comparire al pit un numero finito di volte in y. E’
quindi lecito supporre v ¢ | y|. Ma ci6 implica x = y e quindi x—>.
Posto, in fine, x = (a.), si ha G(x) = {8} che non ¢ G-chiuso. Quindi
la Co non ¢& soddisfatta.

c.v.d.

LEMMA 2. - Se la struttura di convergenza G soddisfa agli assio-
mi FUW, allora, per ogni x € XN, esiste y<x per la quale é G(y) =
= L(y). (Cfr. [3], Lemma 5).

Dim. Per assurdo. Se esiste x tale che, per ogni y<x ¢
G(y) g L(y),

si pud costruire una catena di successioni Xo > X1 > X2 > ... > Xn > ...
per la quale si ha G(x.) c;:éG(x,,H),Vn. Poniamo x, = (Ens)s € y =

= (&:m). La sottosuccessione y. di y che si ottiene sopprimendo i suoi
primi n termini & anche una sottosuccessione di x,. Per le FeU, si ha
G(y») = G(y),Vn. Risulta poi, sempre per la F, G(y.) D G(x.),Vn,
da cui G(y) DU ,G(x,), che & un insieme infinito. Ma cido contrad-
dice la W.

c.v.d.
Per ragioni di comodita espositiva, Vx = (€.), definiamo I'insie-
me:
S(x)={BeX|IneN:E—B}—|x]|.

LEMMA 3. - Sia G una struttura di convergenza soddisfacente agli
assiomi FVCoW e sia x € XN. Se esistono ye€ XN e B € X tali che
y—=B8,|y|cS(x)U|x|,8¢S(x)U|x]|, allora & B € L(x).

Dim. Siano x = (€n), ¥ = (0.), B secondo le ipotesi. Se x e y han-
no una sottosuccessione z in comune, si ha z—f per la F, da cui
B € L(x). Se una tale z non esiste, non puo essere 6, € | x| per infi-

niti n, perché, altrimenti, dovrebbe esistere k € N tale che B <Yy,

da cui Ex— B, per la F, contro l'ipotesi $ ¢ S(x). Si puo dunque sup-
porre, sempre per la F, |y| < S(x). Non pud esistere un elemento p

tale che p<y. Se ciod fosse, esisterebbe k € N tale che E.—p e doven-

do essere (F)p—> B, risulterebbe & —> B per la Co, sempre contro la
B ¢ S(x).
L'insieme |y| € dunque infinito; si pud anzi supporre i 8, tutti

fra loro distinti. Per ogni n € N, esiste un i, € N tale che Ei,—>0,.
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Per la W, anche l'insieme {&;,} deve essere infinito; possiamo sup-
porre anche tali elementi tutti distinti. Esistono quindi due succes-

sioni crescenti di indici (i) e (in) tali éhe i, k—->9,,,‘,‘v’k € N. Sia
u= (0y,)<y; 2= (E,-,,k)<x. Per la F, ¢ u—f, da cui z-58, per la
V, ossia § € G(z) < L(x).

c.v.d.

TeOoREMA 4. - Condizione necessaria e sufficiente affinché una
struttura di convergenza verificante 'assioma W sia topologica é che
essa soddisfi alle condizioni SFUVC,.

Dim. Basta provare la sufficienza. Sia dunque G una struttura
di convergenza soddisfacente alle condizioni SFUVC,W. Siano poi
x= (€:) € X¥,a € X, con x—|~>a. Dobbiamo provare che esiste un
T(G)-intorno di a in cui x non finisce. Per la U, esiste y<x, con

y—||->a. Supponiamo y =x. Non pud essere a<x: supponiamo

anzi a ¢ |x|. Per la V, non pud nemmeno essere &,—>a per infiniti
n ; supponiamo anzi che ci6 non si verifichi per alcun n. Per il Lem-
ma 2, esiste z<x per cui & G(z) =L(z). Si ha ancora z—||—>a e
a¢|z|US(z)UG(z) =Y = |z|US(z) UL(z). Se proviamo che Y & G-
chiuso, X — Y & un T(G)-intorno di « in cui non finisce Z e quindi
nemmeno x. Supponiamo dunque ¥ non G-chiuso. Devono allora esij-
stere u = (8,) € XN e B € X tali che: |u|cY,u—8,8¢ Y. Proviamo

intanto che non puo esistere pe Y con p<u, da cui e—> 8. Infatti,
non puod essere p € |z|, perché si avrebbe B e S(z) cY; non puod

essere B e S(z), perché esisterebbe &c€|z| con Er—p, da cui

E.—B, per la Co, e ancora $ € S(z); non pud essere p € G(z), essen-
do G(z) G-chiuso per la Co. Dunque |u| deve essere infinito; possia-
mo anzi pensare i 8, tutti distinti. Essendo G(z) finito per la W, &
lecito pensare G(z)N|u|=@. E’' dunque |u|c|z|US(z). Per il
Lemma 3, si ha B e L(z) = G(z) c Y. Si arriva cosi a un assurdo.

‘ c.v.d.
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