SELEZIONI CONTINUE ED EQUAZIONI
DIFFERENZIALI MULTIVOCHE (*)

di T1ziANA CARDINALI e ANTONELLA FiaccA (a Perugia) (**)

SoMMARIO. - Si dimostra Uesistenza di soluzioni per il problema
x’€F(t,x), x(0) =0, ove F & una multifunzione a valori nei
sottoinsiemi compatti, non vuoti, di un sottospazio X < R", lo-
calmente compatto. Il risultato ottenuto contiene strettamente
i teoremi di esistenza conseguiti in [4] e [5] e ne estende altri.

SUMMARY. - The existence of solutions for the problem x’e€ F(t, x),
x(0) =0, where F is a multivalued mapping taking as its va-
lues nonempty compact subsets in a locally compact subspace
X C R, is proved. The main result contains strictly some
existence theorems ([41, [5]).

§ 1. Introduzione

Molti Autori ([1]1,2,3, [2], [3], [4], [5], [611.2, [7]1, [8]) si sono
occupati dell’esistenza di soluzioni per il problema

x’eF(t x)
(1.1) {x(to)=xo,

ove «F» & una multifunzione definita in un insieme di R»+! conte-
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nente il punto (%, x0) e a valori in una famiglia, non vuota, di sot-
toinsiemi non vuoti di R».

Altri Autori ([9]4,2, [10], [11]s,2, [12]) hanno studiato il pro-
blema in spazi di Banach.

H. Kaczynski-C. Olech [4] hanno considerato il problema (1.1)
nel caso in cui «F» & una multifunzione definita in [0,1] X R” e a
valori in una famiglia non vuota di sottoinsiemi compatti di R”, pro-
vando che una soluzione del problema esiste se:

i) F(-,x) ¢ misurabile, Vx e R";
ii) F(t,-) & continua, Vte[0,1];

iii) esiste una funzione sommabile «:[0,1]— R* con la proprieta:
yeF(t,x)=|y| <a(t), qo. in [0,1], Vx e R~

In [5] viene studiato, in un diverso contesto, il problema (1.1),
di cui l'esistenza di soluzioni & conseguita senza l'ipotesi iii), banal-
mente verificata.

Recentemente A. Bressan [7] ha provato, nello stesso contesto di
cui in [5], che il problema (1.1) ha soluzioni se la multifunzione
«F» ¢ semicontinua inferiormente.

Noi qui abbiamo ripreso in esame il problema (1.1) nel caso in
cui «F» & una multifunzione definita in [0,7] X B, ove «B» & un
chiuso di R* contenente la boccia B[0,7],7 >0, e a valori in una
famiglia non vuota di compatti non vuoti di un sottospazio local-
mente compatto di R”: abbiamo conseguito un Teorema di selezione
(cfr. Teorema 2) e un Teorema di esistenza (cfr. Teorema 3).

Per noi una soluzione del problema esiste se:
j) F(-,x) € misurabile, Vxe B;

ij) F(t,-) & semicontinua inferiormente e ha grafo chiuso,
VteI=1[0,T];

jjj) esiste una funzione sommabile «:7—>R+, con [ Ta(t)dt<r,
con la proprieta:
yeF(t,x)=|y||<a(t), go.in I, VxeB.

Poiché ogni multifunzione con le proprieta richieste nei Teoremi
di cui in [4] e in [5] verifica le ipotesi del nostro Teorema di esi-
stenza ed esistono peraltro multifunzioni che verificano le ipotesi
della nostra proposizione ma non quelle dei citati Teoremi (cfr. qui
Osservazione 2), il nostro risultato contiene strettamente i Teoremi
di H. Kaczynski - C. Olech e di H. A. Antosiewicz - A. Cellina. Esso
inoltre estende il Teorema di esistenza conseguito da A. Bressan in
[7], nel senso che esistono multifunzioni che verificano le ipotesi
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del nostro Teorema di esistenza ma non quelle della citata proposi-
zione di A. Bressan (cfr. qui Osservazione 3). Infine, nel caso di
spazi euclidei, essa contiene strettamente il recente Teorema di esi-
stenza di M. Kisielewicz [12] (cfr. qui Osservazione 4).

§ 2. Siano I lintervallo non degenere [0,7], p la misura di
Lebesgue su I, X un sottospazio di R" e {comp X} la famiglia non
vuota dei sottoinsiemi non vuoti e compatti di X.

Per ogni coppia di insiemi A, B € {comp X}, sia D(4,B) la di-
stanza di Hausdorff di A e B.

Indichiamo con B [A4,¢] l'insieme B[A,e] ={b:d(b,A) = ¢}, ove
d(b,A) = in;fll b—all ell-]|] &€ una norma in R, e con A (A) il dia-

metro dell’insieme A.

Essendo inoltre C(I) e L!(I) gli spazi di Banach delle funzioni
u: I —- R rispettivamente continue e integrabili secondo Lebesgue,
indichiamo con || - ||e e || - || le relative norme.

La multifunzione F:1 X R"— {comp X} & detta (cfr. [7]) «semi-
continua inferiormente» in I X R” se:
(SI) Vel xR", Ve> 0,38 =35(g,2) >0 con la proprieta:

F(z) € B[F(z),e]l, VzeI X R®» con® d(z,20) =8§.
Una soluzione del problema

x eF(tx)
2.1) {x(O) =0

¢ un’applicazione x:I—R" assolutamente continua (A.C.) con le
proprieta:

(2.21) x'(t) e F(t,x(t)) q..in I,
2.2,) x(0)=0.

§ 3. Sussiste il seguente

LemMA 1 - Siano H un sottoinsieme chiuso di I =[0,T], B un
sottoinsieme chiuso di R" contenente la boccia B[0,r],r >0, e
F:H X B—{comp X} una multifunzione con le proprieta:

i) «F» sia semicontinua inferiormente in H X B;

ii) esista una funzione o:I—>R*, a € L'(I), con J'ga(t) dt <, tale

(1) Qui «d» ¢ la metrica in I X R",
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che:
yeF(t,x)=||y||<a(t), VxeB, g.o. su H.
In queste ipotesi, posto
HK={u:I-R", ue(AC.), u(0) =0, ||u'(t)|]| < a(t) g.o. in I},
e fissati uoe K e e,¢’ > 0, esistono un numero p >0 e un compatto
E C H con le proprieta: '
(31i) wH-E)<?¥,

(3.12) F(t,uo(t)) S BIF(t,u(t)),el, Vue X con ||u—wl||e<op,
VteE.

Si vede facilmente che la multifunzione t+> F(t, uo(t)) ¢ semi-
continua inferiormente e quindi (cfr. [9]., Corollario III.3) misu-
rabile. Esiste allora (cfr. [13], Teorema 4.2) un compatto E € H,
con p(H — E) < ¢, tale che la restrizione della predetta multifun-
zione all'insieme E € continua. Pertanto, in corrispondenza di ¢/2>0,
esiste un numero ¢ = o¢(g/2) > 0 con la proprieta:

(3.2) D(F(ti,uo(t1)),F(t2,u(t2))) <e/2,Vti,t2€ E con l t1—1 |< c.
D’altra parte, essendo l'insieme Eo = { (¢, uo(t)) ,t € E} Acompatto,

[+]
¢ possibile ricoprirlo con un numero finito di bocce aperte B;,
i=1,...,m, con centro nei punti (t;,us(t:;)),t:€ E, e raggio p;,
pi < 0, scelto, come in (S.I.), in corrispondenza di ¢/2 e (t:,uo(t:)).

Se teE e (tx) (—:1%,-, per qualche i, dalla (3.2) e dalla (S.I.)
segue:
(33)  F(t,u(t)) S BIF(t:, ua(t:)),¢/2]1 € BF(t,%), €],

Scelto ora p > 0, tale che:

(34) BlE,elc B,

per ogni u € H con ||u — us||e < p e per ogni ¢ € E, tenendo presente
(3.3) e (34), segue:

(3.5) F(t,uo(t)) S B[F(t,u(t)), <], cv.d.

Proviamo ora una proposizione che utilizzeremo pilt avanti per
conseguire il Teorema 2.

TEOREMA 1. - Siano verificate le ipotesi del Lemma 1. In queste
condizioni esiste un’applicazione continua g: ¥ — L!(I) tale che, per
ogni u €N, risulta g(u)(t) € F(t,u(t)) q.o. in H.
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Dal Lemma 1, per ogni u € £ e in corrispondenza di ¢ =¢' = 2-,
esistono un numero py = po(u#) >0 e un compatto Eo= Eo(u) S H
tali che:

(3.6) p(H — Eo(u)) <27,
(37) F(tyu(t)) < BI[F(tidi(t)),2-'], ViaedN,|u—ille <po,VteEp.
Poiché & ¢ compatto (cfr. [14], Lemma II), & possibile ricoprirlo
con un numero finito di bocce aperte U9 = B [u?, po(u?)/2],i=1,...No.
Sia ora {p°}i=1,...,v, una partizione continua dell'unita subordinata
a questa copertura. Determinata una funzione misurabile Vol H— R~
i=1,...,No, tale che v{(¢) € F(t, u;’(t)), te H (cfr. [13], Teorema
5.1), dallipotesi ii) segue che v? e LY(I).

Se poniamo:
(3.8:) A* =Eo(u?),A>-=H - A°*,i=1,...,No,
risulta:
3.9) w(A*) 2 h —2-1,u(A?") <21, ove h & la misura di H.

No

Sia ', ={\ =().1,...,7»N ), 0SM<h,XZM=h} Per ogni )LeIN
° i=1

costruiamo per induzione una partizione (J ;’(l) ye ..,J; (\)) dell'in-

sieme H: supponiamo cioé che sia stato definito J °(\) per ogni
k < i e costruiamo l'insieme J;’ (\). Posto:

(3.10) Y°(M) =H — kU.J;"()V) ;YY) =Y2\) NAc+,
<i ,
Yo-(h) = Y?()v) nAg-,
e definita 1'applicazione 12N :Y:? (A)—R, cve

w([0,21NY9+ (M) se t €Yo ()),

@.11) 9y, (1) = {u([O, tINYe- (M) + (Y2 () se t€ Yo (M),

sia:

(312)  Jen) =02 ([0, M),
Per ogni u € i, definiamo Y°(u) ,92,,J2(u) come in (3.10), (3.11)
e (3.12), ove si assuma l:(hp‘l’(u),...,hp‘;v (u)).

Costruiamo poi la funzione g,: — L!(I) ponendo:

No
(3.13)  gofu)(t) = { Z* 2w () Vi(t)  seteH,

Q setel —H,
ove Qe X e ¥ 7% ¢ la funzione caratteristica di J g( u).
1
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Da (3.7) e (3.8,) segue che:
(3.14) d(go(u)(t),F(t,u(t)))< 21,

No
Vte U (JO(u)NAM) —Vou®,Vued.
i=1

Proviamo ora che l'applicazione g,: { — L!(I) € continua. Intan-
to, per ogni P,P<TI%, con A(P)<8§,8 >0, andiamo a definire i
due insiemi

(315) A ={teH:3i,IN,MNeP contel(r),t¢IN)},
(316) Ar={teH:3N,N€P con telo(h),t¢Jo(N)}.

No
Risulta A = U A e, per essere i(Ax) < k8, segue:
k=1
(3.17) p(A) <£(No)*s.

Poiché peraltro « € L!(I), esiste un numero y = v(e/No,) > 0 tale
che, per ogni insieme F con pu(F) < ¥, si ha Jp.a(t)dt <e/No, ed es-
sendo equicontinua la famiglia { p‘l?},-=1,...,~° , esiste un numero
8" > 0 con la proprieta:

| po(u) — p2(v)] < ¥/h(No)¥*, Yu,ve & con ||u—vle<s,
Vi=1,...,No.

Sia ora Vc & con A (V) < 8&". Posto:
W={)vel‘”a:)v=(hp‘l’(u),...,hp§°(u)),ueV},
¢ A(W) <v/(No)*; pertanto (cfr. (3.17)) segue:
(3.18) p({teH:3i,3u,veV con te]:.’(u),tq’s];’(v)}) <v.

Infine, per ogni u,v € ¥, con ||u — v||e < &, risulta per I'appun-
to (cfr. (3.13,) e (3.18)):

(3.19) || go(v) — go(W)||' = J, || golu) () — go(v) (t)|| dt < &.

Costruita cosi un’applicazione continua g,:J¥—L!(I) con la
proprieta espressa da (3.14), andiamo a costruire un’applicazione
continua g;:d— L!(I) con le proprieta (3.24;) e (3.25;). Siano in-
tanto p1=p1(u) >0 e E; = Ei(u) € H scelti come nel Lemma 1 in
corrispondenza di u € & e di e =¢’ = 272, Inoltre, con lo stesso pro-
cedimento seguito per giungere alla (3.18), & possibile determinare
un numero T > 0 in modo che risulti:

(2) Abbiamo posto:
No
Vo, u— Mo,u N (l—Jl A:.H' ):
ove M,,. € I'unione degli insiemi J 0 (u) aventi misura nulla.
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3.20) p({teH:3i,3u,veV con teJ‘i’(u),t¢J‘;(v)}) < 2-1
VVcH con A(V) <.
Posto:
(321) 0< Ai(u) < Vamin{ti,p1(u)}, ue &,
sia:
{Ul= B [ul, Ar(ul)I}iet,... 5

una copertura aperta del compatto &, e {p!}i=1,...,n, una partizione
continua dell’'unita ad essa subordinata.

La multifunzione Rg :H— {comp X}, ove

F(t,u;(t))NB[{go(u})(t)},2-'] se t € H— Wo(ul)®,

R:(t):-{F(t'u:(t)) se tewo(u:);

¢ misurabile ed esiste pertanto (cfr. [13], Teorema 5.1) una funzio-
ne vi: H—>R" con le proprieta: .
(3.22) wvi(t)eF(t,ul(t)),VteH,
(3.23) || vi(t) — go(ul) (t)|| <2-!,VteH — Wo(ul!).
Poniamo anche qui, Vi=1,...,N1,
(3.8) A =Ei(ul) Al-=H— A+,
e definiamo Y,!(“)’q’li u,J1i(u) come in (3.10), (3.11) e (3.12) ove si
assuma A = (hp}(u),;..,hp}h(u)),uec’}f.

Sia poi gi: H— Li(I), ove

Q setel —H.

Imitando il procedimento seguito per giungere alla continuita
di «go» e alla (3.14), si prova che «gi» & un apphcazmne continua e
che: v

(3.241) d(gi(u)(t) ,F(t,u(t))) < 22

g |
Vie U (J{u) NAL) — V1i.®, Vuedl.

N :
(.131)  gi(u)(t) = {,.EIX sl (1) - vi(t) seteH,

Proviamo ora che risulta:

() Indichiamo Wo(ul) ={t€H: d(go(ul)(t) F(t ul(t))) > 2-1}.
(4) Abbiamo posto:
Vl,u = Ml,un (91A3+)’

ove M. ¢ I'unione degli insiemi J : (u) aventi misura nulla.
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(3.25%1) wp{tel:d(gi(u)(t),go(u)(t))>2"1})<2,Vued.
A tale scopo, fissato u € & e posto
J(u) ={i,1 S i< Niipl(u) > 0},
sia:

(326) Si= Wo(ul) ®.

U
iedi(u)
Poiché l'insieme F;= {u,ut! :i€Ji(u)} ha diametro minore di
71 (cfr. (3.21)), da (3.14) e (3.20), tenendo presente che (cfr. [7],

No
Teorema 1) u(pl(]g(u)ﬂA?-)) <2-1,Vued, segue:

321 wS) <u(Y (U @emnas)) <.
Posto poi:
Di={teH: i€ Ji(u) »8o(ul) (t) = go(u) (1)},

per ogni t ¢ S;UDi UMy, @ risulta gi(u)(t) = vi(t), j € §i(u); pertan-
to, dalla (3.23) segue:

(3.28) d(gi(u)(t),go(u)(t)) = d(vi(t),g(ui)(t)) <271,
da cui, essendo pu(S1UDUM,.) < 2 (cfr. (3.20) e (3.27)), si consegue
per l'appunto la (3.25;).

E’ subito visto che, per ogni n > 1, & possibile costruire una
applicazione g,:H —> L!(I) continua e con le proprieta:

(3.24:) d(gn(u)(t),F(t,u(t))) <2-1,
Vel (77 ()N AP) = Vou, Yued,
(3.25:) w({tel:d(gu(u)(t),gn-1(u)(t))>2-"}) <22 Yue.

Dalla (3.25.) segue che la successione {g.(u)}. converge q.0. in
I a una funzione g(u), Vue o (cfr. [16], Teorema 7.6) e poiché

(3.29) || ga(u)(t)|| < a(t) gqo.inI,VneN,
ove

~ . [a(t) se teH,
“(”—{uou se tel—H,

(5) Abbiamo posto anche qui:
Ny
Vn,u o= Mn,un (!1 A:H‘) )
ove M,. & l'unione degli insiemi J " (u) aventi misura nulla,
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la predetta successione converge in L!(I) alla funzione g(u) € L\(I).
Essendo tale convergenza uniforme rispetto a # € #, I'applicazione
g:H—LY(I) ¢ continua.

Proviamo infine che g(u)(t) € F(t,u(t)) q.0. in H: basta osser-
vare che la funzione t—d(g(u)(t),F(t,u(t))) € misurabile, che
a € L1(I) e che (cfr. [7], Teorema I)

N,
pL(_U1 (J;I(u) ﬂAi"-)) <2-m+) ¥YneN.
Risulta infatti:

(3.30) f,d(g(u)(t),F(t,u(t)))dt<
< minlimf, d(ga(u)(t),F(t,u(t)))dt <

71— + oo

<minlim{2-»1u(H) + 2 fa(t)dt}<e,Ve>0,

<~ + oo
Nn
ove l'ultimo integrale ¢ esteso all’insieme _Ul (J " (u) ﬂAl?— ).
1=

Poiché l'insieme F(t,u(t)) € chiuso, segue infine che
g(u)(t) e F(t,u(t))
q.0. in H, cwv.d.
Siamo ora in grado di provare il seguente

TEOREMA 2. - Siano B un sottoinsieme chiuso di R" contenente la
boccia B[0,r],r >0, X un sottospazio localmente compatto® di
R" e F:I X B—{comp X} una multifunzione con le proprieta:

j) F(.,x) sia misurabile, Vx € B;

jj) F(t,.) abbia il grafo chiuso e sia semicontinua inferiormente,
Vtel;

T
jjj) esista una funzione a:I—>R*, a€ L'(I), con fa(t)dt <r, tale
0
che

yeF(t,x)=||y||<a(t), go. in I,VxeB.

In queste ipotesi, esiste una funzione continua g:f—> L'(I) con la
proprieta g(u)(t) € F(t,u(t)) qo. in I,Vue X.

(6) La richiesta che X sia un sottospazio localmente compatto di R”
€ piu generale della scelta X = R, Infatti, il caso X = R" & pre-
visto dal nostro Teorema 2; d’altra parte, la multifunzione con-
siderata pilt avanti nell’Esempio 2 verifica le ipotesi del nostro
Teorema 2, laddove queste non sono piu verificate (precisamente
quella di grafo chiuso) se X = R. *
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Intanto osserviamo che esiste (cfr. [6];, Teorema 4.1) una suc-
cessione crescente {P,}, di insiemi chiusi P,c I, con p(I — P,) <2-7,
tali che la multifunzione F, = F /(P, X B) sia semicontinua inferior-
mente. Per il Teorema 1 esiste allora una funzione continua
gn:H— L1(I) con la proprieta:

(3.31) gu(u)(t) € Fuo(t,u(t)) qo. in P,,Vue X.
Costruiamo la successione {A.}. di insiemi disgiunti, ove
Ai=Py; Apy1 = Pyy1 — Py, neN.

Definita la funzione

giur>g(u)(t) = X galu)(t) %, (1), ued,

ove Ao =1 — GAn e g(u)(t) =0, Vt € A,, osserviamo intanto che
n=1
g(u) € L'(I), in quanto limite puntuale della successione {fi}+, ove

k
(3.32) fu(t) = {,El gn(u) () XAn(t) se t € Py,
0 setel — Py.

Per essere poi p(I — DIA,,) = 0, risulta:
n=

(3.33) g(u)(t) e F(t,u(t)) qo.inI,VueX.

Resta da provare che la funzione g: & —> L1(I) & continua. Infatti
sia 8 = 8(e/4) > 0 con la proprieta:

(334) w(F)<8=[_a(t)dt<e/4.
Essendo poi &« € N tale che:
(335) wlI-UA)<s, n>k,
k=1

per la. c?ntinuité di "g¢”, esiste un numero & = 8:(e/2k) > 0 con la
proprieta:
(3.36) fA | ge(w) (t) — ge(w) (1) || dt < ||gk(u) — ge(w)||» < e/2k,
Vu wed con ||u—wl|e < 8.
Posto mfme 8 =min{?d k} k=1,... 7% tenendo presente (3.34),
(3.35) e (3.36), risulta:

: k
(337 [lgw) —gw)llz< 7, llaw () ~ gulw) (1)) dt +
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+2f 7 et)dt<e,Vu,wedl con ||u—wle<?¥, cvd.

I-y A
k=1

k

OSSERVAZIONE 1. - Osserviamo che la definizione di semicontinui-
ta inferiore da noi qui utilizzata &, nel contesto in cui ci siamo posti,
equivalente a quella cui si riferiscono C. J. Himmelberg - F. S. Van
Vleck in [6]: e C. Berge in [17].

Sussiste infine il seguente

TEOREMA 3. - Nelle ipotesi del Teorema 2 esiste una soluzione
del problema (2.1).

Sia g:d — L'(I) una funzione continua tale che (cfr. Teorema
2) g(u)(t) e F(t,u(t)) qo.in I,ue &.

Per ogni u € A consideriamo la funzione #(u) : I— R" definita
ponendo:

h(u)(t) :oftg(u)(s) ds , Vtel.

Poiché l'applicazione h: {— & & continua nell'insieme & com-
patto e convesso, esiste per il Teorema di Schauder una funzione
i € & tale che h(it) = @i, e quindi:

4(0)=0; a'(t) =g(a)(t) e F(t,ii(t)) q.o. in I,cv.d.

OSSERVAZIONE 2. - Il nostro Teorema 3 contiene strettamente i
Teoremi di esistenza ottenuti da H. Kaczynski - C. Olech in [4] e da
H. A. Antosiewicz - A. Cellina in [5]. Infatti, & subito visto che ogni
multifunzione con le proprieta richieste nei citati Teoremi verifica
le ipotesi del nostro Teorema di esistenza (cfr. [13], Teorema 2.5);
d’altra parte esistono multifunzioni che soddisfano le ipotesi della
nostra proposizione ma non quelle dei Teoremi di cui in [4] e in [5],
come si vede esaminando rispettivamente i seguenti due esempi.

ESEMPIO 1. - Sjano I =[0,1],B=X=R e F:I X R {comp X}
definita da:

_ [{o}u{1/x} se (t,x) €{0} X 10,4+ o [,
F(t,x) = {{0} altrove.

Esemp10 2. - Siano I=1[0,1], B=[~-1,1], X=[-1,1[ e
F:I X B—>{comp X} definita da:

_ [{o}u{x} se (t,x) e [0,11 x [—-1,1[,
F(t,x) = {{0} altrove.

OSSERVAZIONE 3. - Il nostro Teorema 3 estende inoltre un analo-
go Teorema conseguito da A.Bressan (cfr. [7], Teorema 2) nel senso
che esistono multiapplicazioni che verificano le ipotesi della nostra
proposizione ma non quelle del Teorema di A. Bressan, come si vede
dal seguente
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EseMP10 3. - Siano I =X =[0,1], B=[-1,1] e
F:I X B—{comp X} definita ponendo:

_[{s} se (t,x)e[0,1[ x[-1,1],
F("x)—{{()} se (tx)e{l}x[—1,1].

OSSERVAZIONE 4. - Osserviamo infine che, nel caso di spazi eucli-
dei, le ipotesi del nostro Teorema di esistenza risultano effettiva-
mente pitt deboli di quelle fatte da M. Kisielewicz in [12] (cfr. Os-
servazione 2, Esempio 1).
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