PROBLEMI DI CAUCHY REGOLARI E SINGOLARI
PER UNA CLASSE DI EQUAZIONI DI TIPO MISTO
CON DATI SULLA LINEA PARABOLICA (*)

di Macpa LescHIuTTA RoLANDO (a Torino) (*¥*)

SoMMARIO. - Si studia I’equazione
(1+X2)Zxx+ (1 —=Y?) Zyv+ p(XZx — YZx) =0
nel semipiano Y = 1 per ogni valore reale di p.

SUMMARY. - The equation
(14 X2)Zxx + (1 —Y?) Zyy + p(XZx — YZx) =0
is analysed for every real p in the half plane Y = 1.

1. - Introduzione

Si considera l'equazione
(1+X2)Zxx + (1 = Y?) Zyy + p(XZx — YZx) = 0,

che d’ora in poi chiameremo equazione (1), con p parametro reale.
Essa fu introdotta da S. Nocilla in [1] con lo scopo di eliminare la
polidromia che si presenta nello studio del flusso transonico attorno
a profili alari con metodo odografico. E’ di tipo ellittico per |Y | < 1
ed iperbolico per |Y | > 1. Le sue caratteristiche sono archi di iper-
boli equilatere di equazione

11) Y+ -1)"2=C[(X+1) £X].

(*) Pervenuto in Redazione il 29 luglio 1983.
(**) Indirizzo dell’Autore: Dipartimento di Matematica del Politecnico di Torino -
Corso Duca degli Abruzzi, 24 - 10100 Torino.
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Esse son tangenti alla linea parabolica Y = 1 che ¢& essa stessa una
caratteristica. Nel caso p = 4/3 S. Nocilla [3], riconducendo I'equa-
zione in esame all’equazione di Tricomi e sfruttando i risultati gia
noti per questa ultima, ha determinato una soluzione per I’equazione
(1) nell'ipotesi che la curva portante i dati sia un segmento della
linea parabolica ¥ =1 e che nei soliti dati di Cauchy si sostituisca
al valore della derivata normale il valore del limite di (1 — Y )3 Zy
(per Y—>1+4).

Nel presente lavoro viene studiata 1'’equazione predetta nel se-
mipiano Y = 1 per tutti i valori reali di p al fine di stabilire come
possa essere posto il problema di Cauchy con condizioni sulla linea
parabolica Y =1 affinché il problema ammetta soluzioni. Tali condi-
zioni sono del «tipo di Cauchy» nel senso che involgono i valori del-
la funzione e della sua derivata normale, non pero soltanto nel senso
tradizionale di Cauchy, in quanto vengono esaminati e discussi an-
che i casi in cui i valori suddetti della funzione o della derivata
normale diventano identicamente infiniti su un segmento di linea
parabolica.

A tale scopo mediante la sostituzione
(1.2) U= —XY — (X2 4 1)¥2 (Y2 — 1)12,
. {v:—XY+(X2+1)1/2(Y2——1)1/2

I'equazione proposta viene ricondotta all’equazione di Euler-Poisson-
Darboux

02z B 9z o0z

uov u-—v ou 812)=0

(1.3) E(B,B) =

con § =% (p —1); partendo poi dalle note formule che danno una
soluzione di E(B,f) dipendente da due funzioni arbitrarie si intro-
ducono sulla Y = 1 dati di Cauchy «singolari» imponendo condizioni
del tipo

(14) Z(X,Y) ~f(X)(Y —1)-",Zy(X,Y) ~ g(X) (Y — 1)-*
(per Y—>1 +)

con f(X) e g(X) indipendenti fra loro e % e k costanti > 0 dipen-
denti da p.

Si pud osservare che mediante il cambiamento di variabili

(1.5) XY =—x, (X24+1)(Y2—1) = (2 — p)2y2-2)

che muta la regione iperbolica |Y | > 1 del piano (X,Y) nella regio-
ne y?2-7 > ( e dove il parametro p & legato ad r dall’eguaglianza

(16) r=2(p—1)/(p—2)

I'equazione (1) si muta nella
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17) Zx—y2yy=0

le cui caratteristiche hanno equazione
y=xW(2 —7r) (x — x,)¥2-7) se r=2
y = exlx—%) se r=2

dove si deve scegliere il segno + se x > x, e il segno — se x < x,.
Si tratta di una equazione del primo tipo misto se — o <7 <0,
del secondo tipo misto se 0 < r < 2, mentre per f = 2 la linea para-
bolica y = 0 & asintoto per le caratteristiche. Il problema di Cauchy
con dati sulla linea parabolica per equazioni del tipo (1.7) & stato
gia studiato dai vari Autori. Fra questi si ricordano F. G. Tricomi
per r = — 1 [4]; M. Cinquini Cibrario [5] per » = 1; G. Seita [6] per
0<r<2; S. Nocilla ed E. Longo Marcante [7] per — e <7 <0
e ancora E. Longo Marcante [8] per 0 < r < 2. M. Cinquini Cibrario
e G. Seita si limitarono a studiare la soluzione nulla sulla linea pa-
rabolica, mentre E. Longo Marcante studido soluzioni soddisfacenti
condizioni del tipo:

2(x,0) =1(x) ; 2,(x,0) =v(x) per 0<r<1

2(x,0) = v(x) ; lir%y‘-’zy(x, y) = k1" (x) per 1<r<?2
y=

dove T e v sono funzioni arbitrariamente assegnate e k € una oppor-
tuna costante dipendente da r, senza peraltro fornire una trattazione
completa dei casi presi in considerazione.

La corrispondenza (1.6) esistente fra p ed r si riflette nella for-
mulazione del problema nel senso che per 0 < p< 2 (cui corrispon-
de — o <r < 1) le due condizioni di Cauchy possono essere asse-
gnate indipendentemente una dall’altra perd mentre per la (1.7) le
condizioni sono regolari, per 1a nostra equazione (1) la Zy(X,Y) sulla
linea parabolica diverge come (Y —1)?2, Per p=0,—-2,—-4,—6...
si assegnano per la (1) condizioni regolari, ma una identicamente
nulla e cid corrisponde per la (1.7) ai risultati ottenuti da M. Cinqui-
ni Cibrario [5] e G. Seita [6]. Inoltre per tutti i valori reali di p si
risolve il problema di Cauchy con dati del tipo (1.4) regolari o sin-
golari ma con f(X) e g(X) legati fra loro da relazioni di vario tipo.
Nei casi p <0 (problema regolare) e p > 2 (problema singolare)
rimane la possibilita di imporre anche altri tipi di condizioni. Per
I'equazione (1.7) il caso delle condizioni dipendenti fra loro & stato
trattato solo da E. Longo Marcante [8] per 1 < 7 < 2. Per I'equazio-
ne (1) emergono poi due casi particolari (p =0 e p =2) nei quali,
oltre a soluzioni soddisfacenti condizioni del tipo precedente, si pos-
sono determinare anche soluzioni che presentano sulla retta Y =1
una singolarita di tipo logaritmico e precisamente per p =0 si de-
terminano soluzioni soddisfacenti le condizioni:
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. Zy(X,Y) -
. , =f(X); 1 2T = (X2
(18) Z(X,Y) = f(X) inR, Tog (Y — 1) 2(X2 4+ 1) f7(X)
con f(X) di classe C® e per p =2 si determinano soluzioni soddi-
sfacenti le condizioni:

im ZY(XY) _ g —1)Zy(X.Y) =
(1.9) yllrﬁlog(Y—l) ylil;li (X —-1)Zy(X,Y) = f(X)

con f(X) di classe CO,

Pero per r =0 l'equazione non € pitt di tipo misto, in quanto
degenera nell'equazione di d’Alambert zZ: — zyy = 0.

Scopo principale del presente lavoro & di dare sistematicith alla
trattazione e colmare le lacune esistenti. Cido viene fatto esaminando
tutti i casi, al variare del parametro p intero e non intero per sta-
bilire come debbano essere poste le condizioni al contorno sulla
linea parabolica affinché il problema ammetta soluzioni, e ricavando
esplicitamente dette soluzioni. Cosi facendo si considerano per I'equa-
zione (1) anche i casi che per la (1.7) non sono stati trattati o per
mancanza di indagine o perché degenerano nel senso precisato sopra.
I risultati ottenuti sono indicati riassuntivamente nelle tabelle finali.

La sostanziale differenza fra l'’equazione (1) qui considerata e
la (1.7) consiste nel fatto che, mentre per la prima le caratteristi-
che sono fisse al variare di p, per la (1.7) le caratteristiche variano
con p. Cio permette, nel primo caso, che & quello oggetto del pre-
sente lavoro, una trattazione sistematica e completa del problema,
mentre per la (1.7) non & possibile fare altrettanto in quanto per
r 2 2 il triangolo caratteristico degenera.

Per quanto riguarda il metodo seguito in questa trattazione, si
utilizza, come gia detto, la teoria relativa all’equazione E(B,8) che
fornisce al variare di $, soluzioni che dipendono generalmente da
due funzioni arbitrarie e, come € noto, bisogna distinguere i casi:
B intero negativo o nullo; 8 €]0,1[; B intero positivo; 8 non intero
enon €]0,1[.

Se 8 non ¢ intero si deve osservare che, nei casi particolari in
cui sia =% xmn con n=20,1,2,... la soluzione ottenuta dipende
sostanzialmente da una sola funzione arbitraria. E’ pur tuttavia an-
cora possibile scrivere in altro modo la soluzione dipendente da due
funzioni arbitrarie, come ¢ esplicitamente riportato in [2].

Ritornando all’equazione (1), nel presente lavoro si sfruttera
opportunamente l'arbitrarietd delle funzioni suddette per imporre le
condizioni volute. L’operazione ¢ pero delicata nel senso che richie-
de una preventiva analisi critica delle espressioni della Z(X,Y) e
della Zy(X,Y) in prossimita della linea parabolica Y = 1. Da tale
analisi emerge la necessita di suddividere i vari intervalli considerati
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al variare del parametro § in ulteriori intervalli relativamente al pa-
rametro p. Si ottiene cosi, per ogni valore di p, una soluzione
Z(X,Y) dell'equazione proposta tale che lim (Y —1)"Z(X,Y) e

Y->1+

lim (Y —1)*Z,(X,Y) dipendono da una o due funzioni arbitrarie
Y- 1+

e mediante una oculata scelta di tali funzioni si possono imporre
condizioni del tipo (1.4) per tutti i valori reali di p. Una circostanza
del tutto speciale emerge nei casi p =0 (cui corrisponde f§ = — 1)
e p=2 (cui corrisponde § = %) in quanto la soluzione dipendente
da due funzioni arbitrarie presenta in entrambi i casi una singola-
rita di tipo logaritmico sulla linea parabolica. Cid consente di risol-
vere il problema con condizioni del tipo (1.8) se p=0 e (1.9) se
p = 2. In questi due casi ¢ perd sempre possibile, come detto, risol-
vere anche il problema con condizioni del tipo (1.4). E’ da notare
che, mentre per p intero dispari (cio¢ f intero) la soluzione pilu
generale dell’equazione (1) dipende da due funzioni arbitrarie U(u)
e V(v) di argomenti diversi u e v dati dalle (1.2), in tutti gli altri
casi detta soluzione dipende da due funzioni arbitrarie dello stes-
so argomento e queste ultime compaiono sotto segno di integrale.

Nel presente lavoro vengono sviluppéti dettagliatamente i casi
p=14+2nconn=123,...ep=242ncon n=20,1,2,... mentre
per tutti gli altri valori di p sono riportati solo i risultati.

2. - Studio del problema di valori al contorno iperbolico-parabolico
dell’equazione proposta nel caso p dispari.

Come si € gia detto, mediante le formule di trasformazione (1.5),
I'equazione (1) si muta nella (1.6) : E(f,8) =0. Se p € un numero
dispari e quindi esprimibile ad esempio sotto la forma p=1=+2n
con n=20,1,2,... in virtu della relazione che lega p e B risulta
B = xn. In tal caso la soluzione pili generale (cio¢ dipendente da
due funzioni arbitrarie) della (1.6) € data dalle seguenti formule,
per la deduzione delle quali si rimanda a Darboux [2]:

g2n-2 U-V
Jur-tgyn-1 y—vyp
B U-V
durdvt u—w

2.1) Z(uv) = se B=mn

2.2) Z(u,v) = (v — u)nt! se B=n

con n intero positivo o nullo. U e V sono due funzioni arbitrarie
rispettivamente della sola u e della sola v date dalla (1.5) : U = U(u),
V=V().

Tenuto conto che 8 =(p — 1) /2 si distinguono per 1’equazione
(1) i seguenti casi:

a) p=3,57,...cioe p=14+2nconn=1273,...
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Tenuto conto della formula di trasformazione (1.1), la (2.1) for-
nisce per l'equazione (1) la seguente soluzmne dlpendente da due
funzioni arbitrarie

@) 2(X)="E (- 1p-iet (77 ) oo
2—2n+1+i [(x2 + 1) (YZ —_— 1)](—2n—1—i)/2 [V(i) — (___ 1)1 U{i)]
dove si € posto Vi) =diV/dvi e UD =diU/dut.
L’analisi dei valori assunti dalla Z(X,Y) e della Sua derivata

Zy(X,Y) in prossimita della retta parabolica Y =1 conduce ai se-
guenti risultati:

(2.4) }11111 LY —=1)12Z(X,Y)] = (—1)r-32 (p — 3)! .
=1+

230 (X2 4 1)1=0nY (= X) —U(=X)]
(2.5) Yllnl‘l [(Y =1)r2Zy(X,Y)] = (—=1)0e-002 (p —2)! .
>1+

[V(-X) -U(-X)].

Sfruttando l'arbitrarieta delle funzioni U e V si puo risolvere il
problema proposto con condizioni del tipo (1.2) e precisamente:
(26) lim [(Y —1)-1+2Z(X,Y)] =f(X) con f(X) € Str-1/2)

Y1+

lim [(Y - 1)2Zy(X,Y)]1= (2—-p)/2f(X); p=3,5,7,.
Y14
Poiché perd le condizioni (2.6) non sono atte ad individuare
entrambe le funzioni U e V ma solo una di esse, si potrd assumere
rispettivamente U= 0 oppure V = 0. Corrispondentemente si otten-
gono le seguenti soluzioni del problema:

z ](Zn——Z—z)' .

Q1) Z(X,Y)= z( 1)(

i=1 (211 - 2)'
. 23m=112) (p — y)l-2n+i dif(v+ 1)1 f(—v)]
dvi
oppure
n—1y02n—-2—1i)!
(28) Z(X,Y) = z}:0( p ] ey
-1 (g — gy )t-tmsi DLW T 1;;:”27‘(—'-1«!)]

con n= (p—1) e con u e v dati dalle (1.5).
b) p=1

L’equazione (1) con le condizioni
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Z(X,1) =f(X) con f(X) e S
(29) { Iim [VY —1Zy(X,Y)] =g(X) con g(X) e SO
Y-14

ammette la soluzione
(2.10) Z(X,Y) = Y [f(—v) —g(—v) + f(—u) +5(—u)]
dove g deve soddisfare I'eguaglianza §'(X) = — V2 (X2+ 1 )12 g(X).
Se invece si aggiunge l'ipotesi che f e g siano legate da una delle
due eguaglianze g(X) = — —1—_ (X2+ 1)12f(X) si ottengono due so-
luzioni formalmente molto ;/einplici e precisamente
2.11) Z(X,Y) =f(—-v)
212) Z(X,Y) =f(—u)
c) p=-1,-3,-5,...
L’equazione (1) con le condizioni
Z(X,1) = f(X)
(2.13) con f € SG-ni2

X241
Zv(X,1) = X (X) + -(—pilf"(X)

Lo f(m Y Rn—i)  dif(—v)
@1 Z(XY)= % (-1) (7 ]W(v uy S0

_n(m\@n—9)! . dif(—u)
(2.15) Z(X,Y)_ifo(i )—W{v up LI

con u e v date al solito dalle (1.5).

3. - Caso di p pari

Se p € un numero pari e quindi esprimibile ad esempio sotto la
forma p=2+2n con n=0,1,2,... con procedimento analogo a
quello seguito per p dispari, si ottengono per l'’equazione (1) solu-
zioni dipendenti da due funzioni arbitrarie dei loro argomenti ¢ e .
Sara qui sviluppato il caso p = 2 + 2n mentre negli altri casi saran-
no soltanto elencate le condizioni da associare all’equazione (1) e le
corrispondenti soluzioni.

a) p=24+2nconn=0,1,2,...
L’equazione (1) ammette le seguenti soluzioni:

2n
(31) Zz+2n(X, Y) = j'cp {E)) n—-172 (1 — t)n—-l/Zdt +
0
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1 n n n ) )
+f X X (=1) 1( ]( . )tl—l/Z(l_t)l-l/Z.

0 .= 1:0 ]

0
) (i+f) dan—-i- 110gn
‘p(&) d'nz"‘_i"i

~.

dt

ove si € posto

E=—XY +(2t—-1) V(X2+1) (Y2—-1)

n=2V(X*+1) (Y- 1)
f=1(1—-1)n.

(3.3)

Dall’analisi critica dei valori assunti da Z(X,Y) e da Zy(X,Y)
in prossimita della retta parabolica ¥ = 1 emerge la necessita di sud-
dividere l'intervallo di variabilitd del parametro p in due sottointer-
valli e di distinguere vari casi a seconda che si supponga, o meno,
che la funzione arbitraria ¢ sia identicamente nulla. Pili precisa-

mente, tenuto conto che per # > — 1 risulta
1
J(2t—-1)t" (1 —t)*dt=0
0

a conti fatti si ottengono i seguenti risultati:

a)) per p=2
Se si suppone ¥ 0 si ha
34) Tim 22XV _ fim [(Y = 1) Ze(X, Y)1 = (1/2) Y(— X)

y-1+10g(Y — 1) B Y1+
mentre se si assume Y =0 si ha

(35) Z(X,1) = Vno(—X) e Zy(X,1) = — \/-Ech’(-—.X)

a;) per p=4,6,8,...
Se si suppone Y = 0 si ha
[ lim [(Y — 1)»2-1Z(X,Y)] =

Y-1+
— !
= (— 1)1:/2%%2)_'_ (X2 4 1)-22+1§(— X)
(G6) 1 tim [(Y — 1)*2Z¢(X,Y)] =
Y1+

2 -2+3p/2
mentre se si assume ¢ =0 si ha

Vr(p/2 —1/2) o"%)

Z(X1) = =5 a207m)

3.7)

Zy(x,1) = Y “(Z’for,,z”z’ o("%)

= (— 1)p/2-1 T(p—2)! (X2 4 1)-P2+1 (= X)
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L’arbitrarieta delle funzioni ¢ e ¢ permette di formulare e risol-
vere per l'equazione (1) i seguenti problemi di valori al contorno
con dati sulla linea parabolica:

a) per p=2

Se ¢ = 0 & possibile risolvere il problema con le condizioni 14)
infatti, in virtu della (3.4) le suddette condizioni permettono di de-
terminare la ¢: mentre la ¢ rimane tuttora arbitraria. Le (3.1) ove
si attribuisca a { il valore cosi determinato ed ove si assuma # = 0
fornisce le soluzioni volute. Queste soluzioni presentano una singo-
larita di tipo logaritmico sulla retta parabolica e sono:

(38) Z(X,Y)=Z'(X,Y) + 2/7:27‘(—&) log nt-12(1 — ¢)-12 4y

1
con ZN(X,Y)=[fo(E) t-12(1 — t)-12d4¢

0
dove E e 1) sono date dalle (3.3). Per illustrare meglio questo caso
speciale, in seguito verra dato un esempio specifico (v. n. 5).

Inoltre, sempre per p =2, se si assume ¢ =0, si pud determi-
nare una soluzione dell’equazione proposta soddisfacente le condi-
zioni

Z(X,1) =f(X); Zy(X,1) = Xf'(X) con f(X) € S®
le quali permettono di determinare la ¢ in virtt1 delle (3.5).
La soluzione & ancora fornita dalle (3.1) per n =0 ed &

39) Z(X,Y) = (1/=n) j}'f(—’é) t=12(1 — t)-12dt

dove & ¢ legata a ¢ dalla prima delle (3.3). Si tratta dunque di una
soluzione regolare sulla retta parabolica e con derivata anch’essa
regolare.

a;) per p=4,6,8,...

Le (3.6) permettono di risolvere il problema proposto con le
condizioni

lim [(Y —1)?2-1Z(X,Y)] = f(X) con f(X) € Sr-1)
{lii—;;[(Y — 1) Zy(X,Y)] = %2 (2 — p) f(X).
Y->1+

Corrispondentemente la (3.1) con la ¢ determinata in virtii del-
le (3.6) e la @ tuttora arbitraria, fornisce le soluzioni:

— Lz & —1)i+1 n n 2% .
Z(XY) =Z(X,Y) +[ £ £ (~1)+ (7 )[ ; )m
(3.10)
2n—i—j

) ip AHIE+1)f(=E)] _d]
. ti-12(] — ¢)i-12 d&"‘“'f dnzgﬁ'?i
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1
con Z'(X,Y) = [ olp-2)(€) tp=-3)/2 (1 — t)(r=-3)/2 ¢

0

econ n=(p—2)/2=1,2,3,...; m ed 7§ sono date al solito dalle
(3.3).

Inoltre, sempre per p positivo pari, assumendo ¢ = 0 nella (3.1),
le (3.7) permettono di risolvere il problema proposto con le con-
dizioni
Z(X,1) =f(X); Zy(X,1) = Xf'(X) con f(X) € S»-) e con p=4,6,...

La soluzione &

222T(PI2) [ 4r—g) sto-9r2(1 — £) -2 4
Tt (0/2 — i) {f( €) (1—1) t

con £ data dalla prima delle (3.3). E’ da notare che la (3.11) ¢ vali-
da anche per p = 2, caso in cui si ritrova la (3.9) e, come si vedra
in seguito, anche per ogni p > 1.

@311 Z(X,Y) =

Se p=2—2n con n=1,2,3,... si procede come nel caso pre-
cedente e si ottengono i seguenti risultati:
b) per p=0

Se all’equazione (1) si associano le condizioni (1.3) si ottengono
le soluzioni

3.12) Z(X,Y)=272'(X,Y) +

11 1 e . di+if(_§) d2-i-i logﬁ
2 — 1 )1-i $j-1/2 — t)i-1/2
+ fm) L2 E (DR = )P e

con
1
Z'(X,Y) = n2{<1>”(§) 22(1 — t)12dt

dove &, 1 ed 7 sono date dalle (3.3) e ¢ (E) € una funzione arbitra-
ria. Anche per questo caso del tutto speciale, verra fornito un esem-
pio concreto alla fine della trattazione generale. Questa soluzione
si mantiene limitata sulla linea parabolica, mentre la sua derivata
presenta ivi una singolarita di tipo logaritmico.

Inoltre se si associano all’equazione (1) le condizioni del tipo
(1.2)

Z(X,1) =0; Zy(X,1) = g(X) con g(X) € S®

si ottiene la soluzione

1 —E) t12(1 — )12
(3.13) Z(X,Y) = Van(X2+ 1) (Y2— 1){ g( E)(Ez +(1) ) dt

con & data dalla prima delle (3.3).
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Cc) per p=—2,—4,—6,...
L'’equazione (1) con le condizioni
Z(X,1) =f(X); Zv(X,1) =0 con f(X)eSCt-» e p=—2 —4, —6,...

ammette le soluzioni

(G14) Z(X,Y)=Z'(X,Y) + /xS % % ( n )[ n ] .

0j=0i=0 \ ] i
. ————1-—tf“1/2(1 — t)i-12 ditif(—§) d-i-ilogh
(2n — 1)! dEi+i dnn-i~i

1
con Z'(X,Y) = n [ o (€) tn-V2(1 — t)n-172 4y
0

econ n=(2-p)/2=2,3,4,...; m ed §f sono date al solito 3.3)
e ¢(§) ¢ funzione arbitraria. Sempre in questo caso si hanno anche
le soluzioni

(3.15) Z(X,Y)=2Z(X,Y) =
1
— 22n(X2+ l)n (YZ_ 1)"f(P(2")(€) tn—l/Z(l - t)n-—l/Z dt .
0
Ognuna di queste soluzioni si annulla identicamente sulla linea

parabolica insieme alla sua derivata Zy. Questo caso verra illustrato
al punto 5 con un esempio.

4. - Caso di p non intero

Se p non ¢ intero si distinguono i seguenti casi:
a) per1<p<?2

L'equazione (1) con le condizioni

Z(X,1) =f(X) con f(X) e S®
(4.1) { lim [(Y — 1) Zy(X,Y)1=g(X)  con g(X) € SO
Y14

ammette la soluzione

2012 I'(2 — p/2)

2 Y) = Vr(2—p) T((B3—-p)/2)

(42) - W J (B4 1)100-D () g12ost () — gyireon 4
0

1 I'(Yap)
Vv T(Y2(p—1

con m e § dati dalle 33) el <p<2.

4

}f("‘&) tl/z(p_;;)(l _ t)l/Z(P—B) dt
)) %
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Mentre se all’equazione (1) si associano le condizioni
43) Z(X,1)=f(X); Zv(X,1) = Xf'(X) con f(X) € SO

la soluzione ¢ formalmente data dalle (3.11) dove pero si deve as-
sumere 1 < p < 2.

b) per 2<p<3
L’equazione (1) con le condizioni
lim [(Y — 1)V2-1Z(X,Y)] = {(X)
4.4)

Y->1+

lim [(Y — 1)¥22 Zy(X,Y)] = V2(2 — p) {(X) con f(X) € S®

Y1+

ammette le soluzioni
(45) Z(X,Y)=2Z'(X,Y)+

4+ 1 2120 I'(2—Yp)

Vr T(% (3 —p))

e [ (824 1)V22-1(1 — )130-1 dt
0
con
Z(X,Y) = :{ME) t12r-3) (1 — t)V2r-3) dt
e con 1 e £ date dalla (3.3) e con Y funzione arbitraria. Inoltre val-

gono ancora i risultati dati dalla (3.11) dove perd si deve assumere !
2<p<i.

c) per p>3
L’equazione (1) con le condizioni
lim [(Y — 1)?-1Z(X,Y)] = f(X) con f € S+
@ {E@ [(¥ — 1)1 Zy (X, ¥)] = % (2 = p) £ (X)

dove n & l'intero positivo soddisfacente le diseguaglianze

(p—3)/2<n<(p-1)/2,

ammette le soluzioni:

47) Z(X,Y)=Z'(X,Y) + F(ZHP:(§)~ 3)
%1 n2+k-p 1 k[ (€24- 1)12p-1f(—E) Hﬁ (t)] it
k=0 L(k—p+3) % dEx

1
con Z'(X,Y) = {QJ(Z")(E_,) H(t) dt dove ¥ & una funzione arbitraria e

con 1 e & date al solito dalle (3.3); Hk(t) e H(t) sono date dalle
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(1) = éo( 1;1 ]( k,ii ] (—1)i tn-B+i(] — t)n—6+k—i0 L
seUs ks

£ ) ) o=
e sen< k<2n

(4.8)

\ HE (1)

| H (t) = tP-1(1 — ¢t)b~1
con B = Y% (p—1). Inoltre si ¢ posto:

49) Pufp) = ~H=L =3 pa-on | He(r) dt.

E’ da notare che la (4.7) e valida anche per n = 0, caso in cui si
ritrova la (4.5).

Inoltre, se all’equazione (1) si associano le condizioni
(4.10) Z(X,1) =f(X); Zv(X,1) = Xf'(X) con f(X) € S®
si ottiene una soluzione formalmente data dalla (3.11) dove perd
ora si deve assumere p > 3.
d) per0<p<1

L’equazione (1) con le condizioni
4.11) Z(X,1) =f(X); lirln [(Y —1)"2Zy(X,Y)] = g(X)
Y1+
con f(X)eS® e g(X) e S ammette la soluzione
Fip+1) 2 { ¥ L df(—§) }
Z(X,)Y)= 2" "7 % Ak(t) dt
@ 12)( ) Ri(p) k=0 L(k+p—1) { dg* i) +

27217 (2 — p/2) 2-p ( 2 1)pl2-1g(_E) A(t)dt
Ve —p) T =) Ui {(E ) g(—E)A(t)

dove 1 e £ sono date dalle (3.3), Af(t) e A(t) sono date da:

’A’I: (t) _ io( 1;1 ]( kTil ] (_1); tB+n+i-1 (1 — t)3+n—1+k-—i
. se 0<k<n

2 n n )
(4.13) Az (1) = ,,3,5_,, ( n—h ]( n—k—h ]
. (_1)h tB+n—1+h(1 — t)ﬂ+n-—l+k—h

sen<k< 2n
A(t) =t-8(1—1t)"B
con = ¥ (p—1) ed inoltre

_TI(p+1) t ,,
(4.14) Ri(p) = T(p—1) {A‘(t) dt
Se invece all’equazione (1) si associano le condizioni

4.15) Z(X,1) = f(X); Zv(X,1) = Xf'(X) + %(%’- (X24+ 1) f(X)
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con f(X) € S® ammette la soluzione

2 —E)
@10y zxy) = TEED 5 p ey I S arw ar

con 1 e & date dalle (3.13), R1(p) dalla (4.14), Af(t) ‘dalle (4.13) e
inoltre .

4.17) Ti(p) =2T(p+1) i B2 (t) dt

con
B (t) = 4A2 (t) i (2t — 1) A2 (¢)
F'(r+1) F(p+k+2)
e) per p<O0
Se all’equazione (1) si associano le condizioni
Zy(X,1) = X{'(X) + 2’1% (X4 1) 7(X)
(4.18) con n intero e (1 —p)/2<n<(3—p)/2

Z(X,1) =f(X) con f(X) € Sty
si hanno le soluzioni
4.19) Z(X,Y)=2Z'(X,Y) +

F'(p+2n—-1) 2}_"',1 n* Jl‘ dkf(—§) A,’l‘(t)dt

t T Rip) e Thip—1) v dEF

Z'(X,Y) = ir 4o (8) A(t) dt

dove ¢ & una funzione arbitraria e 1 e & sono date dalle (3.3),
A: (t) ed A(t) dalle (4.13) e dove si & posto

2kAE (1) L (2t—1) Ak

Bk (t) =
JL CFS Y T(p+k—2)
@20) {Rup) =LEX2CD Az ar

T.(P) =2T(p + 2n — 1)}B§(t) dt.
0

~

Inoltre, sempre in questo caso, si hanno soluzioni del tipo
1
(421) Z'(X,Y) =227 [(Xu+ 1) (Y2 1)1-P2 [P () A(t) dt,
0

con £ data dalla prima delle (3.3) e A(t) dalla terza delle (4.13).
Esse si annullano identicamente sulla retta parabolica insieme alla
- loro derivata. Al numero 5 verra dato un esempio per illustrare me-
glio questo caso. E’ da notare che le formule (4.7) e (4.19) perdono
significato se p & un intero pari a causa dell’annullarsi, in tal caso,
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di P.(p), Ru(p) € Tn(p), mentre le altre formule ottenute per p non
intero continuano a valere anche per p intero pari.

Le soluzioni ottenute per ogni p sono valide in tutto il triangolo
caratteristico di base AB se le condizioni iniziali sono assegnate su
un segmento AB di linea parabolica. Se le condizioni iniziali sono
assegnate su tutta la retta parabolica ¥ =1 il corrispondente trian-
golo caratteristico diventa un triangolo improprio avente per base
la retta Y = 1, il vertice C all'infinito e limitato dalle curve di equa-
zione (1.1).

5. - Alcuni esempi notevoli

Nei due casi particolari p=0 e p=2 si presenta, come si &
visto, una situazione del tutto speciale nel senso che si pud deter-
minare una soluzione Z(X,Y) soddisfacente soluzioni del tipo (1.3)
e (1.4) rispettivamente. L’anomalia di questi casi, rispetto a tutti gli
altri valori reali di p consiste nel fatto che la funzione Z(X,Y)
(p =2) oppure la sua derivata (se p =0) presentano, sulla linea
parabolica, una singolarita di tipo logaritmico ossia divergono come
log(Y — 1). Per tutti gli altri valori reali di p, se pur si ha diver-
genza della Z o della Zy, si tratta sempre di infinito confrontabile
con una potenza di 1/(Y — 1). Allo scopo di illustrare meglio i due
casi anormali si riportano i due esempi seguenti:

1) Si determini una soluzione dell’equazione

(5.1) (X*4+1)Zxx+ (1 -Y2)Zyy=0 (p=0)

soddisfacente le seguenti condizioni;

52) Z(X,1)=X?; Ylnﬁ [Zy(X,Y) [/log(Y —1)] = — (X2 4 1).

La (3.12) con f(—&) =8 e ¢(£) =0 fornisce, a meno di una
costante inessenziale, la soluzione:

(53) Z(X,Y)=X2Y*+(X?+1) (Y?—1)log[(X?4+ 1) (Y2 —1)]1~,

E’ facile verificare che la (5.3) soddisfa effettivamente l'equa-
zione (1) con le condizioni (5.2).

2) Si determini una soluzione dell’equazione ‘

(54) (X2+1)Zxx+ (1 —Y2)Zyy +2 (XZx—YZy) =0 (p=2)

soddisfacente le seguenti condizioni

(5.5) lim [Z(X,Y) [log(Y —1)]1=X; lim [(Y—1) Zy(X,Y)] = X.
Y->1+

Y14

La (3.8) con f(—&t) = — € e 9(£)=0 fornisce, a meno di una
costante inessenziale, la soluzione:

56) Z(X,Y)=XYlog[(X*+ 1) (Yz— 1)].
E’ facile verificare che la (5.6) soddisfa effettivamente I'equa-
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zione (5.4) con le condizioni (5.5).

E’ ancora degno di nota il fatto che per p < 0 non dispari, si
possono determinare soluzioni Z(X,Y) dell’equazione (1) che si an-
nullano identicamente sulla retta parabolica insieme alla loro deri-
vata Zy. A questo proposito si riportano i due esempi seguenti:

3) Si determini una soluzione dell’equazione

(5.7) (X*4+1)Zxx+ (1 —Y?)Zyy — 2 (ZXx — YZy) =0 (per p=-2)
soddisfacente le condizioni:

(5.8) Z(X,1)=0; Zy(X,1)=0.

La (3.15) con n =2 (ossia p= — 2) e 9" (E) = € fornisce, a meno
di un fattore costante inessenziale, la soluzione:

G9) Z(X,Y)=XY(X>4+1)?(Y*—1)%.
E’ facile verificare che tale funzione soddisfa effettivamente 1'equa-

zione (5.7) e che si annulla insieme alla sua derivata Zy sulla retta
parabolica Y = 1 senza essere identicamente nulla sul piano (X,Y).

4) Si determini una soluzione dell’equazione
(5.10) (X241)Zxx+(1 —=Y?*) Zyy — Vo(XZx—YZy) =0 (p=— V2)
soddisfacente ancora le condizioni (5.8).

La (421) con n=1 (ossia p= — ¥2 e ¢"(E) = € fornisce, a me-
no di un fattore costante inessenziale, la seguente soluzione:

(5.11) Z(X,Y) = XY (X234 1) (Y?— 1)54,

E’ facile verificare che la (5.11) soddisfa effettivamente 1’equa-
zione (5.10) e che si annulla insieme alla sua derivata Zy sulla retta
parabolica ¥ = 1 senza essere identicamente nulla sul piano (X,Y).
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