SUGLI ULTRAFILTRI SU UN INSIEME DIRETTO (*)

di AssuNtA Russo (a Napoli) (**)

SOMMARI0. - Dimostro che lo spazio degli ultrafiltri su un arbitrario
insieme diretto complementato & omeomorfo allo spazio degli
ultrafiltri su un’opportuna algebra di Boole. Caratterizzo inoltre
i 8-filtri che sono intersezioni di 8-ultrafiltri per una classe di
insiemi diretti complementati 8 che include le topologie; provo
con un controesempio che tale caratterizzazione non vale in ge-
nerale.

SUMMARY. - We prove that for any complemented directed set 8 the
space of all ultrafilters on 8 is homeomorphic to the space of all
ultrafilters on a suitable Boolean algebra. Furthemore, we cha-
racterize the 8-filters which are intersections of 8-ultrafilters for
a class of directed complemented sets 8 which includes the to-
pologies. By exhibiting a counterexample, we show that such a
characterization is not in general true.

Introduzione. - P. SAMUEL in [2] ha esteso le nozioni di filtro e
ultrafiltro a un arbitrario insieme diretto & introducendo in parti-
colare una topologia «naturale» sull'insieme degli ultrafiltri su 8. In
[1] B. BANASCHEWSKI studia tale topologia nel caso particolare in
cui 8 & l'insieme delle parti di un dato insieme.

Nella presente nota dopo avere, nel n, 1, richiamato le nozioni
e i risultati che utilizzerd, nel n. 2 provo che lo spazio degli ultra-
filtri su un arbitrario insieme diretto complementato ¢ omeomorfo

(*) Pervenuto in Redazione il 7 febbraio 1983.
(**) Indirizzo dell’Autore: Dipartimento di Matematica e Applicazioni «R. Cac-
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allo spazio degli ultrafiltri su un’opportuna algebra di Boole e gene-
ralizzo due risultati contenuti in [1]; nel n. 3 do una caratterizza-
zione dell'insieme dei filtri intersezioni di ultrafiltri per una classe
di insiemi diretti comprendente le topologie, provando con un con-
troesempio che tale caratterizzazione non vale in generale. Nel n. 4
dimostro ulteriori proprieta dello spazio degli ultrafiltri nel caso in
cui 8 sia una topologia.

1. - In questo numero richiamo le nozioni e i risuitati che uti-
lizzero.

Seguendo SAMUEL [2] diremo che & ¢ un insieme diretto se in
8 & definito un ordine parziale < godente delle proprieta:

i) Per ogni a,b € 8 esiste 'estremo inferiore dell'insieme {q, b}.
ii) & ha minimo w.

Per ogni a,b € 8 'estremo inferiore di {a, b} sara denotato con
alb.

Un 8-filtro & & una parte di 8 godente delle proprieta: I) ae &
exza=x€8§, 1) abeF=aAbed, III) w¢sd.

Un &-ultrafiltro ¢ un 38-filtro massimale rispetto all’inclusione.
1.1 - Ogni 8-filtro ¢é incluso in qualche 8-ultrafiltro.

Come in [2] diremo che 8 & complementato se per ogni a€ 8
I'insieme {x € 8,a A\ x = w} ha massimo Ca. In tal caso Ca & detto
complemento di a. In generale CCa = a. Un insieme complementato
¢ dotato di massimo dato dal complemento di w.

Nel seguito di questo numero & sara un insieme diretto com-
plementato. Per ogni a, b € 8§ denoteremo con a V b l'elemento di 3
C(RaACDH). Essendo aVa = CCa, in generale 1'operazione V non ¢
idempotente e l'’elemento aVb non & l'estremo superiore di {a, b}.

1.2 - Un 8-filtro § é un S-ultrafiltro se e solo se per ogni a€ §
0 a€§ oppure Ca€§.

1.3 - Se a1V...Va. appartiene all'ultrafiltro 4 almeno uno degli
a; appartiene a °X.

Sia 8 il sottoinsieme di & costituito dai complementi degli ele-
menti di 8.

1.4 - L'insieme 8 é un’algebra di Boole rispetto a N\ e V. Per
ogni a,b € 8 risulta a\Vb =min{x € 8 x=aex=b}

1.5 - L'insieme 8 é un’algebra di Boole se e solo se CCa coinci-
de con a per ogni a € 3.
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1.6 - L'insieme 8 & un’algebra di Boole se e solo se ogni 8-filtro
¢ intersezione di 8-ultrafiltri.

Siano @ l'insieme dei 8-filtri e Q I'insieme dei $-ultrafiltri. Per
ogni § € ® denotiamo con ‘Qg: I'insieme costituito dai S-ultrafiltri

contenenti &. Si ottiene una topologia per Q assumento come chiusi

Iinsieme vuoto e gli insiemi Q g Una base per gli aperti & allora
I'insieme {Q (a)}aEs , dove (a) ¢& il filtro principale {x € 8,x = q}. La
topologia cosi definita in Q & totalmente sconnessa, e quindi 0-di-
mensionale, 7, e compatta.

Le notazioni e le nozioni di topologia generale non esplicita-
mente richiamate sono quelle di [4].

2. - Siano & un insieme diretto complementato e § I'algebra di
Boole costituita dai complementi degli elementi di & (14). Essa

coincide con l'insieme {a € &,a = CCa}. Denoteremo con ® e O
rispettivamente l'insieme dei 8-filtri e dei S-ultrafiltri. Per 1.6 ogni
elemento di ® & intersezione di elementi di 0. Denoteremo inoltre

con ) il sottoinsieme di @ costituito dai 8-filtri che sono interse-
zione di 8-ultrafiltri.
2.1 - 1) Gli insiemi (&'), C)e (D,S) sono isomorfi. 2) Gli spa-

zi Q e Q sono omeomorfi.

Dim. Consideriamo l'applicazione f:®—>® definita da f(§) =
=§&N3. Se § appartiene a 0 e () & il 3-filtro generato da F, & chia-
ro che f({§)) = §&. La f & percid suriettiva. Essa, inoltre, gode della
seguente proprieta:

*) 5¢0,5cdef(5)cf(5§)=>5Ch.

Sia infatti § = Nef;. Se ae§ si ha, essendo a = CCRae§, che

CCa appartiene a §N&F = f(F) e quindi a f(e%); ma allora CCa e &
e quindi a ciascun @4;, da cui (essendo CaACCa = w) a appartiene

a ciascun 9{;, ciot a € §.

E’ poi chiaro che f conserva l'inclusione.

Dalla (*) segue subito che la restrizione 7 di f a Q¢ iniettiva,
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potendosi in (*) scambiare i ruoli di § e § se anche § appartiene
a ®.

Per provare la suriettivita di § osserviamo innanzitutto che la f
manda ultrafiltri in ultrafiltri. Inoltre, se & € Q e 9 & un S-ultra-

filtro contenente (9f), l'ultrafiltro f({®£)) = ®f & incluso, e quindi
coincide, con f(@£). Per l'iniettivita di  non esistono altri 8-ultrafil-

tri che abbiano ® come corrispondente. Sia ora 5 e8. Esso & in-
tersezione di S-ultrafiltri: ¥ = N@;. Il 8filtro § =N 7-1(®;) appar-
tiene a ® e ha per immagine in f §. Dunque 7 & anche suriettiva.

Da (*) e dal fatto che f conserva l'inclusione segue che 7 ¢ un
isomorfismo.

Le considerazioni precedenti provano anche che la restrizione f
di f a Q & una biezione di Q su Q.

Resta da provare la continuita di f e di f-1. Sia Q 5 un chiuso

di Q. Detto § il filtro (appartenente a E)) intersezione dei 8-ultrafil-
tri contenenti &, si ha che .0,chr coincide con Q§ Allora f (Q‘g) =

={j@), U DF}={U,U27(5)} =0

eal

)

7-1, # & un omeomorfismo.

(

- S~k

Valendo considerazioni analoghe pe

Osservazione 2.1 - L'esistenza di un omeomorfismo tra Q e QO
si pud anche dimostrare sfruttando il fatto che Q ¢ totalmente scon-
nesso, compatto e 7> e applicando quindi il risultato del Teorema 2
di [3] che assicura l'esistenza di un omeomorfismo tra € e lo spa-
zio Q' degli ultrafiltri sull’algebra di Boole &' costituita dai sot-
toinsiemi aperti e compatti (cio¢ aperti e chiusi) di Q. Infatti i
sottoinsiemi aperti e chiusi di Q sono evidentemente tutti e soli
gli insiemi del tipo ‘UF(.Q) con a; €8, F finito; poiché per 1.3

1€ a.

Uuag =0 , gli unici sottoinsiemi aperti e chiusi di £ sono
ieF <a;> <V a>
ieF
e o . . Py LN '
gli insiemi ﬂ<a> ,a € 8. Cioe 8 = {Q<a>}a€8.
Sia ora @ l'applicazione di 8’ in § definita da Q<> > CCa. Poi-

ché Q (a) =0 (eCa) la ® & iniettiva. Inoltre un elemento di & & del

tipo Ca per qualche a € & e si ha che (£ (Ca )) = CCLa = Ca. Cioe
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® & suriettiva. E’ inoltre @(Q(a) V] Q(b)) = (D(n(aVb)) =
= = = DN o(Q .
(D(n(@(@a/\@b))) C(CaACDh) ( (a))V ( (b))

Valendo considerazioni analoghe per N e A, ® & un isomorfismo.
Dunque Q' ¢ omeomorfo a Q e, per quanto precedentemente detto,
Q & omeomorfo a 0. |
Osservazione 2.2 - Lo spazio (2, come ogni spazio 0-dimensionale,
Tz e localmente compatto, ¢ immergibile in uno spazio di Cantor
(cio¢ in un prodotto di copie dello spazio discreto {0,1}) [4]. Nel
caso di Q si ottiene un’immersione ¢ in {0,1}3 ponendo Y(8¥) =
= (ca(@)f))aes, con co(%)=1 o 0 a seconda che a appartenga o
meno a 9. Per la prop. 2.1 2), & allora immergibile anche in {0, 1]8,

La prossima proposizione generalizza il lemma 3 di [1].
2.2 - Gli automeomorfismi di Q sono tutte e sole le permuta-
zioni di Q indotte dagli automorfismi di (&), ).

Dim. Basta ragionare come in [1] dopo aver osservato che per
ogni chiuso C di Q esiste uno e un sol filtro &§ € ® tale che Q'{;’ = C.

Sia & T'insieme degli atomi di 8. Vale la seguente proposizione:
23 - Se per ogni x¢ QU{w} esiste un x,€ 8 —{w} tale che

<
CCx1 # x, un B-ultrafiltro . & isolato in Q se e solo se esiste un
atomo x. tale che Y. = <x.>.

Dim. Sia 9%, isolato. Allora esiste un filtro § tale che § < 9f per
U =W e FgWU.. Sia ae€F — WU.; . & l'unico ultrafiltro passante
per Ca. Supponiamo per assurdo che Ca non sia un atomo di 8.

< <
Allora esiste a1 € 8 — {w} tale che CCa; = Ca. Poiché a1 = CCq; = Cg,
a1 € .. Consideriamo ora I'elemento di & CaARa;: esso ¢ diverso
da w (perché altrimenti sarebbe Ca = CCa;) e da Ra (perché altri-
menti sarebbe a1 < Ca < Ca; e quindi a; = w). D’altra parte, essendo

<
CaACaj # @a, dev'essere CaARa; appartenente a 9., il che & assur-
do. Dunque Ca € un atomo e . = (Ca).

Sia, inversamente, x. un atomo di & e sia . = (x.). Ogni ultra-
filtro diverso da @f. deve passare per @x., cioe 2 — {9} coincide
con cer> € quindi 9. € aperto.

Osservazione 2.3 - Se 8 & una topologia semiregolare®, in & &
(1) Una topologia ¢ semiregolare se & T, e possiede una base di aperti regolari

(un aperto & regolare se coincide con l'interno della sua chiusura). Ogni to-
pologia T; ¢ semiregolare. v
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soddisfatta l'ipotesi della prop. 2.3 e, in tal caso, la stessa afferma
che un ultrafiltro ¢ isolato in £ se e solo se coincide con l'insieme
degli aperti passanti per un punto isolato. Pili in particolare, se &
¢ la topologia discreta (lo spazio £ coincide allora con lo spazio
degli ultrafiltri su §(E) studiato da BANASCHEWSKI in [1]), la prop.
2.3 si riduce al lemma 2 di [1] che afferma che i punti isolati di Q
sono tutti gli ultrafiltri principali.

Si osservi ancora che ogni algebra di Boole soddisfa l'ipotesi
della prop. 2.3, mentre ¢ facile costruire esempi di insiemi diretti
complementati che non la soddisfano utilizzando topologie non se-
miregolari.

3. - Sia & un insieme diretto complementato nel quale l'opera-
zione di complemento €" sia involutoria. L'insieme 8" & cioe un’alge-
bra di Boole (1.5). Nella prossima proposizione supporremo che
I'insieme diretto 8 sia un sottoreticolo di 8" con lo stesso minimo w.
Per ogni a € § il complemento Ca di ain 8 ¢ = di Ca.

Una situazione del tipo anzidetto si ha nel caso, a cui & dedi-
cato il n. 4, in cui & & l'insieme delle parti di un insieme E ¢ § &
una topologia su E. In tal caso il complemento di un aperto A &
E — A.

Denoteremo con Q@ lintersezione di tutti i S-ultrafiltri; tale
insieme, per la III) e le 1.1, 1.2 del n. 1, coincide con I'insieme
{a € 8,Ca=w}. Con ®2 denoteremo l'insieme dei 8-filtri piu fini di Q.
Evidentemente ) < @9,

3.1 - Ogni elemento di ®2 ¢ intersezione di S-ultrafiltri e ®2 &
il massimo sottoinsieme di ® con questa proprieta.

Dim. Sia § € ®2 e sia {9;} l'insieme dei J-ultrafiltri pitt fini
di & E’§ € NY;. Siano §* il 8'-filtro generato da § e a un elemento
di 8 — &§. Poiché §N& =&, a non appartiene a §*. Siccome & ¢& in-
tersezione di §*-ultrafiltri (1.6), esiste un §™-ultrafiltro @£ contenente
& e non passante per a. Siccome aV €a appartiene a @ (1.2 e 1.4),
appareiene anche a § € § e quindi a *. Ma allora Ca appartiene
a %" (1.3). Dunque CaAx % w per ogni x appartenente a &. Si puo
percio considerare il 8-filtro generato da & e da Ca e un 8-ultrafil-
tro 9. che lo contenga. Allora 2.2 & e quindi NY; < WU.. Ma al-

lora, poiché a ¢ .,a ¢ N;. Cioe & =NY;.
La seconda parte dell’enunciato risulta evidente quando si osser-

vi che, per ogni insieme diretto &, l'insieme ® dei 8-filtri intersezioni
di ultrafiltri ¢ incluso in ®2.

Osservazione 3.1-Dalla prop. 3.1 segue che se Q@ ={¢} (¢ =max8)
l'operazione di complemento in 8 dev’essere involutoria (1.5 e 1.6).
La cosa si pud anche provare direttamente osservando che in tal caso
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aV@a=c¢perogniaed (12 e 14) e quindi CRa ='CCaA (aVCa) =
(CCaAa)V (CCaACa) = a per ogni a € 3.

Osservazione 3.2 - Se si ripercorre la dimostrazione della prop.
3.1 si vede che l'ipotesi che & sia stabile rispetto a V pud essere
indebolita richiedendo che, per ogni a € 8, I'elemento a\V/ Ca appar-
tenga a 3. Tale condizione ¢ ad esempio soddisfatta dall’insieme
degli aperti con complementare infinito di R2 Tale insieme, pur non
essendo stabile rispetto alle unioni finite, & stabile rispetto alle
unioni del tipo AU (R?— A), in quanto R>— AU (R? — A) coincide
con la frontiera di A.

Quest’esempio si pud naturalmente generalizzare sostituendo a
R? un qualsiasi spazio connesso e denso in sé che non sia sconnesso
dai suoi sottoinsiemi finiti.

Osservazione 3.3 - La prop. 3.1 non € vera in generale per insie-
mi diretti complementati che non soddisfino la condizione di cui
all’osservazione 3.2, come prova il seguente esempio.

Sia d una topologia T; su un insieme E priva di punti isolati e
dotata di un aperto A. non cofinito e denso; sia K. la famiglia dei
sottoinsiemi cofiniti di E contenenti A.. Consideriamo l'insieme &
unione di K. e dellinsieme {A€ 8, AC A. e A non denso o A = A.}.
Si vede facilmente che & & stabile rispetto alle intersezioni finite e
complementato, 'operazione di complemento C:8 - & essendo data
da CA =D se A appartiene a K.U{A.}, CA= (E —A)NA se AC A
e A ¢ non vuoto. Nell'ultimo caso CA non ¢ denso (perché E — A
non ¢ denso) e non ¢ vuoto in quanto ci0 implicherebbe A denso.
Dunque @ = K.U{A.} e D D ®2:q® — ®2 appartiene il filtro K. e,

£
per ogni parte finita F € E — A., il filtro principale generato da
E — F. L'insieme ® — @2 ¢ percio infinito.

Siano ora B un aperto non denso incluso in 4. e § il 8-filtro
generato da B. Allora & € ®2 ma non ¢ intersezione di ultrafiltri in
quanto, per x€ B, B—{x} ¢ mentre appartiene a tutti gli ultrafiltri

contenenti § (infatti €(B —{x})=(E — B —{x})NA. = (E — B)NA.).
Si osservi che in questo esempio non e verificata la condizione
di cui all’'osservazione 3.2 (infatti per ogni A non denso incluso in

A. si ha, essendo A. denso, AU ((E — A)NA.) = AUE — A =E) men-
tre sono verificate tutte le altre ipotesi richieste nella prop. 3.1.

4. - Sia ¢ una topologia su un insieme E. L’insieme & ¢& parzial-
mente ordinato dall’inclusione, complementato (il complemento CA

diAe E—A) e CRCA=E — E — A contiene A (e coincide con esso
se e solo se A € un aperto regolare). Quest’ultima circostanza com-

hY

porta che non ¢ in questo caso vero che ogni filtro & intersezione
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di ultrafiltri (basti pensare a una topologia T, riducibile, senza pun-
ti isolati: il filtro cofinito & meno fine di tutti gli d-ultrafiltri ma
non coincide con la loro intersezione).

E’ perd possibile applicare la prop. 3.1 quando si osservi che &
& un sottoreticolo di 8(E). Osserviamo esplicitamente che in questo
caso il filtro @ di cui al n. 3 & costituito dagli aperti densi.

In questo numero esporrd qualche proprieta di cui gode lo spa-
zio Q degli d-ultrafiltri che sono peculiari del caso che sto esami-
nando. L'insieme  si riduce a un punto se e solo d ¢ irriducibile;
nel seguito supporremo percio che @ sia riducibile, cio¢ che in 4 ci
siano aperti non densi. Per ogni x € E, 8(x) denotera l'insieme degli
aperti passanti per x.

4.1 - Sia & una topologia T>. Il gruppo degli automeomorfismi
di E & immergibile nel gruppo degli automeomorfismi di €.

Dim. Sia f: E—E un omeomorfismo di E in sé; esso induce
I'automorfismo F di @2 in sé definito da F(§) = {f(A)} AeS e quin-

di, per le propp. 2.2 e 3.1, un automeomorfismo di L.

Siano ora f e g due distinti omeomorfismi di E e in X sia
f(xX) = g(%). Siano A; e A; due aperti disgiunti, necessariamente non
densi, passanti per f(X) e g(%) rispettivamente. Consideriamo il filtro
§ su d generato da @ e dal filtro (f-'(A1) Ng—1(Az)). Alle immagini
di § tramite gli automorfismi F e G indotti rispettivamente da f e g
appartengono rispettivamente AiNf(g-'(A2)) e g(f~'(A1))NAz. Dun-
que & F(§) = G(§), cioe F #G.

Osservazione 4.1 - La prop. 4.1 non vale per topologie arbitrarie.
Sia infatti x € E e sia 8 la topologia di E che ha come suoi aperti
propri {x} e E — {x}. In questo caso l'insieme Q ha due elementi
({E,E — {x}} e {E {x}}) e la sua topologia & discreta. Il gruppo de-
gli automeomorfismi di Q ha percié cardinalita 2, mentre il gruppo
degli automeomorfismi di E, essendo in corrispondenza biettiva col
gruppo delle permutazioni di E — {x}, ha cardinalita maggiore di 2
non appena E — {x} ha cardinalita maggiore di 2.

4.2 - Siano & una topologia T3, & un -filtro e x un punto di E.

ﬂ§= ﬂ&(x) se e solo se § 2 8(x) e, per ogni Ae § — 8(x), il pun-
to x appartiene a Fr(A) — Fr(A).

Dim. Sia 95 =0 a(x) Se, per assurdo, esistesse A. appartenen-

te a d(x) — &, detto A’ un aperto passante per x contenuto con la
sua chiusura in 4., si avrebbe che: Ae §= A¢gA' = AN(E - A') =D

indi Q L Ea_=0 , il € . s
e quindi sV(E—x) = a(x) il che ¢ assurdo. Dunque ¢

f(x) € §. Sia ora Ae& — d(x). Allora x € Fr(A). Se x € Fr(A), po-
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tremmo considerare il filtro &(x)V(E — A) e ogni ultrafiltro
% 28(x)V(E — A) dovrebbe contenere § e quindi passerebbe sia
per A che per E — A. Percid x € Fr(A) — Fr(A4).

Inversamente, sia § 2 d(x). Allora & ﬂa (x) c ﬂg. Sia 9 un

ultrafiltro convergente a x e sia A€ § — @ (x). Per ipotesi x€ A e x

non appartiene a E

— A. Dunque E — A ¢ 9, ma allora A € 9, cio¢
Fc e quindi Q_ =Q

& a(x)

4.3 - Siano X un sottoinsieme denso di E e ﬂg un chiuso di Q.
Se per ogni x € X si ha che ﬂgﬂﬂ‘a(x) =@, allora ﬂg = Q.

Dim. Per ogni x € X esiste un ultrafiltro 9, contenente § e d(x).
Sia A€ & e sia xe X. Allora A€ U, e quindi ANA; = per ogni A;
appartenente a f(x). Dunque X € A, da cui X = E = A. Ma allora

ogni aperto di § & denso e quindi ﬂg = Q.
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