SULLA NOZIONE DI COERENZA
PER LE PROBABILITA’ SUBORDINATE (*)

di SiLvano Horzer (a Trieste) (**)

SOMMARIO. - S’introduce una nozione di coerenza per le probabilita
subordinate che estende il concetto di coerenza introdotto da
B. de Finetti per le probabilita assolute e che risulta inoltre
equivalente agli usuali assiomi della teoria delle probabilita su-
bordinate finitamente additive.

SUMMARY. - A notion of coherence for conditional probabilities equi-
valent to the usual axiom system of finitely additive conditional
probabilities is given, which'is a suitable extension of de Fmettz s
coherence concept of absolute probabilities.

1. Introduzione

P
i

E’ ben noto che basandosi su una interpretazione della nozione
di probabilita in termini del grado di fiducia che un dato individuo
ha, in base alle sue convinzioni e conoscenze, sull’avverarsi di un
dato evento, B. de Finetti pone’'a fondamento del Calcolo delle pro-
babilita il Principio di coerenza (o di ammissibilita). In questo
modo la teoria quantitativa della probabilita soggettiva viene dal
de Finetti identificata con la teoria matematica delle valutazioni
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coerenti di probabilita, cioé di quelle valutazioni di probabilita che
soddisfano al Principio di coerenza.

Questo principio viene dal de Finetti presentato tramite due
formulazioni alternative, tra loro equivalenti, che si basano su sche-
mi concettuali diversi: lo schema delle scommesse e 1o schema delle
penalizzazioni. Poiché nel presente lavoro siamo interessati alla pri-
ma formulazione, riportiamo testualmente una presentazione del
Principio di coerenza nell'ambito dello schema delle scommesse
([11, p. 370): |

Consideriamo, in relazione a una qualunque funzione P(E) degli eventi E
di una classe &, i numeri aleatori del tipo

G=(M—-p)S1+(M—DP)S3+...+(\,—P,) S,

dove Si,...,S, sono numeri reali qualunque, A;,..., A, Sono i numeri alea-
tori che assumono il valore 1 o 0 a seconda che certi n eventi E;,...,E, di &
si verificano o non si verificano, € p;,...,p, sono i corrispondenti valori
P(E,),...,P(E,). Detto, per definizione, scommessa unitaria sull'evento E, equa
relativamente alla funzione P, il numero aleatorio A —p (A =1 o 0 a seconda
che E si verifica o non si verifica, e P(E) = p), le G relative alla funzione P
sono le combinazioni lineari di scommesse unitarie, eque rispetto alla P, su
un numero finito di eventi di &.

Cio posto, diremo che la funzione P costituisce una legge di probabilita
(una legge di probabilith formalmente ammissibile) SE E SOLTANTO SE PER
NESSUN NUMERO ALEATORIO G AD ESSA RELATIVO SONO POSITIVI
TUTTI I VALORI POSSIBILI.

Il Principio di ammissibilita ora esposto ha la seguente giustifi-
cazione intuitiva che sara utile nel seguito ([1], ibidem):

Osserviamo, per dare una sommaria giustificazione di questa proprieta, che
(M — p1) S; ¢ il guadagno (positivo o negativo) di chi puntasse una somma
p1 Sy sul verificarsi dell’'evento E; in base alla valutazione di probabilita
P(E;) = p;: ¢ precisamente il numero aleatorio che assume i due wvalori
(1-p1) S; e —p1 S; a seconda che E; si verifica o no. Il numero aleatorio G pre-
cedentemente considerato rappresenta il guadagno di un certo insieme di scom-
messe fatte in base alla valutazione di probabilita P(E;) =p,,...,P(E,) =p,;
se la valutazione di probabilita € tale che conduce a considerare equa una
scommessa in cui I'esito risulti in ogni caso favorevole a uno dei due compe-
titori (sia certamente G > 0), la valutazione ¢ ovviamente incoerente, inammis-
sibile. E’ coerente, ammissibile, se in nessun modo dia luogo a una simile in-

congruenza.

Per le valutazioni coerenti di probabilitad relative ad un dato in-
sieme & di eventi, valgono le seguenti due notevoli proprieta:

— le valutazioni coerenti di probabilita costituiscono un sottoin-
sieme convesso e chiuso per successioni dello spazio vettoriale
delle applicazioni di & nei numeri reali R munito della topologia
della convergenza puntuale ([1], p. 372) ;
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— se 86 & un’algebra di Boole di eventi, allora la nozione di valuta-
zione coerente di probabilita coincide con quella di applicazione

di & in R, non negativa, hormahzzata e finitamente additiva
([2], pp. 309-313). i

E’ quindi possibile derivaré nell'ambito della teoria delle valu-
tazioni coerenti di probabilita tutti i teoremi dell’'usuale teoria ma-
tematica quantitativa della probablhta (assiomatica di Kolmogorov
[5]) che non dipendono essenzialmente dall’assioma di continuita
(c-additivita) della probabilita. iInoltre in questo ordine di idee, il
Principio di coerenza fornisce una assiomatica alternativa a quella
usuale (assiomi I-V di Kolmogbrov) per una teoria delle probabi-
lita finitamente additive definite su algebre di Boole di eventi.

Passando a considerare le questioni connesse con la nozione di
probabilita subordinata, de Finétti nel lavoro [3], pp. 108-109, dopo
aver introdotto la nozione di evento subordinato nel seguente modo:

One can consider, then, the «conditional events» (or «tri-events»), which
are the events of a three-valued logi¢: this «tri-event», «E’ conditioned on E”»,
E’ | E”, is the logical entity capable of having three values: true if E” and E’
are true; false if E” is true and E’ false; void if E” is false.

t
propone la seguente estensione del Principio di coerenza al caso
subordinato: !
o : i - ;

- Let us define the probability p of E’ conditioned on E” by the same
condition relative to bets, but in this case we make the convention that the
bet is to be called off if E” does nhot happen. The bet can then give three
different results: if S is the stake, outlay paid will be S, and the gain (1-p)S,
—pS, or 0 according to whether E’ |‘ ” will be true, false, or void, for in the
first case one gains the stake and loses the outlay, in the second one loses
the outlay, and in the last the outlay is returned (if S <0 these considerations
remain unchanged; we need only to change the terminology of debit and credit).

i
Si osservi ora che il guadagno aleatorio G relativo alla scom-
messa su E’| E” puo scriversi tramite il numero aleatorio indicatore
dell’evento, che denoteremo qul e nel seguito come usuale con | - |,
nel seguente modo:

G=S(|E'|-p(E'|E"))|E"]|.

L’estensione ora citata del Priﬁcipiol di coerenza puo allora ovvia-
mente formalizzarsi tramite la:

(1.1) Sia D un insieme di' eventi subordinati, finito o no, e p
una applicazione di D in R. Dirémo che p é coerente su D se e solo
se per ogni Ei|Hi,...,E.|H, eD ed Si1,...,S.€R il numero alea-

(1) In altri termini, combinazioni llnkari convesse di probabilith coerenti sono
probabilita coerenti € successioni' convergenti di probabilitd coerenti hanno
come limite probabilita coerenti. |
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torio (guadagno aleatorio)
G = %:isi(lEi] — p(E:|Hi))| H: |

e tale che minG - max G < 0 ove, come al solito, gli estremi ven-
gono determinati sull’insieme dei possibili valori del numero alea-
torio G.

Tramite questa nozione di coerenza, de Finetti, sempre in [3],
p. 109, prova il ben noto teorema delle probabilitd composte:

p(EAH)=p(E|H)p(H)

che consente, nel caso in cui 'evento ipotesi H abbia probabilita
non nulla, di esprimere la probabilita subordinata mediante le pro-
babilita assolute nel seguente modo:

p(EANH)
p(H)

e quindi, qualora la subordinazione avvenga sempre su eventi di
probabilitd assoluta non nulla, di ottenere gli usuali assiomi della
teoria matematica quantitativa delle probabilita subordinate (assio-
matica di Renyi [6]) ad eccezione, naturalmente, dell’assioma di
continuita (c-additivita).

p(E|H) =

E’' di fondamentale importanza, per il seguito, osservare a que-
sto punto che la situazione ora descritta non sussiste qualora 1'even-
to ipotesi abbia probabilita assoluta nulla. In questo caso non & nep-
pure derivabile dal Principio di coerenza (1.1) la naturale proprieta
0 < p(E|H) < 1. Infatti sia H tale che p(H) = 0. Considerati allora
gli eventi E|H, H|Q=H, EANH|Q=E A H, il guadagno aleatorio
G considerato in (1.1) € dato dalla:

G =Si(|E|— p(E|H)H| + S:(|H| ~ p(H))]| 0| +
+S(|EANH|—p(EANH))Q
=Si(|E|—-p(E|H))|H|+ S:|H|+ S;|EANH|
=[Si(|E|—-p(E|H))+S:+ S:|E| )| H|

e quindi il guadagno corrispondente al verificarsi di ~ H & nullo
qualunque sia il numero reale p = p(E | H). Ne segue che lo zero &
un valore possibile per G indipendentemente dal valore assunto da
p; quindi € minG =0 e maxG =0 qualunque sia p. Pertanto il
Principio di coerenza (1.1) non assicura che la probabilita dell’even-
to E|H sia un numero compreso tra 0 ed 1.

Quanto appena visto permette di affermare che in generale
l'usuale assiomatica della probabilita subordinata finitamente additi-
va non e derivabile dal Principio di coerenza (1.1). Sorge allora
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spontaneo il problema di vedere se sia possibile formulare una no-
zione di coerenza per il caso subordinato che assicuri la validita
dell’assiomatica in parola. ,

I1 fine del presente lavoro é? proprio quello di fornire una rispo-

sta positiva a tale questione introducendo allo scopo un Principio
di coerenza per le probabilita éubordinate che:

— estende l'usuale coerenza d1 de F1nett1 relativa al caso assoluto
(teor. (2.2)); i

— assicura che l'insieme delle‘i valutazioni coerenti di probabilita
subordinata €, analogamenté al caso assoluto, un insieme chiuso
per successioni (teor. (2.4));

— ¢ equivalente agli assiomi ‘iﬁelle probabilitd subordinate finita-
mente additive qualora l'insieme degli eventi subordinati goda
delle usuali proprieta di chiusura algebrica (teor. (3.2)).

e
i
!
|

2, Prmclpm di coerenza esteso

I1 problema delineato nell’Ihtroduzmne viene con51derato anche
dal de Finetti che nell’appendice critica di [4], p. 722, prende in
considerazione l'evento subordinato E|H ed afferma che:

per Vestensione delle nozioni e régole del calcolo delle probabilita al nuovo
caso occorre rinforzare la condizione di coerenza dicendo che le wvalutazioni
subordinate ad H devono risultare coerenti subordinatamente ad H (ossia nel-
l'ipotesi che H risulti vero). |

i

Ora, se da una parte questa soluzione permette, come vedremo
in seguito, di provare che I'applicazione p( - |H) & una probabilita
assoluta finitamente additiva tale che p(H|H) =1, dall’altra non
assicura la validita incondizionata del teorema di moltiplicazione
delle probabilith subordinate. Bisogno pertanto introdurre un ulte-
riore rafforzamento della nozioﬁe di coerenza.

Questo rafforzamento puo Iessere suggerito dalle seguenti con-
dizioni euristiche. Supponiamo che un individuo faccia una combi-
nazione di scommesse sugli eventi subordinati Ei|Hi,...,En|Ha
con puntate rispettive p1Si,...)p.S» Ove p1,..., p. sono le sue va-
lutazioni di probabilita sugli eventi E;|H;,...,E.|H, Ora, poiché
nel caso che tutti gli eventi ipotesi Hi,...,H, non si verifichino le
n scommesse sono annullate, 10 scommettitore, per decidere se la
sua valutazione probabilistica nbn lo metta nella condizione spiace-
vole di avere una perdita certa qualora almeno una scommessa
risulti valida, deve necessariaménte analizzare il suo guadagno alea-
torio ponendosi nella condizione che almeno uno degli eventi ipotesi
si verifichi. Cid equivale ovviamente ad analizzare quelle possibili

i
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determinazioni del guadagno aleatorio
n
G = ‘f-isi(IEi] — pi)| Hi|

che sono compatibili con lipotesi che l'evento somma logica
Hy = H\V...VH, si verifichi; ovvero interessa analizzare i possibili
valori del guadagno aleatorio subordinato G’ = G| Ha.

Ora se le determinazioni possibili di G’ sono tutte negative lo
scommettitore subira una perdita certa sulla combinazione di scom-
messe in parola. Egli deve quindi, onde evitare questa spiacevole
situazione, fare in modo che non tutti i valori possibili di G’ siano
negativi.

Poiché quanto ora delineato deve avvenire per ogni combina-
zione di scommesse relative agli eventi Ei1|Hi,..., E.|H,, la valuta-
zione di probabilitd pi,...,p. sara per lo scommettitore ammissi-
bile, coerente, se qualunque siano le puntate Si,...,S. non & pos-
sibile che il corrispondente guadagno aleatorio subordinato G’ risul-
ti in ogni caso negativo. Ed & proprio questa nozione di coerenza
che qui adotteremo.

Cio posto diamo la seguente fondamentale definizione:

(2.1) Principio di coerenza esteso.

Sia D un insieme di eventi subordinati, finito o no, e sia p una ap-
plicazione di D in R. Diremo che p é una valutazione coerente di
probabilita su D (o che p é coerente su D) se e solo se per ogni
Ei\|Hy,...,E,|Hy,€D ed Si,...,S.€ R il guadagno aleatorio

c=§,-s,-(1E.-| — p(E:| H:))| H; |

e tale che per il guadagno aleatorio subordinato all’ipotesi
Ho=HV...VH, risulta minG|H, - maxG|Ho <0 ove, come al so-
lito, gli estremi vengono determinati sull'insieme dei possibili valori
del numero aleatorio G| Hy®.

La nozione di coerenza ora introdotta € una generalizzazione
della usuale nozione di coerenza relativa alle probabilith assolute.

Inoltre se una yalutazione di probabilita subordinata & coerente,

(2) Cio¢ sull'insieme, non vuoto poiché H, &¢ un evento possibile, dei valori
possibili del guadagno aleatorio G che sono compatibili con lipotesi H,
o se si vuole, ricorrendo ai costituenti possibili della famiglia E,,...,E,,
Hy,...,H,, sull'insieme dei valori che G assume in corrispondenza dei co-
stituenti aventi qualche H(i < n) affermato. Ricercare il minimo ed il mas-
simo di G| H, equivale quindi a determinare gli estremi condizionati del

) n
guadagno aleatorio G sotto la condizione di vincolo X; | H;| > 1.
1
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allora sono coerenti nel senso [di de Finetti, e quindi sono valuta-
zioni ammissibili di probabilita’' assoluta, tutte le sue restrizioni ad
un preflssato evento ipotesi. Infatt1 proviamo che sussiste la seguen-
te proposmone ,

(2.2)  Sia & un insieme di éventi ed H un evento possibile. Inol-
tre, posto D={E|H|E € 8}, siano p una applicazione di D in R e
pu Uapplicazione di & in R: )
|

I’H()P(|)

'Si ha allora che:

1
i
I
i

a) se p é coerente su D, allord p. & coerente su & ;
t

b) se H é certo, allora la coerénza di p su D equivale alla coerenza
di pu su 6. !

Dim. Siano E,...,E,€86,51,...,S,€R eGH—Z,S(|E|—pH(E))

il guadagno aleatorio relativo all apphcazmne pH.

Il guadagno aleatorio G relatlvb all’applicazione p ed alle famlghe
di eventi subordinati Ei|H,...,E,|H € D e di numeri reali Si,...,Sx
¢ dato dalla:

G = %S| Ei| - p(E:i|H))| H| = [%:Su(| E:| - pu(E:)1|H |

e quindi G=|H| - Gu. Ne se-guE che i valori del guadagno subordi-
nato G | H sono anche determinazioni possibili del guadagno Gx.

Sia ora p coerente su D. Ne segue minG |H - maxG|H <0 da
cui minGy - maxGuy <0 e qumdl pu risulta coerente su 8. Cid pro-
va la a).

Per la b) basta osservare bhe se H ¢, in particolare, 1'evento
certo, allora risulta G|H=G=Gp. W

Il prossimo teorema assmura tra l'altro, che le valutazmm coe-
renti di probabilitd subordinata hanno immagine inclusa nell'inter-
vallo dei numeri reali non negdtivi e non strettamente maggiori di
uno. 5

1
i
i

(23) Sia p una valutazzoné coerente di probabilita sull’mszeme
di eventi subordinati D. Allora per ogni E|H € D risulta:

a) 0<p(E|H)=<1; i
b) se E ed H sono mcompatzbzlz p(E|H) =0;
c) se H implica E: p(E|H) = .1

Dim. Posto p = p(E |H), il guadagno G relativo all'evento E |H ed
all'importo S =1 ¢ dato dalla = (|E| - p)|H|. Quindi, poiché
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non pud essere ~EAH=EAH=¢ in quanto H > ¢, i valori
possibili del guadagno subordinato G| H sono rispettivamente 1 — p
o —p oppure 1 —p e — p a seconda che risulti rispettivamente
~ENH=¢ o ENH=¢ oppure ~E AH e E A\ H entrambi pos-
sibili.

Ora, essendo I'applicazione p coerente su D, riesce minG |H <0,
max G| H = 0 e quindi:

— nel primo caso deve essere 1 —p=0,dacui p=1;

— nel secondo caso deve essere —p =20, da cui p=0;

— nel terzo caso deve essere — p(l —p)<0,dacui 0<=p=1.
Da qui la tesi. M

Il seguente teorema, di notevole interesse sia teorico che appli-
cativo, mette in evidenza che, come le valutazioni coerenti di proba-
bilith assoluta, anche le valutazioni coerenti di probabilita subordi-
nata, su un dato insieme di eventi subordinati D, costituiscono un
sottoinsieme chiuso per successioni dello spazio vettoriale delle ap-
plicazioni di D in R, munito della topologia della convergenza pun-
tuale. Questo sottoinsieme, contrariamente a quello del caso asso-
luto, non é invece convesso. Cid &€ messo in evidenza dall’esempio
che segue la dimostrazione del prossimo teorema.

(24) Siano D un insieme di eventi subordinati e (p.) una suc-
cessione di valutazioni di probabilita coerenti su D. Se per ogni
E|H e D esiste il limp.(E|H), allora lUapplicazione p =limp, &
una applicazione di D in R, valutazione coerente di probabilita su D.

Dim. Che l'applicazione p abbia codominio R ¢ assicurato dalla a)
del teorema (2.3). Proviamo che essa & coerente. Considerati gli
eventi subordinati E;|Hi,..., Ex|Hy, € D ed i numeri reali Si,...,S»,
per il guadagno aleatorio
n )

G= ?isi(l Ei| — p(E:|H;))| Hi|
risulta:

G = X Si(| Ei| — lim pu(E:| Hi) )| H: |

— 1im§,-s,-(| E:| — pu(E:|H:))| H:|

da cui, detto Gy, il guadagno aleatorio relativo all’applicazione ps, otte-
niamo G = lim G, e quindi, posto come al solito Hy= HV ...VH,,

G | Hy = 1lim (Ghi Ho)

Ne segue che G| Ho non pud avere tutte le determinazioni possi-
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bili positive (negative). Infatti in caso contrario esisterebbe, per il
teorema della permanenza del segno, un numero naturale mo tale
che per ogni numero naturale m > m, risulterebbero positivi (nega-
tivi) tutti i possibili valori del guadagno aleatorio G | Ho contraddi-
cendo in questo modo la supposta coerenza della valutazione Dm:

Si ha pertanto minG | H, - rhaxG]Ho =0. Da qui la tesi. H

Come abbiamo dichiarato in precedenza proviamo ora con un
esempio che, a differenza del caso assoluto, le valutazioni coerenti
di probabilita subordinata, definite su un dato insieme D di eventi
subordinati, non formano un insieme convesso. Sia D = {EAH |Q,
E|H, H|Q} con EAH evento possibile. Poiché si ha G|Ho=
=G|QVH =G|Q =G, il guadagno aleatorio subordinato G|H, co-
incide con il guadagno aleatorio G. Possiamo allora concludere che
la coerenza estesa (2.1) coincide lin questo caso con la coerenza (1.1)
proposta, come ricordato nell'Introduzione, da de Finetti in [3].
Quindi, poiché questa coerenza, |come osservato in [31, pp. 109-110,
¢ a sua volta equivalente alle proprieta a) = c) del teorema (2.3)
congiuntamente al teorema delle probabilith composte (che coinvol-
ge un solo evento ipotesi) si ha che le seguenti due applicazioni
pre p2 di D in R sono delle valutazioni coerenti di probabilita su-
bordinata: |

P(ENH|Q) = 1/2 P(EAH|Q) = 1/6
P(E|H)=1/2 . p(E|H)=1/3
nH|Q) =1 m(H|Q)=1/2.

‘Cid osservato sia p lapplicazione di D in R tale che p=
= (1/3) pr + (2/3) p.. Allora si ha:

P(ENH|Q) =5/18, p(E|H) = /18, p(H|9Q) = 2/3

da cui p(EAH|Q)#p(E|H) p(H|Q) che contraddice la p(EAH|Q) =
=p(H|Q)p(E|QAH) = p(H|Q) p(E|H) che sussiste per ogni pro-
babilita subordinata coerente cotne vedremo tra breve nel prossimo
teorema (3.1). Lo ‘

Pertanto, come volevasi, combinazioni lineari convesse di proba-
bilita subordinata coerenti non sono, in generale, valutazioni coerenti.

3. Coerenza estesa ed assiomi delle probabilita subordinate

In questo numero proveremo il risultato principale del presente
lavoro che mette in luce la possibilita per il Principio di coerenza
esteso (2.1) di essere una assiomatica alternativa a quella usualmen-
te adottata nella letteratura per sviluppare una teoria quantitativa
delle probabilita subordinate finitamente additive. A tal fine pre-
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mettiamo il seguente teorema che fornisce alcune notevoli proprieta
delle valutazioni coerenti di probabilita subordinata.

(3.1) Sia D un insieme di eventi subordinati e p una applica-
zione coerente su D. Sussistono allora le seguenti otto proposizioni ®:

a) p(~E|H)=1-p(E|H);
b) p(EiVE:|H) + p(E:AE:|H) = p(E1|H) + p(E:|H) ;
c) p(EiNE:|H) = p(E:|H) p(E:|E2AH) ;
d) se HC E;: p(E:AE:|H) =p(E:|H);
e) se EiANE; ed H sono incompatibili:
p(E\NVE:|H) = p(E:|H) + p(E2|H) ;
f) se ExAH C E;:p(Ei|H) < p(E:|H);
g) se ECH,C Hy:p(E|Hi) £p(E|H);
h) se E1C E;C H, CH:p(E\|H1) <p(E:|H.).
Nota. Le dimostrazioni che riguardano proprieta relative ad even-
ti subordinati ad un unico evento ipotesi sono simili a quelle che si

eseguono per provare tali proprieta nel caso di eventi non subor-
dinati. ‘

Avvertiamo inoltre che alcune dimostrazioni potrebbero essere
semplificate ove si ampliasse opportunamente l'insieme D di eventi
che interessa la proposizione in esame. Abbiamo pero preferito la-
vorare senza operare alcun ampliamento, sottolineando cosi l'indi-
pendenza di tutte otto le proposizioni da qualsiasi proprieta di chiu-
sura o altro dell'insieme D. Per maggiori dettagli in proposito si
vedano le osservazioni fatte al termine delle dimostrazioni delle pro-
posizioni d), e), f) e g).

Dim. a). Posto py = p(~E|H) e p»= p(E|H), il guadagno aleatorio
relativo agli eventi subordinati ~E |H,E|H ed agli importi S1,S:
€ dato dalla:

G =Su(| ~E| = p)| H| + S:| E| - p)] H|
che, tenuto conto della | ~E|=1—|E]|, diviene
G=[Si(1—-|E|—p)+SA|E| - p)]1|H].

Posto, in particolare, S; = S; = 1, otteniamo G = (1 — p1 — p»)| H |
e quindi il relativo guadagno aleatorio subordinato G|H ammette
1 — p1 — p. come unico valore possibile. Ne segue, tenuto conto che

(3) Per non appesantire inutilmente l'esposizione viene sempre sottinteso che
I'insieme D contenga, di volta in volta, gli eventi subordinati che compa-
iono nella proposizione presa in considerazione.
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la coerenza di p su D assicura la minG|H maxG|H <0, che
l—pi—p:=0, da cui py=1—Ip,, ciot la tesi.

b). Posto pi=p(ErV E|H), p= p(Ei A E2|H), ps = p(E:| H),
ps = p(E2|H), il guadagno aleatorio relativo agli eventi subordinati
E\VE, | H,E.NE, l H, E; | H, E, | H ed agli importi S; (i <4) & dato
dalla:

G =Si(| EVE: | = pu)| H| + S:| EAE: | ~ p)| H| +
+ Si(| Ei| = p| H |+ So(| E2| — pu)| H |
che, tenuto conto della IE1VE2| = |Ei| 4+ | E:| — | E1AE;|, diviene
G = [Si(|Ei| + | E2| — | EsAE:| — p1) + Sal| EsAEs | — po) +
+ S| Ei| — ps) + Se(| E2| — )1 | H |

Posto, in particolare, S;=S;= —1 ed S;=S:;=1, otteniamo
G=(p+p—ps—ps)|H| e quindi il relativo guadagno aleatorio
subordinato G|H ammette p;+ p;— ps;— ps come unico valore possibile.
Come prima, per la coerenza di p su D, risulta p;+ p,— p3—ps=0 da
cui pir+p2=p3 + ps.

c). Posto pi=p(EiANE:|H), p, = p(E; |H), ps = p(E1| E2AH), il
guadagno aleatorio relativo aglii eventi subordinati E\AE;|H, E;|H,
Ei| E2A\H ed agli importi Si,S,,S: & dato dalla

G = Si(| EiAEz | —p1)| H |+ S2(| Ez| —p2)| H|+S5(| Ex | —ps)| E:ANH
che, tenuto conto della |AAB | L— |A| - |B], diviene '

G =[S E1| ' |E2| =p1) + So| E2| —p2) + Ss(| Ei| —ps)| B2 |1 | H]|.
‘Posto, in particolare, S; = d1e S3 = 1, otteniamo
G=I[pi+ S| E:| —p2) —ps| Ez|1| H |

e quindi, scegliendo S; = ps, risulta G =(p1 — p2ps)| H|. Pertanto il
relativo guadagno aleatorio subordinato G|H ammette p; — ps ps co-
me unico valore possibile. Ne segue, per la coerenza di p su D, che
pr—p2ps=0 da cui p1 = paps, cio¢ la tesi.

d). Posto p1= p(E:AE:|H), p»=p(E1|H), il guadagno aleato-
rio relativo agli eventi subordinati EsAE,|H,E\|H ed agli importi
S1,S; & dato dalla ‘

G = Su(| Es\E: | —p)| H| + S:(| E: | —pa)| H|

che, tenuto conto della | E\AE;| = |Ei|-|E| e della |Es|- |H|=
= |H| immediata conseguenza della H € E, ammessa per ipotesi,
diviene

i
G=S1(|E1|°|E2|-]HI—EP1|H|)+Sz(|E1l—p2)]H|=
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=[Si(|E1| —p1) + So(|E1| —p2)1|H .

Posto, in particolare, Si=—1 ed S;=1, otteniamo G =
(p1 —p2)| H| e quindi il relativo guadagno aleatorio subordinato G|H
ammette p1 — p» come unico valore possibile. Al solito, essendo p
coerente su D, p1 — p» =0 da cui p1 = ps.

Osserviamo che se includiamo in D l'evento subordinato E:|H
la presente proprieta € una immediata conseguenza della c) prece-
dente e della c) del teorema (2.3).

e). Posto pr=p(E:VE:|H), p»=p(E:1|H), ps = p(Ez2|H), il gua-
dagno aleatorio relativo agli eventi subordinati E:VE:|H, E\|H, E;|H
ed agli importi S;,S,,S; & dato dalla:

G=Si((|E\VE:| —p)|H| + So(| Er| —p2)| H| 4+ S3(| E2| —ps)| H |
che, tenuto conto della | EiVE;| = |E;|+ |E:| — | E1| * | E2|, diviene
G =[S Er| + [E2| = [Er| * | E2| =p1) + So(| Ex| —p2) +
+ Ss(| E2| —ps)1[H|.

Posto, in particolare, Sy = — 1,8, = 83 = 1, otteniamo
G=I[|E|"|E|+(p—p:—ps)]1|H| =
=|Ei|-[E:| - |H|+(p1=p2—p3)| H|

e quindi, poiché |Ei|- |E:|-|H|=|E/AE2AH|=0 in quanto per
ipotesi si ha EAAE:2AH = ¢, risulta G =(p1 —p, —p3)| H|. Pertanto
il relativo guadagno aleatorio subordinato G|H ammette p; —p; —ps
come unico valore possibile. Per la coerenza di p su D, segue p1 =

=p2+ ps.

Includendo in D l'evento subordinato E;AE.|H anche questa
proprieta si ottiene in modo molto pitt semplice, questa volta come
immediata conseguenza della b) attuale e della b) di (2.3).

f). Posto pr=p(E:1|H),p»= p(E:|H), il guadagno aleatorio re-
lativo agli eventi subordinati E;|H,E;|H con S;= — 1,5, =1 & dato
dalla

G=—(Ei|—p)|H|+(|E:| —p2)|H| =
=[—|E|+|E|+p —pl|H]|.

Ora, se E; ed H sono incompatibili, per la b) di (2.3), risulta
pr=p(Ei|H) =0 e la tesi segue dalla a) di (2.3).

Sia pertanto E;AH un evento possibile. E’ allora anche possibi-
le, tenendo presente l'ipotesi E;sAH € E,, I'evento EAE;AH. E’ in-
vece impossibile, sempre per detta ipotesi, 1'evento EiA (~ E») AH.
I1 guadagno subordinato G|H va quindi esaminato nei tre casi
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E:ANE:AH, (~ E))A(~ E2)AH ¢ (~ Ei)AE:AH. Se questo ultimo
¢ impossibile, G| H assume solo il valore pi—p2e quindi, essendo
p coerente su D, p1 = p; e si ha la tesi. Se invece tale costituente &
possibile, G|H assume i valori p1— p, e 1+ py — p,. Sempre per
la coerenza di p deve allora essere (p1— p2) (1+pi—p2) <0, da
cui p1 — p2 <0 e quindi ancora'la tesi. ‘

Osserviamo anche qui che‘fla proprieta ora provata € una im-
mediata conseguenza dell'uguaglianza E; = (ExAH)V (E2A ~ (E1NH)),
delle €), d) e della a) di (2.3) qualora gli eventi subordinati EsAH |H
ed E;A~(EiAH)|H appartengano all’insieme D.

g). Se Hy = H, la tesi & ova1a Inoltre se E = H, oppure E=¢
la tesi & una immediata conseguenza delle c), b) di (2.3). Supponia-
mo pertanto ¢ = E < H, < H;. Ne segue che, posto p1 = p(E|Hi),
p2 = p(E | Hz) e considerato il guadagno aleatorlo relativo agli eventi
subord1nat1 E|H:, E|H: ed agli importi S;j=—1,S,=1:

G=—(E|—p)|Hi| + (| E| —p2)| Ha),

i possibili valori del guadagno aleatorio subordinato G | HiV H; sono
quelli assunti dalla G in corrispondenza degli eventi EAH;AH,,
(~E) ANHiANH,, (~ E) A Hi A (~ Hy); sono ciot i numeri reali
- =p)+ (A —p2) =pi— p2,p1 — p2, p1. Per la coerenza dell’appli-
cazione psu D risulta allora (pr— p2) p1 < 0 da cui, tenuto conto che
p1 =0 in forza della a) di (2 3), otteniamo p;— p, <0 e quindi
p1 < p2, cio¢ la tesi. >

Se l'evento subordinato Hzile appartiene all'insieme D, allora
la proprieta ora provata € una conseguenza immediata della c) e del
teorema (2.3). Riesce infatti: |

p(E|Hi) = p(EAH: | Hi) = p(Hz| Hy) p(E | H:AHy) =
= p(H:|Hi) p(E| H2) < p(E| Hy),
la disuguaglianza valendo in fof‘za della a) di (2.3).

h). Dalla f) otteniamo la | p(E1|H1) =< p(E:|H;) e dalla g) la
p(E2|Hi) < p(E;| Hy). Da qui 1a tesi. ‘

Il teorema & cosi totalmente provato. H

Siamo ora finalmente in grado di provare il seguente notevole
teorema che fornisce il preannunciato collegamento fra la nozione
di valutazione coerente di probabilitd subordinata qui considerata
e quella di probabilitd subordinata finitamente additiva che viene
usualmente introdotta nella letteratura adottando gli assiomi di A.
Renyi ([6], pp. 288-289), che noh rlguardano naturalmente la ¢-addi-
tivita della probabilita. .

(3 2) Sia & un’algebra di éoole di eventi ed ¥ un suo sottoin-
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sieme non vuoto costituito da eventi possibili. Considerato lUinsieme
& | ¥ costituito dagli eventi subordmatz E|H con E€ & ed He X, si
ha che:

a) ogni valutazione coerente su &|# é anche una probabilita subor-
dinata finitamente additiva su & | ¥; :

b) se ® é una classe additiva di eventi (cioé se per ogni H,, H.e X
risulta Hi\VH: € &), allora ogni probabilita subordinata finita-
mente additiva su 6| ¥ é coerente su &| .

Dim. Prima di procedere nella dimostrazione conviene riportare
gli assiomi di Renyi che caratterizzano la nozione di probabilita su-
bordinata finitamente additiva sull'insieme & |#. A tale scopo sia p
una applicazione di &6 |¥ in R. Allora p & una probabilitad subordina-
ta finitamente additiva se e solo se sussistono le seguenti quattro
proprieta:

(i) p(E|H)=0per ogni Eec6,HeX;
(ii) p(H|H)=1per ogni He ¥ ;

(iii) p(E.VE:|H) = p(EllH)+p(E2|H) per ogm El,Ezeé tali
che EsAE;= ¢ e per ogni He X ;

(iv) p(E;/\EZ{H) p(E2|H) p(E1| E2AH) per ogni E;e& e per
ogni E;e 6 ,H € ¥ tali che E;AHe X.

Osservato che la proposizione a) € una immediata conseguenza
delle a), c) di (2.3) e delle e), c) di (3.1), proviamo la proposizione
b). Sia quindi # una classe additiva di eventi e p una probabilita
subordinata finitamente additiva su & | #. Verifichiamo che p & una
valutazione coerente su &|X. Considerati gli eventi subordinati
Ei|Hy,...,E,|H,€ 6|¥ ed i numeri reali Si,...,S, bisogna prova-
re che il guadagno aleatorio '

G = i’:,-s,-(| E:| —p(E:|H:))| H:]|

¢ tale che minG|Ho - max G| Ho <0, ove si ¢ posto come al solito
H0=H1\/...VH;1.

Siano ora wi,...,ws 1 costituenti possibili della famiglia
E:,...,E,.,Hy,...,H, con qualche H;(i < n) affermato®, Allora le
determinazioni possibili del guadagno aleatorio subordinato G|H,
sono date dalle:

gr= z Si— z
{ilox SE:ANH:} ' {i|wx S Hi}
(4) Ricordiamo che il generico costituente della famiglia E,,...,E,, H;,..., H,

¢ un evento del tipo EN A ... AE, AH A\ ... A\ H, ove gli apici sugli
eventi indicano che questi sono gli eventi stessi o le loro negazioni.

" Sip(Ei|Hi) (k<s)
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in quanto, con riferimento al vérificarsi del costituente wi, gli unici
eventi della famiglia E,,...,E,,H,...,H, che hanno indicatore non
nullo sono quelli che risultano affermati in vy ©.

Per verificare la coerenza idell applicazione p basta allora evi-
dentemente provare che i numeh reali g1,...,gs non sono tutti posi-
tivi o tutti negativi.

A tale scopo, osservato preiiminar.mente che gli eventi subordi-
nati w;|Ho,...,ws| Ho sono elementi di 6 |¥ in quanto wi,...,w; € &
(algebra di Boole!) ed Ho € # (classe additiva!), consideriamo la se-
guente somma di numeri reali:g

S= %kigkp(wk | Ho).
Allora si ha:
)3 >

Szf"[{i|mkgEi/\Hi}S‘— (il oS Hi) S:p(E:| Hy) | p(wx| Ho)
=3 z (o LT —
= E e  Ei A By S P (0 Ho)
. p

~$x (iur SO H) por 9

da cui risulta

z

n
S=3;
1 S {kIOQkCE /\H

}p(wkIHo)

pX

_?'SIP(E'|H1){k|wkQH;i}p(wleO)

e quindi tramite la (iii):

S=3%,;S; [p( v we| Ho) —
1 (k| SEAH:}

— p(Ei|H)p( V wﬁkmo)]

{k|we € Hi} '

Risulta pertanto:
S =$:Si0p(E: A\ Hi| Ho) —p(E:iH)p(Hano)]

(5) L'espressione trovata per le g, €!dal punto di vista interpretativo del tutto
ovvia. Infatti, al verificarsi del costituente (y; vengono annullate le scom-
messe relative agli eventi ipotesi H; che, essendo negati in , non si verifi-
cano ed inoltre vengono pagati gli importi (vincite) S; solamente in corri-
spondenza delle scommesse relative agli eventi subordlnat1 E;| H; che, aven
do E; ed H; entrambi afferman m Wy, si verificano.
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da cui per la (iv):
S =2:S:[p(Ei A Hi| Ho) — p(Ei A Hi| Hy)1 = 0.
Osserviamo ora che per le (iii), (ii) riesce
Zeplor] Ho) = p(Viwr| Ho) = p(Ho| Ho) = 1

e che per la (i) risulta p(w:|Ho) = 0 per ogni k < s. Ne segue che
per almeno un 4 risulta p(wx| Ho) > 0. Cid premesso siano per assurdo
tutte positive (negative) le determinazioni possibili gi,...,gs.
Risulta allora S 2 p(wn|Ho) gn>0 (S < p(wr|Ho) gn<0) da cui
S >0(S <0) contraddicendo 1a S = 0.

Il teorema € cosi totalmente provato. B

4. Conclusioni

Il Principio di coerenza esteso (2.1) si presenta, in forza del
teorema (3.1), come un «rafforzamento» dell’assioma 3, introdotto
da de Finetti in [4] a p. 723® che permette di derivare le usuali
proprieta formali delle probabilita subordinate che vengono ottenu-
te in tutte le ben note differenti esplicazioni della nozione di pro-
babilita (classica, frequentista, logicista).

Da un punto di vista formale ed astratto, questo principio puo
quindi essere inteso come un naturale assioma tramite il quale fon-
dare una teoria quantitativa delle probabilita subordinate definite
su insiemi arbitrari, finiti o infiniti, strutturati o no, di eventi su-
bordinati. In questo modo, oltre ad ottenere una presentazione
estremamente intuitiva della teoria, si introduce uno strumento che,
analogamente al caso assoluto, permette di semplificare, e quindi
di risolvere pili agevolmente, numerose questioni inerenti le proba-
bilita subordinate.

Inoltre, la teoria delle probabilita coerenti qui proposta risulta,
qualora l'insieme degli eventi subordinati sia del tipo &|¥ con &
algebra di Boole, contenuta, in forza della a) del teorema (3.2), nella
usuale teoria matematica quantitativa delle probabilitd subordinate
finitamente additive (assiomatica di Renyi). Si ha poi coincidenza
delle due teorie, come messo in evidenza dalla b) di (3.2), ogni-
qualvolta l'insieme ¥ degli eventi ipotesi risulti una classe additiva
di eventi.

(6) Che richiede la non negativita e la finita additivita, analogamente al caso
assoluto, anche per le valutazioni di probabilita subordinata relative ad
eventi subordinati ad un medesimo evento ipotesi.
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