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SOMMARIO. - Si delinea una teoria generale delle formule di quadra-
tura esatte per polinomi algebrici. Al fine di una loro possibile
classificazione si introduce la nozione di rango, si stabilisce un
criterio per la determinazione del relativo grado di precisione,
un criterio atto a decidere del segno del nucleo di Peano e, infi-
ne, un criterio generale di convergenza.

i

SUMMARY. - A .general theory of quadrature formulae which are
exact for algebraic polynomials is outlined. In order to classify
them the notion of rank is introduced; criteria for the deter-
mination of the related degree of precision and the signum of
Peano’s kernel and, also, a general convergence theoreem are
stated.

1. Sulla costruzione di formule di quadratura esatte per polinomi
algebrici

Sia I un intervallo della retta reale, w(x) un peso su I®M ed
f(x) una funzione definita su I e tale che il prodotto w(x) - f(x)
sia su I integrabile secondo Lebesgue.

Assegnati su I p gruppi di pﬁnti (nodi) tutti tra loro distinti
(1.1) {xl(”; i=12,...,m} (i=1,2,...,p)

(*) Pervenuto in Redazione il 5 maggio 1983.

(**) Indirizzo dell’Autore: Accademia Navale - 57100 Livorno.

(1) Cioé una funzione non negativa su I e ivi integrabile secondo Lebesgue con
integrale positivo. ;
Se I non ¢ limitato supporremo, altresi, che, per ogni intero positivo %, sia
su I integrabile secondo Lebesgue'il prodotto w(x).xk.
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e p interi positivi (molteplicita dei nodi)

(1.2) si(i=1,2,...,p),

supponendo che, se

13) s= miax Si

¢ maggiore di 1, f(x) sia dotata su I di derivata (s — 1)-esima, dire-
mo formula di quadratura relativa ai nodi (1.1) ed alle molteplicita

(1.2) ogni uguaglianza del tipo

(14) f w(x)f(x)dx = $°F ZA;;)f(h) (x@) + R(f)

i=1 h=0j=1
per la quale siano rispettate le due condizioni seguenti:
1) I coefficienti A;"’) sono indipendenti da f(x),

2) il resto R(f) si annulla se f(x) € un polinomio algebrico
di grado minore o uguale a

(15) gr=Esim—1.

L’intero
(1.6) g=g*,

tale che R(f) = 0 se e solo se f(x) € un polinomio algebrico di grado
non superiore a g, dicesi grado di precisione della formula (1.4).
La definizione assunta & giustificata dal seguente

TeorREMA 1.1. Scelti comunque gli ni+n2 + ...+ n, nodi (1.1)
e le rispettive molteplicita (1.2), esiste una ed una sola formula del
tipo (1.4) per la quale siano rispettate le condizioni 1) e 2).

Posto

(A7)  Pu(x) = n(x—xi”) (i=1,2,...,p),

verifichiamo preliminarmente che i g* 4+ 1 polinomi

p Sk -

o p, (x) t=12...p 0,1 1
@ k= pv=0,L.., 85—

(1.8) l (x) = (x__xj(i))si"' j=1,2,---!nl )

sono tra loro linearmente indipendenti.

Sia, infatti,

19) Lx)=% % %wzw (x)

i=1y=0j=1 Vi
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una loro combinazione lineare. Poiché, come subito pud constatarsi,
fissato comunque i, per ogni j, &

— ) i — . —
10y [ o (x) |z L0 . G=0Le.s-b,

se la (1.9) & identicamente nulla, sempre comunque sia fissato i,
qualunque sia j, risulta
dav

iy [ =L ]x;_u =0 [ d

dxv l\(:l) (X) ] x;'i) =0

(v=0,1,...,si—1),

dalla quale, ancora a motivo delia (1.10), segue
(1.12) A0 =0 |

vi |
per tutti i valori degli indici 7, j, v

Essendo il polinomio L(x) d1 grado g* non appena sia )»(" e 0

per almeno un valore di uno dei due indici i, j, da quanto ora dlmo-
strato discende che ogni polinomio algebrico in x, di grado < g*, pud
pensarsi come combinazione lineare dei polinomi (1.8).

Premesso cio, dimostrare il 'teorema equivale, allora, a dimostra-
re che, fissato i, e conseguentemente j, il sistema lineare

5i—1 ) dh :
| 210 ) = (i)
w3z ag [ =10 ) ]x?) §, w(x) 10 (x)dx

(v=01,...,5—1),

che, per la (1.10), pud scriversi nella forma triangolare superiore

S,'—

d
(i)
1) = a9 |

1) (x) ]xiu = §, w(x) 19 (x)dx
v
(v=0,1,...,si—1),
di s; equazioni nelle s; incognite Agi), € univocamente risolubile.
Ma cid segue subito osservando che, in virtii della (1.10), il de-
terminante

S,'—l dV
—_— (i) i
(Ls) [ 10 () ]xlq)

del sistema (1.14) & diverso da zero.

Le formule del tipo (1.4) possono classificarsi a secondo del nu-
mero (rango) q(=< p) delle molteplicita dei nodi tra loro distinte.
E’ ovvio che, se ¢ g < p, raggruppando tra loro i nodi (1.1) aventi
la stessa molteplicita, la (1.4) puod scriversi nella forma equivalente
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(116) Jw(x)f(x)de= £ T E ADW (x0) + R(P).

i=1 h=0 j=1

2. Sui coefficienti

Osservazione 1. E’ immediato osservare che, nel calcolo dei coef-
ficienti della formula (1.4), ¢ ininfluente il sostituire ai polinomi
(1.7) i polinomi a., Pn;(x) (i=1,2,...,p) con a, costante non nulla
per il resto arbitraria. :

Osservazione 2. Valendo per il grado di precisione della formula
(1.4) la disuguaglianza (1.6), i coefficienti della formula medesima
verificano anche il sistema lineare di g* 4+ 1 incognite nelle g* + 1
equazioni che si ottengono imponendo successivamente le condizioni
(21) R(1) =0, R(x)=0,...,R(x£") = 0.

Osservazione 3. In virtt delle (1.6) e (1. 10), 1’app11ca21one della
formula (1.4) al polinomio

Si-— -1
22) L'(x) = z z z 1 (x){[—d—-zm (x) ]x(,-)}
E i=l vy= ]
conduce all’uguaghanza

S,'--l

hZ 21 Am = f w(x) L'(x) dx.
=0 = hj

p
@3) I

Osservazione 4. Se I & simmetrico rispetto all’origine, w(x) una
funzione pari ed ]

() = — x(0) i=1,2,...,p
(24) x xm_;+l [] —_ 1,2, , i ) ’

risulta

i p(i=1,2,. ,P
@5) (~DrAP, =4 (CTyyh =01 s—1 ).

Dalla (2.4), per ogni i, segue, mfattl,
(26) Pp(—x) = (—1)%Pn (x)

e quindi ‘
4 Sk
10 et I p, . (%)
i = (— g*+ =Sity —
Q@1 19 (—x)=(-1) (x+xmprv
= (— 1)&*+1-sitv 1(:)11‘_”_1 (x)

per tutti i valori degli indici i, j, v.
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Essendo, inoltre, per le ipotesi e per la (2.7),
28)  f,w(x)10 (x) dx = (= 1)esisny fw(x) 10 (x)dx,

v, ni—

il sistema (1.14), corrispondente al valore #n; — j + 1 per l'indice j,
assume, pertanto la forma

a |
(2.9) z (= Dk AP [ﬂzg; (x) ]x;,-, =, w(x) 19 (x) dx
(v=0,1,...,5—1).

Dal confronto d1 (29 con (l. 14), essendo quest’ultimo univoca-
mente risolubile, segue allora 1a (2.5).

3. Sul grado di vprecisione

1
|

Alla determinazione del grado di premsmne della formula (1.4),
per il quale, comunque siano assegnati i nodi (1.1) e le rispettive
molteplicita (1.2), vale la disugliaglianza (1.6), pud rivelarsi utile il
seguente

TeEOREMA 3.1. Condizione necessaria e suﬁzczente affinché, per il
grado di precisione g della forinula (1.4), sia verificata la disugua-
glianza

B1) g2g+m+1,

con m intero non negativo, é che risulti
p !
(3.2) J'lw(x) . .I_Il P;l_ (x)  x¥dx=0 (k=0,1,...,m).

Per la dimostrazione basta josservare che, se u#(x) € un qualsi-
voglia polinomio algebrico di grado g tale che

33) g£g£g+m+1,
risulta

34) u(x) = TP (x) - gu(x) + r(x),

con gm(x) ed r(x) polinomi opportuni, il pnmo di grado non supe-
riore ad m, il secondo di grado non superiore a g* e che, essendo
inoltre

(3.5) [-‘ih;( I P (x) - () | ]]x(z) =0
1
1

,Lt?g;h=QL“”a—1}
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I'applicazione al polinomio u(x) della formula (1.4), per la quale,
valendo la 2), ¢ R(r) =0, conduce all'uguaglianza

(36) R(u)=f,w(x) }:Il Po (x) - gm (x) dx.

Dal teorema 3.1 seguono subito i corollari seguenti:

CoroLLARIO 3.1 I. Se non esiste alcun intero non negativo m per
il quale la (3.2) sia verificata®, allora risulta
37) g=¢g.

CoroLLARIO 3.1 II. Se la (3.2) é verificata per lintero non nega-
tivo m ma non per m + 1, allora risulta
B8) g=g+m+1.

Osservazione 1. Se I ¢ simmetrico rispetto all’origine, w(x) &€ una
funzione pari e, per ogni i, vale la (2.4), risulta
(39) gxg+1,
tutte le volte che l'intero g* & pari @.

Essendo, per la (2.6),
p
(3.10) w(—x) T Py (=x) = (= 1)siw(x). 1 P (x),
la (3.2) riesce, infatti, verificata per m = 0.

Osservazione II. Le molteplicita dei nodi non siano interi tutti
pari. Supponendo, com’e lecito, che le prime A molteplicitd siano
pari (in particolare A = 0) e le rimanenti dispari, la funzione

_ ~ A

(3.11) w(x) =w(x)- 1y Psi (x)

¢ un peso su I e la (3.2) assume la forma

(12 f,w(x)- T Ps(x)xtdx=0 (k=0,1,...,m).
i=A+1

(1) Cio che, ad esempio, accade quando le molteplicith dei nodi sono interi tutti

»

pari. Infatti, essendo, in tal caso, w(x) I Ps: (x) un peso su I, la (3.2) non &
i=1 n;

verificata per k = 0.

(2) Valendo la (24), g* ¢ pari se e solo se uno degli interi n; & dispari (se
n; € dispari, la (2.4) implica x = 0 e, pertanto, essendo i nodi del-
1 (n,-l+1)/2

la (14) tutti distinti, non pud esistere i, = i; per il quale anche g, risulti
dispari) insieme alla rispettiva molteplicita s;.
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Risulta, allora,

(G13) m=< I m—10,

i=A+1

valendo l'uguaglianza per partléolarl scelte dei nodi aventi molte-
plicita dispari @.

4. Sul nucleo di Peano
Sia

@1) K(1) = R([(x—1)+]8)

g!

il nucleo di Peano della (1.4), essendo g il relativo grado di pI‘eCI-
sione e (x — t); la funzione coS1 definita

_ xX—1t,x /t,
4.2) (x—t)+—{ 0 iy

Posto
(43) n=Zm,

detti a e b (a<b)® gli estremi dell'intervallo I e detti o e B, ri-
spettivamente il minore e il maggiore dei nodi della formula, dimo-
striamo che:

TEOREMA 4.1. Se per lintero g risulta verificata la disuguaglianza
(44) g>2(n—-1)—p, |

con

0,sea<aef<b
45) p=4{1l,sea=a0fB=0b,
2,sea=aefPB=0>b

la funzione (4.1) ha segno costc%mte su I.

Come facilmente si osserva; la funzione K(t) & continua su 7
con tutte le sue derivate fino a quella di ordine g — 1; K-V(t) &

(1) Per m = z n,ef,w(x) 1T Psi+i(x) ux > 0.
i=A+1 7
2) Formule gau551ane di rango 1, a nodi semplici (cfr., ad esempio, [1], cap. 7)
o a nodi multipli (cfr., ad esemp'io, [2]) e formule gaussiane di rango >1
(cfr. [3]), per L =0.
" Per A >0, cfr. [1], cap.. 9, [4], n.i4.
(3) Eventualmente g = —, b= + ¢,
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poi derivabile cosi come K@ (t) su ogni intervallo aperto
L(1=12,...,n-1)

avente per estremi due nodi consecutivi della formula e risulta

(4.6) Kleth(t) = (— 1)&tt,

Le funzioni
@47) K0(t) = ((_ )) ———R([(x—t):1&7) (r=0,1,...,g~1)
si annullano tutte agli estremi dell'intervallo di integrazione. Infatti,
se a & finito, essendo, per ogni x€l, [(x—a)+]e" = (x-—-a)g—f,
risulta R([(x —a)+]8") =0; se a= — «, essendo, per ogni x€ I,
lim[(x —t).]5 "= lzm (x — t)&, rlsulta lzm R([(x —1):]57) =0;

t=>—o0

se b ¢ finito, essendo per ogni xe€l, [(x — b).18-" =0, risulta
R([(x —b)+]1¢7) = 0; infine, se b = + «, essendo, per ogni x€ I,
lim{(x —t)+]8~" = 0, risulta lzm R([(x — t)+]g-f) = 0.

=>4+ o0

K(e-1) (t) si annulla al pitt due volte sulla chlusura di ciascun I,
perché, se K-V (t) si annullasse almeno tre volte sulla chiusura di
ciascun I;, K®(t) si annullerebbe almeno due volte su ciascun I;, cio
che & assurdo in quanto, in virtu della (4.6), K@ (t) risulta mono-
tona su ciascun I; Pertanto, K¢-V(t) si annulla 2(n — 1) volte al piu

su [a,B].
Siaa<aefB<b(=0).
Per a < t < a, essendo
(4.8) Ke-U(t) = (—1)1-{f w(x)(x—t)sdx—

Si—

. Z A“’[ (x—t)]xgi)}=

i=1 h=0 j=1
= (- 1)8—1{f1w(x) (x —t), dx — f,W(x) (x —t)dx} =
= (—1)s1f*w(x) (t — x) dx,
risulta
(49) (—1)s1Kk-U(t) >0,
Per § < t < b, essendo
(4.10) KE-U(t) = (— l)g“iflw(x) (x —t)+dx =

= (= 1)1 fPw(x) (x — t) dx,

risulta ancora valida la (4.9), per cui K-V (¢) si annulla, allora,
2(n — 1) volte al piul internamente ad 1.

Siaa=aefl <b@E=1).
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In virtu della (4.9), valida' per 8 <t < b, K-V (t) si annulla
2(n—1) — 1 volte al piu internamente ad I.

Siaa<aefB=b(p=1).

In virtt della (4.9), valida per a<t <a, Ke-1V(t) si annulla
2(n —1) — 1 volte al pili internamente ad 1.

Sia, infine, a=a e B=b (p = 2).

K@-1(t) si annulla 2(n — 1) — 2 volte al piul internamente ad 1.

Premesso cio, se la (4.4) ¢ -verificata, K (t) non pud annullarsi
internamente ad I; infatti, ove cid0 accadesse, internamente ad I,
K’(t) si annullerebbe almeno due volte, K’ (¢) si annullerebbe alme-

no tre.volte,...,K®-V(t) si annullerebbe almeno g volte; il che &
assurdo.

i

' Osservazione. Valendo la (414), quando sia B < b, del nucleo di
Peano relativo alla (1.4) puo, su I, precisarsi anche il segno: non
negativo. Per § <t < b ¢, infatti,

@4.11) K(1) =§17f1w(x) [(x— tf);]g dx = g—17ffw(x) (x — t)edx®,

5. Sul resto

Sia g il grado di precisione della formula (1.4) e K(t) il relativo
nucleo di Peano.

Vale il seguente

TEOREMA 5.1. Se la funzione f(x) é dotata su I di derivata g-esima
assolutamente continua @, risulta

GA)  R(f) = {6+ (1) - K (1) dt.

Detto ¢ un qualunque numero di I non maggiore del minore tra
i nodi della formula, per ogni x € I, vale 1'uguaglianza @.

f()(x_ .+ 1200

(52) f(x)=f(c) + (x—c)e+

(1) Per le formule gaussiane di rango 1 o di rango > 1 (cfr. nota' (2) a pie’ di
pag. 34 - caso A = 0) la condizione (4.4) ¢ verificata e risulta f§ < b. I relativi
nuclei di Peano sono, pertanto, di segno non negativo su 1.

(2) In questa ipotesi f(g+l)(x) esiste quas1 ovunque su I ed ¢ ivi integrabile se-
condo Lebesgue.

(3) Formula di Taylor con il resto sotto forma integrale.
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+ _l_fxf(g+l)(t) (x — t)edt .
gl e

Indicato con a il primo estremo di I1®, essendo
(53) limR((x—c)*)y=R(lim(x—c)*)=0 (k=0,1,...,8),

c=>a c->a

risulta, allora,

54) R() =—R(S*[#(1) (x — t)sdt),
gl e

ovvero, per la posizione (4.2),
1

(3.5) R(f) = —R(f fE+V(t) [(x — t)+]gdt)-
gl !

Poiché
(5.6) R(S fe+V(t)[(x—1t)+]edt) =
=J,w(x) (§, (1) [(x— 1), ]edt) dx —

si-1  n;

— Z p> i2=; A(z) f(g+1)(t) [ ._[(x — t)+]e ] x(.i) dt =

i=1 h=0
=J fe(t) (f wix) [(x—1t):]0dx —

si—1

p i n; 'dh
- i | o (x — ;
ZOE B A [ ple-0ae] oa,

segue, infine, la tesi.
Osservazione. La funzione K(t¢) sia di segno costante su I. In
questa ipotesi, se f(¢+V(x) & limitata su I, posto
(5.7) Mg = sup|feti(x) ]|,
xel

dalla (5.1) segue
(5.8) |R(f)| = Mgy - |J' K(t)dt].

Se, poi, fle+U(x) ¢ continua su I, per il teorema della medxa ge-
neralizzato, dalla (5.1) segue

(59) R(f) =fEn(E) - f K(t)dt,

con & opportuno, interno ad 1.

(1) Eventualmente aq = — .
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6. Sulla convergenza dei procédimenti di quadratura

Supponendo limitato l’intefvallo d’integrazione, sia
61) S w(x)f(x)dx=Qu(f) + R(f),

con
si—=1 n (m)

62) Qulf)=Z Z "E AD (m) o) (x9 (m)),

una successione di formule di (iuadratura del tipo (1.4) con la con-
dizione che, posto

63) g(m) =% sim(m) —1,
i=1
risulti

64) lim g'(m)=

m->+c0

Indicato con C-V(I) lo spazio di Banach® delle funzioni con-
tinue su I insieme a tutte le loro derivate fino a quella di ordine
s — 1, essendo s l'intero definito in (1.3), dimostriamo il seguente

TEOREMA 6.1. Condizione neéessaria e sufficiente affihché risulti
(6.5) lim R(f) =0, V¥ fe Cs-u(I)
m->+4oo0

e che esista una costante‘v M tale che

s,-—-l n (m

66) X Z |AD (m)| <M (VmeN).

i=1 h_

" Qm(f) e lintegrale primo membro della (6.1) sono su Ct-1 (1)
due funzionali lineari. Qm (f) converge allintegrale detto nell'insieme
di tutti i polinomi che ¢ denso in Cs-V(I). Infine, in virtl della (6. 6),
Qn(f) ha norma

r -1 "i(m
6.7) 1Qm(f) Il = sup. | Z 2 ) A“’ (m) f”" (x(') (m))l
111 =1 i
Cis=(1)
limitata per ogni m.

Per un noto teorema @ segue, allora, la tesi.

s-1
(1) Con la norma “f”c(s‘”m =h20 maIx | fW(x)] .
=0 x€

(2) Cfr., ad esempio, [1], pag. 61, théorem 1.
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Osservazione. Se, per ogni m, i coefficienti A,(:l) (m) della (6.1)

sono tutti positivi, in virtu della (2.3), I'ipotesi (6.6) pud sostituirsi
con la

(6.8) flw(x)-L*(m;x)dx<M (VmeN),

con ovvio significato per il simbolo L*(m; x).

COROLLARIO 6.1. Supponendo s = 1, se i coefficienti A (m) della

(6.1) sono, per ogni m, tutti positivi, allora risulta
69) Ilim R(f) =0, V feClo(I).
m->+4 oo

E’, infatti,

n;(m

6.10) R(1) = frw(x)dx— % .ZI)A("]? (m) =0
= i= (4

e l'ipotesi (6.6) &, per s =1, verificata ovviamente.
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