TEOREMI DI PUNTO UNITO PER APPLICAZIONI
IN SPAZI METRICI GENERALIZZATI (*)

di PaoLA AzzZIMONDI e CORRADO SCARAVELLI (a Parma) (**)

SOMMARIO. - Si danno teoremi di punto unito, rispettivamente per
una e per due applicazioni, in spazi metrici generalizzati (H-
spazi) gia introdotti in un precedente lavoro. Si citano poi alcu-
ni dei teoremi noti che si possono considerare casi particolari
di questi.

SUMMARY. - Fixed point theorems, in generalized metric spaces (H-
spaces) introduced in a previous paper, are given for one and
for two mappings respectively. It is also pointed out that some
well known theorems can be regarded as particular cases of
these.

1. Introduzione.

1.1. Recentemente (cfr. [1], [2]) abbiamo dato un teorema di
punto unito per una applicazione di uno spazio metrico generaliz-
zato (E,d), completo, in sé, con ipotesi di contrattivith abbastanza
generali. Tale spazio, chiamato per brevita H-spazio, & cosi definito:

E ¢ un insieme, e d: E X E— R+ una applicazione che verifica
le seguenti proprieta:

(a) d(x,y) =0&x =y per x,y € E,
(b) d(x,y) =d(y,x) per x,y€kE,

(c) esistono: un sottoinsieme A di R+ contenente un intervallo

(*) Pervenuto in Redazione il 17 novembre 1981. Lavoro eseguito nell ambito
dei Gruppi di Ricerca del C.N.R.

(**) Indirizzo degli Autori: Istituto di Matematica dell’Universita degli Studi -
Via Universita 12 - 43100 Parma (Italia).
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0 — " a(a>0), una costante reale tT=1, e una funzione
¢ : A— R+ infinitesima nello zero, tali che, per ogni x,y,z € E,
d(x,y) e A=>d(x,z) <old(x,y)] +td(y,z) (proprieta triango-
lare generalizzata: p.t.g.).

In questi H-spazi (che sono spazi di Hausdorff) si possono
introdurre (e trattare alla stessa stregua che negli ordinari spazi
metrici) le nozioni topologiche e di completezza. Va perd segnalato
che lapplicazione d é uniformemente continua se e solo se © = 1:
in generale, anzi, non é neppure continua (cfr., ad es., [2]).

1.2. In questo lavoro consideriamo ancora, e soltanto, H-spazi
(E,d) completi: pertanto, per brevita, negli enunciati dei teoremi
non verra piu detto. E restera pure sottinteso che A, 7, ¢ e ¢ (ove
compaiono) sono rispettivamene l'insieme, la costante, la funzione
indicati in (c) e la funzione ¢: E X E—0 " 1 cosi definita

1) Y(x,y) = (pfid(;c;cyi%]‘: per (x,y) tale che d(x,y) € A\ {0}

1, per (x,y) tale che d(x,y) ¢ A\ {0}.

1.3. Precisamente, qui, dopo aver dato un teorema relativo ad
una sola applicazione (che generalizza il Teorema di [1], cfr. §2 e
§5, I), dimostriamo un teorema ed alcuni corollari relativi a due
applicazioni (cfr. § 3), ed elenchiamo (cfr. §4) alcune equivalenze
fra disuguaglianze, che permettono di inquadrare meglio alcuni noti
teoremi come casi particolari dei teoremi e corollari di questo la-
voro (cfr. §5).

2. 1l caso di una sola applicazione.

TEOREMA 1. Sia data una applicazione f: E— E; se
(2) d(f(x),(y)) < & max {d(x,),d(xf(x),~d(37(y)),

Lamton, dmtx)0=a<t,

(3) d(x,f(x)) e A per ogni x € E,
allora esiste uno ed un sol punto unito per Uapplicazione f.

DimosTRAZIONE. Fissato xo € E, consideriamo la successione di
punti di E

(4) %0, x1 = f(x0), X2 ="F(x1) , ..., %0 = f(Xn1) ,...,
e supponiamo che sia x, = x,41, n=0,1,2,... (se per un certo n
fosse x, = xn41 almeno x, sarebbe punto unito per f).

Si ha allora
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19 V max {t-% d (Xn—s, Xn-ss1s) 1k =0,1,2,...,5}
S. o maX{T_k d(xn-s—-l y xn-s+k) . k = 0, 1, 2, c ooy S+1}.

Infatti, applicando la (2) ed esaminando attentamente le distanze
che vengono coinvolte (essendo a < 1), si ottiene successivamente

V 'V max{t*d(tns, tassisi) 1k =0,1,2,...,5} =
"0 max (v % df (Xnoso1) ) f(xnossi)1: k= 0,1,2, ..., 5}
< amax {t=* d(Xn-s—1, Xn-s+k), T-¥ d(Xn-s-1, Xn-s),
vk d (Xpesik, Xn—st14k) , TV A (Xp—s—1, Xn-s+14k),
Tk d(Xp—sst, Xn-s) 1k =0,1,2,...,5} =
=amax {T*d(Xu-s-1, Xn-s+k), TV d (Xn-s-1, Xns1),
Tk d(Xp—ssk , Xn-s+14k) 1 k=0,1,2,...,5},

cioe

i <8

n-1
V max{t*d(xn-s, Xn-s+14x) : k=0,1,2,...,s}
s=0

SamaX{T_k d(xn—s—1+h, xn—s+k) : h=0, k; k = 0, 1, 2, ceey S+1},
da cui, considerando il massimo (dei massimi) a primo e a secondo
membro, SR

1

[ n-1
V V max{t*d(xei Xn-i+1+4) :1=0,1,2,...,7; k=0,1,2,...,i}
n=1 §=0 . .

< amax {T* d (Xncioteh, Xooisk) 1= 0,k;i=0,1,2,...,];

k=0,1,2,...,i+ 1},
o anche (sempre con un esame attento delle distanze, ed essendo
ancora o < 1)

00 n—l
V 'V max {t*d(tni Tnotsrer) i =0,1,2,...,7; k=0,1,2,...,i}
n= j=0

DT < amax {1t d(%nojt, Xnojar) s =0,1,2,...,7 + 1}.

Quest'ultima disuguaglianza contiene, in particolare, 1'asserto.

20) l.im d(xn ) xn+1) = 0.

n->+ oo

Infatti da 19) si ha subito.

‘;’ d(%n, Xns1) < omax {t—*d(Xn_1,Xnsx)  k =0,1}

< o?max {t~*d(xp-2, Xn-14¢) 1k =0,1,2} < ...
<armax{t-*d(xo,x1+x) :k=0,1,2,...,n},

ma, per la p.t.g. di (c), e applicando ancora 1°),
max {t-*d(xo,x14%) :k=0,1,2,...,n}
<max{t*o[d(x0,x1)] + v-*1d(x1,x14%) : k=0,1,2,...,n}

=old(x,x)] + amax{tVvd(x,xw):v=0,1,2,...,n}

per cui
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old(x, x1)]
1 t

V d(xn,xn+l) = o
1 —a

n=

cioé l'asserto.

Se ora si procede per induzione, tenendo conto di 2°), della
p-t.g. di (c), e del fatto che ¢ & infinitesima nello zero, si dimostra
pure che

‘;’ lim d(xn, xnsp) = 0.

P=1 n>4 o0

Pertanto la successione (4) & di CAucHY, e, pér l'ipotesi di com-
pletezza, converge in E. Posto allora lim x, = x. € E, da un certo

indice n in poi si ha d(x.,x.) <a e qﬁfnfdof d(x.,x) € A. Si puo al-
lora applicare la p.t.g. di (c), e, tenuto conto di (2), si ha:

d(x.,f(x)) < @ [d(%e; Xn42)1 4 T d(f(Xn41), f(x.))
< 0 [d(%., 5ns2)] + ax max {d(xut, %), d(Ent, $ns2)y = dlx, (%)),

_i_ d(xns1, f (%)), d(%e, Xns2)},

ed anche

d(x.,f(x)) = o [d(x., xns2)] + amax {td(xu41, x.),
Td(Xni1, Xns2), d(x,f(x)), ad(xn,x.), @ d(Xn, Xns1),

=0 [d(xa, )] + ad(x, f(x)), Td(xe 5us2)}

da cui, quando n—> 4+ o (essendo ¢ infinitesima nello zero),
d(x.,f(x.)) <ad(x.,6f(x)), cioe x. = f(x.). E' cosi dimostrato che
f ha almeno un punto unito x..

La f, poi, non ha pilt di un punto unito. Infatti se y. € E fosse
un altro punto unito, per la (2) si avrebbe

d(x.,3.) = d(f(x.),f(3.))
< amax{d(x., ), d(x,1(x)), S d(3,1(3.)),
< d(x,f(3)) Ay, F ()}
ossia d(x.,y.) < ad(x.,y.), ciog, appunto, x. = y..

OSSERVAZIONE 1. Il teorema sussiste ancora se in (2), a secondo
membro, si scambia x con y.

3. Il caso di due applicazioni.

TEOREMA 2. Siano date due applicazioni f,g: E— E; se

' i1
(5) d(f(x), g(y)) = amax{d(x, y),md/(x, y) ld(x,g(y)) +
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+d(y,1(x))], = d(x,{(x), d(y, g(3)) hx % 3,0 Sw < 1,

(6) d(x,f(x)) e A, d(x,g(x)) € A per ogni x € E,

allora una delle due applicazioni ha almeno un punto unito; se
inoltre anche l'altra ne ha, entrambe ne hanno uno solo coincidente.

DiMosTRAZIONE. Fissato xy € E, consideriamo la successione di
punti di E

(T) %o, %1 = f(%0), X2 = g(%1) , . . . » Xons1 = f(X2n), Xons2 = &(Xons1) 5 - - -,
e, poiché nella (5) deve essere x = y, distinguiamo fra x,-1 # x. per
ogni n € N, e x,_1 = X, per qualche n e N,

Se xu_1# x» per ogni n, si ha:

19) lim d(x., Xus1) = 0.

n=><4 oo

Infatti per la (5), la p.t.g. di (c), ed essendo Y(x,y) <1 [cfr. (1)],
quando n ¢ dispari si ottiene

d(xn, xn+1) = d[f(xn-1), g(x2)]1 < amax{d (Xn-1, Xn), _
gV (et 20) [ (it Tust) + A, 50 ], L d (s 20),

T:—I (U (X1, %n) @ [d(Xno1, %2)] +

+ TU(Xn-1, Xn) d(Xn, Xns1)], d(%n, Xns1) } < amax {d(xXu-1, Xn),

L [d(%ct, %u) + T A(%n, Zns1)], d(%n, Zns1) }
741

d(xn ,xn+1)} <a max{d(xn—l ;xn)l

< amax {d(Xu-1, Xn), d(Xn, Xns1) } @,

cioe (essendo a < 1)

8) d(xn, xXns1) < 0 d(Xu-1,Xn).

Analogamente si mostra che la (8) vale quando n ¢ pari.

Pertanto, mutando via vian in n—1, n—2,..., dalla (8) si
ricava

Vl d(xnrxﬂ+1) = a"d(xo,x1),
e quindi I'asserto. '
20) VY lm  d(%a,Xnsp) = 0.
p=1 N>+ co

(1) Se nell enunciato del teorema ci fosse come ipotesi aggiuntiva che esiste un
xo € E tale che x,_; s x, per ogni n € N, allora sarebbe sicuramente f
ad avere almeno un punto unito (come risulta dalla dimostrazione che
segue).

(2) Qui si & sfruttata la banale disuguaglianza g + yb < (1 4 v) max{q, b},
cong,beR,y=0.
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La dimostrazione, banale, si fa per induzione (sfruttando la
p.t.g. di (c) e il fatto che ¢ & infinitesima nello zero).

Pertanto la successione (7) & di CAUCHY, e, per l'ipotesi di com-
pletezza, converge in E: sia lim x, = x. € E, Poiché la (8) (valida

=>4 oo

per qualunque n) ci assicura che la successione delle distanze
d(x.,xns1) € strettamente decrescente, si vede facilmente che Ia
successione di punti (1) ha (almeno) una sottosuccessione di punti
a indici dispari e una di punti a indici pari tutti diversi da x.. Sia
allora Xasn)-1# x.(n=1,2,...) una di quelle sottosuccessioni di pun-
ti a indici dispari; per la sottosuccessione a indici pari xm (di
punti non necessariamente diversi da x.) si ha
) lirr_l+ d(x2m), f(x.)) = 0.

n-> [
Infatti, per la (5) (essendo xXam)-1 = x.), per la p.t.g. di (c) [essen-
do da un certo indice n in poi d(Xxm), %) < a € d(X2sm)-1, X2stm) < a
e quindi d(Xasn), x+), d(X25tm)-1, X25m)) € A], per la (1), e tenuto conto
dell’annotazione @, possiamo scrivere successivamente

d(x2stn) , f (%)) = d(g(x25tm~1), f(%.)) < awmax {d(x., Xa5(m)-1),

Ly (e, 22smy-1) [ (%, Xastwy) + Ax2stm1, £(2))],
41

% d(x,f(x:)), d(X2stmy-1, X2sn)) } < amax {d (%« , X2s(m)-1),

d(x., X25my) + @ [d(X25()~1, X2stm) ], d(X2stmy , (%)),
%cp [d(x., x2stm) ] + d(x2stm) , f(x:)), d(X2s(m)-1, X2s(m)) },

da cui
Lm"” d(xastn), f(x+)) < o im"” d(x25m) , f(%+) ),
Nn->4 oo N>+ oo
il che implica lim” d (%), f(x.)) = 0, e quindi, appunto, la (9).

i+ o0
Essendo poi [p.t.g. di (c)]
0=<d(x.,f(x)) < @Ld(x., X25m)] + = d(x25tm) , f (%)),
con un passaggio al limite (per n—> + ) si conclude subito che
X% = f(x.) O,

Se xn_1=x. per qualche neN®, si ha:
per la (7) o g ha (almeno) un punto unito (n pari), o f ha (almeno)
un punto unito (n dispari).

(3) Con sottosuccessioni X34, (n=0,1,2,...) di punti a indici pari e tutti
diversi da x., non si conclude nulla. Cfr., inoltre, 1'annotazione ™,
(4) Si noti che la (5) non sarebbe applicabile.
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Sempre, allora, una delle due applicazioni f o g ha almeno un
punto unito.

Siano ora x. € E un punto unito di f e y. € E un punto unito
di g. Se fosse x. 5 y.,, da (5) si avrebbe d(x.,y.) = d(f(x.),g(y-))

< amax{d(x.,y,),:lﬁq; (%, 3.) [d(x,9.) + d(ye, %)1}=< ad (., y.).

Deve pertanto essere x. = y..

Se poi z€ E fosse un altro punto unito di f, si avrebbe
d(z,x) = d(z,3.) = d(f(z), g(y.)), e, ragionando come prima, si con-
cluderebbe con x. = z. Analogamente se z fosse un altro punto unito
per g. Il teorema ¢ pertanto completamente dimostrato.

PRIMO COROLLARIO. Se l'ipotesi (5) del Teorema 2 viene mutata
scambiando, a secondo wmembro, i coefficienti di d(x,f(x)) e
d(y,g(y)), la tesi del Teorema 2 permane.

D1MOSTRAZIONE. Del tutto analoga alla precedente: si scegliera
una sottosuccessione di punti a indici pari e tutti diversi da x. (in-
vece che a indici dispari); I'annotazione @ sussistera ancora, ma re-
lativamente a g; sussisterd anche 'annotazione ¥, ma relativamente
alle sottosuccessioni a indici dispari.

SECONDO COROLLARIO. Se lipotesi (5) del Teorema 2 viene sosti-
tuita dalla

(10) d(f(x), g(y)) <eamax{d(x, y),;c—%q: (x, ) [d(x, g(v)) +

+ cz(y,f(x))],TL+1 [d(x, f(x) + d(y,g(3))1hx = 5,0 <a <1,

la tesi del Teorema 2 permane.
DiMoOSTRAZIONE. Basta osservare che ﬁ [d(x,f(x)) + d(y,g(y))]
T

¢ minore o uguale sia di max{-i—d(x,f(x)),d(y,g(y))} che di
max {d(x, {(x)), = d (3, g(y))}.

OSSERVAZIONE II. Se nel secondo Corollario si fa lipotesi aggiun-
tiva di cui all'annotazione O, allora sia f che g hanno senz’altro un
unico punto unito comune (cfr. anche il primo Corollario).

TERZO COROLLARIO. Se l'ipotesi (5) del Teorema 2 viene sostituita
dalla

(11) d(f(x), g(y)) <amax{d(x, y),}Hq» (x,9) [d(x, g(y)) +

+d0,1(x),+d(51(x), = d(y,g()}, x %y, 0 a <1,
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la tesi del Teorema 2 permane.
DIMOSTRAZIONE. Banale.

OSSERVAZIONE III. Vale I'osservazione relativa al secondo Corol-
lario. Si noti inoltre che se T = 1 (¢ qualsiasi) il Teorema 2 e i Co-
rollari primo e terzo coincidono.

QUARTO COROLLARIO. Se l'ipotesi x # y del Teorema 2 (o del pri-
mo Corollario) viene tolta, allora f e g hanno un unico punto unito
comune.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo gia (Teorema 2 o suo primo Corolla-
rio) che una delle due applicazioni ha almeno un punto unito. Sia,
ad esempio, x. € E punto unito per f. Applicando la (5) si trova su-
bito d(x., g(x.)) = d(f(x.), g(x.)) < ad(x., g(x.)): e quindi x. ¢ punto
unito anche per g. Analogamente se y. € E fosse punto unito per g.
L'unicitd si dimostra poi come nel Teorema 2.

QUINTO COROLLARIO. Se l'ipotesi x # y del secondo Corollario vie-
ne tolta, allora f e g hanno un unico punto unito comune.

DIMOSTRAZIONE. Banale.

4. Equivalenze fra disuguaglianze.

Osserviamo che, nei Teoremi e Corollari precedenti (cosi come
nel Teorema di [1]), alle disuguaglianze che compaiono nelle ipotesi
si possono dare formulazioni diverse ma equivalenti. Precisamente
si ha che:

I. La (2) & equivalente sia a
(2) d(f(x),f(y)) < a(x,y)d(x,y) + a(x, y)d(x, f(x)) +

+ as(x,y) d(y,f(y)) + as(x,y) d(x,f(y)) +
+ as(x,y) d(y,f(x)),
a:EXE->R* (i=1,23,4,5), sup{ai(x,y) + a:(x,y) + vas(x,y) +
+Tai(x,y) +as(x,y): (x,y) eEXE}=a<1,
che a
(27) d(f(x),f(y)) < a(x,y)d(x,y) + ax(x,y) d(x,f(x)) +

% (%, ”’d(y.f( ))+“"'( ) ax109)) +

+as(x y)d(y,f(x)),
ai:EXE—->R+(i=1,2,3,4,5), sup Eal(x y)a <1

(x,y) e EXE i=1

I1. La (5) & equivalente sia a
(5 d(f(x),g(y)) Sai(x,y) d(x,5) + a(x,y) ¥ (x y)d(x,g(y)) +
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+ as(x, y) b (x,¥) d(y,f(x)) + as(x,y) d(x,f(x)) +
+as(x,y) d(y, g(y)),
x#y,a:EXE—>R* (i=1,2,3,4,5), sup{ai(x,y) + ta:(x,y) +
+ as(x,y) + tasx,y) + as(x,y) : (x,y) e EXE}=a<1,a(x,y) =
= a(x,y),
che a

a(x,y)

(") d(f(x),8(y)) = ai(x,y) d(x,5) + —

Y (x,y)d(x,g(y)) +

as(x,y)

- d(xf(x)) +

+as(x,y)d(y,g(y)),

+ as(x,y) Y (x,y) d(y,f(x))+

. 5
x#=y,a:EXE—>R*(i=1,2,3,4,5), sup . Z ai(x,y) =a <1,
(x,y)e EXE i=1
ax(x,y) = tas(x,y).

III. La (10) é equivalente sia a

(10') d(f(x),g(y)) = ai(x,y) d(x,y) + ax(x,¥) ¥ (x,y) d(x,g(y)) +
+ a(x,y) U (x,y)d(y, f(x)) + as(x,y) d(x,f(x)) +

+a5(x,)’) d(}’:g()’)),
x#y,a: EXE—>R* (i=1,2,3,4,5), sup{ai(x,y) + taxx,y) +

+ as(x,y) + as(x,y) + vas(x,y) : (x,y) EEXE} =a < 1, a(x,y) =
= as(x, y), as( x, y) = as(x, y):
che a

(10”) d(f(x),g(y)) = 'Eax(x, y)d(x,y) + axx,y) ¥ (x,y) d(x,g(y)) + _
+ tas(x,y) ¥ (x,y) d(y,f(x)) + Tas(x,y) d(x,f(x)) +

+ as(x,y) d(y,g(y)),

x#=ya:EXE—->R* (i=123,4,5), sup 252 Tai(x,y) =a <1,

(x,y)e ExXE i=1
tay(x,y) = axx,y),Ta(x,y) = as(x,y).

IV. La (11) & equivalente sia a

(A1) d(f(x),g(y)) < ai(x,y) d(x,y) + a:(x,y) ¥ (x,y) d(x,8(y)) +
+ as(x,y) Y (x,5) d(y, f(x)) + as(x,y) d(x,f(x)) +
+ as(x,y) d(y, g(y)),
x#=y,a:EXE—-R+ (i=1,2,3,4,5), sup{ai(x,y) + Taxx,y) +
+ a(x,y) + tas(x,y) + vas(x,y) : (x,y) e EXE}=a < 1,a:(x,y) =
= a3(x:y):
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che a .
A1") d(f(x), g(y) < ar(x,3) d(x,3) + ZE2y (5, 9) a5, 207)) +
Fax(x,9) ¥ (%,9) dy£x)) + 252 40 10x)) +
+ 5( y)d(y,g(y))

x#=yaEXE—->R*+(i=1,23,4,5), sup . 3 ai(xy) =a< 1,
(x,y)eEXE i=1
Tas(x,y) = axx,y).
V. La (1) di [1] & equivalente a

W) d(f(x),£(3) < amax{ —d(x,y), 2 d(x f(x)), 2 d(y,1(7)),
A0 2 dm i) 0<a < 1.

Le dimostrazioni, semplici, per brevitd vengono amesse.

5. Alcune considerazioni sui casi particolari.

Come si sa (cfr, ad es., [1], §4, IV), gli spazi metrici sono
H-spazi particolari con A =R*, v = 1,9 funzione identica. Pertanto
sui casi particolari (negli spazi metrici) dei Teoremi e Corollari
esposti in questa Nota, anche alla luce delle equivalenze del para-
grafo precedente, possiamo dire che:

I. Poiché il Teorema di [1] ¢ banalmente un caso particolare
del Teorema 1, tutti i casi particolari di quello lo sono anche di
questo: cfr. [1], § 4, IV.

. II. Del Teorema 2 (che negli spazi metrici coincide con il primo
e terzo Corollario: cfr. anche Osservazione III) non risultano esser-
ci casi particolari gia noti, almeno nella forma estesa cui il Teore-
ma stesso da luogo.

IT1. 11 secondo Corollario ha come caso particolare il teorema 1
di [13].

IV. Il quarto Corollario ha come casi particolari: i teoremi 1 di
[3], 2.1 di [11], 2 di [7], di [4], 1 di [12] (limitatamente al caso
as=ay), 3 di [6], 2 di [9], 14 di [10] e la proposizione 1 di [8]®.

V. Il quinto Corollario ha come caso particolare il teorema 1
di [S].

Osserviamo infine che per f = g il Teorema 2 e i suoi Corollari

(5) Ma j teoremi 3 di [6] e 2 d1 [9] rientrano gia nel teorema 14 di [10], men-
tre la proposizione 1 di [8] & proprio il teorema 14 di [10].
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diventano casi particolari o del Teorema 1 (primo Corollario) o
del Teorema che si deduce dall’Osservazione I (Teorema 2 e quarto
Corollario), o di entrambi (secondo, terzo e quinto Corollario), in
analogia a quanto accade (mutatis mutandis) negli spazi metrici.
E’ perd nostra intenzione arrivare, in un prossimo lavoro, ad un
Teorema che per f = g diventi esattamente il Teorema 1: cid por-
terebbe ad un risultato che, a quanto ci consta, negli spazi metrici
ancora non ¢ stato dato.
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