SUL CONFRONTO FRA EVENTI
DI PROBABILITA’ NULLA (*)
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SoMMARIO. - Sull’insieme delle parti di un insieme Q si definiscono,
mediante la probabilita condizionata, due relazioni di equivalen-
za e due ordinamenti che permettono di confrontare fra loro
eventi di probabilita nulla e si studiano le proprieta delle strut-
ture di ordine ottenute. Si danno infine caratterizzazioni di dette
relazioni in termini di misure strettamente positive a valori in
un campo iperreale.

SUMMARY. - By means of the conditional probability we define on the
power set of a set Q) two equivalence relations and two orderings
which enable us to compare zero-probability events. We study
the properties of such order structures. We characterize such
relations in terms of strictly positive measures with values in
an extension field of the reals.

1. - Introduzione e premesse

E’ noto che, data una probabilita p (c-additiva o no), al piu
una infinith numerabile di eventi incompatibili pud avere probabi-
lita positiva. Nasce quindi l'esigenza di dstinguere tra loro e dal-
I'evento impossibile gli eventi di probabilita nulla.

De Finetti, che ha miesso in luce l'importanza concettuale dello
studio delle probabilita nulle, indica in [2], [3], [4] la strada delle
probabilita condizionate per poter «stratificare» gli eventi di proba-
bilita nulla: non identificando il teorema delle probabilita compo-
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ste con la definizione di probabilita condizionata, egli sostiene la
opportunita di definire tale concetto anche per eventi «condizio-
nanti» di probabilitd nulla. Sarad Dubins ([5]) a dare un inquadra-
mento formale e una soluzione definitiva al problema dell’esistenza
di una probabilitd condizionata per ogni coppia di eventi con se-
condo evento non impossibile.

"In questo lavoro, riprendendo l'idea di De Finetti ([2]), defi-
niamo, tramite la probabilita condizionata, due relazioni di equiva-
lenza e due ordinamenti in §(Q), che permettono di confrontare
fra loro eventi di probabilita nulla. Il primo ordinamento distingue
eventi non «ugualmente probabili», il secondo (compatibile con il
primo) caratterizza eventi che sono nulli rispetto ad altri.

Nell'ultimo paragrafo caratterizziamo le relazioni di equivalen-
za e di ordine date, in termini di misure a valori in un campo
iperreale.

Dati due eventi E, F, indichiamo la loro somma logica con il
simbolo E + F, il loro prodotto logico con EF.

Date due algebre di eventi deg, §cd, si dice probabilita con-
dizionata una funzione p definita in & X ¢°(8° =8 — {¢}) che ve-
rifichi le seguenti proprieta:

i) p(./H) ¢ una probabilita finitamente additiva per ogni H € g,
ii) p(H/H) =1 per ogni H € &9
iii) p(EF/G) = p(E/G)p(F/EG) per G,EGe ¢° E,F € 4.

Inoltre si pone p(./Q) = p(.), se Q rappresenta l'evento certo.

Si ottiene un sistema di assiomi equivalente se all’assioma iii)
si sostituisce il seguente (cfr. [5]):

iii’) p(A/C) = p(A/B)p(B/C) per Aecé,6 B,Ce 8% A< B cC.

Non imponendo a priori la c-additivita la p suddetta si pud
estendere [5] ad una probabilita condizionata completa su &, cioe
ad una probabilita condizionata su & X &9, essendo & una qualun-
que algebra contenente &, (per esempio, 3 = 8(2)). Non & quindi
restrittivo considerare, come si farad in seguito, probabilitad condizio-
nate complete.

In [1] si dimostra che & possibile costruire (come estensione
di una probabilita data) una probabilitd condizionata con specifi-
che caratterizzazioni degli zeri; gli esempi riportati in questo lavoro
sono quindi legittimati anche da tali risultati.

2. - Equivalenza in probabilita

Dato un insieme , sia p una probabilita condizionata comple-
ta sull'insieme di eventi rappresentati dall'insieme delle parti 8(Q).
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DEerFINIZIONE 1 - Definiamo equivalenti in probabilita (A~B) due
eventi 4, B # ¢ per cui valga

1) p(A/A+B) = p(B/A+B).
Notiamo subito che, se A~ B necessariamente p(A/A+B)= 0 essendo
1=p(A+B/A+B) = p(A/A+B) + p(B/A+B) — p(AB/A+B).

PROPOSIZIONE 1 - La relazione ~ é una relazione di equivalenza.

Dim.: Le proprieta simmetrica e riflessiva sono ovvie. Per la
proprieta transitiva si considerino tre eventi A, B, C, tali che A~B,
B~C. Per l'additivita della probabilita condizionata si puo scrivere:

p(A+B+C/A+B+C) = p(A/A+B+C) + p(B/A+B+C) +

+ p(C/A+B+C) — [p(AB/A+B+C) + p(BC/A+B+C) +
+ p(AC/A+B+C) — p(ABC/A+B+C)]

e, usando la proprieta (iii’), ed indicando con K la somma dentro
parentesi quadra, segue:

p(A4+B+C/A4+B+C) = p(A/A+C) p(A4+C/A+B+C) +
| + p(B/A+B) p(A+B/A+B+C) +

+ p(C/C+B) p(C+B/A+B+C) — K.

In modo analogo si ottiene

p(A+B+C/A4+B+C) = p(C/A+C) p(A+C/A+B+C) +

+ p(A/A+B) p(A+B/A+B+C) +

+ p(B/B+C) p(B+C/A+B+C) — K
e quindi risulta p(A/A+C) = p(C/A+C), cioé A~C, se proviamo che

2) p(A+C/A+B+C) = 0.
Infatti p(A + C/A + B + C) = 0 implica
P(A/A+B)p(A+B/A+B+C)=p(A/A+B+C)=0
e quindi
p(A+ B/A+ B + C) =0 poiché p(A/A+ B) = 0.

Cio & assurdo dal momento che

p(A+B/A+B+C) + p(A+C/A+B+C) > p(A+B+C/A+B+C) = 1.
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Vale la seguente Proposizione di verifica immediata

PROPOSIZIONF 2 - Posto A~uB se p(A/H) = p(B/H), valgono le
seguenti affermazioni:

i) Se HcH’ allora A~uB implica AH~gBH,
se inoltre p(H/H’) # 0 allora A~uB se e solo se AH ~yBH.

ii) Se A+BcHcH'’ allora A~gB implica A~uB,
se inoltre p(H/H') = 0 allora A~gB se e solo se A~ gB.

iili) Se A+BcH allora A~B implica A~yB,
se inoltre p(A+B/H) = 0 allora A~B se e solo se A~pyB.

iv) Se A~B allora p(A) = p(B),
se inoltre p(A+B) = 0 allora A~B se e solo se p(A) p(B).

Questa Proposizione mette in evidenza che la massima discri-
minazione si ha per H = A+ B; pertanto essa fornisce una giustifi-
~ cazione della definizione adottata.

Vogliamo notare che nella Proposizione 2 l'ipotesi p(H/H’) = 0
giuoca un ruolo essenziale. Diamo a questo proposito un contro-
esempio all’affermazione (iv): si consideri l'intervallo [0, 1] con una
probabilita condizionata p per cui i punti risultino equivalenti in
probabilita (tale p esiste, vedi teorema 3 di [1]). Se A & un singolo
punto e B l'insieme di due punti distinti dal primo, si ha ovvia-
mente:

p(A) = p(B) =0 mentre p(A/A+B) =1/3 p(B/A+B) = 2/3.

Nella seguente proposmone vengono confrontati due eventi eqm-
valenti con gli eventi che si ottengono da questi con operazioni
logiche.

PROPOSIZIONF 3 - Dati due eventi A, B, se A~B, le seguenti affer-
mazioni sono equivalenti:

i) p(A/A+B) =1

ii) A~A+B

iii) A~AB .

iv) p(A<+B/A+B) =0 (= differenza simmetrica)

v) p(A—B/A) =0 (o, simmetricamente, p(B—A/B) = 0)

Dim.: Si osservi intanto che:

3) se AcB, si ha A~B se e solo se p(A/A+B) = 1.

Da (3) segue immediatamente che (i) & equivalente a (ii). Per
dimostrare che (i) & equivalente a (iii), si consideri 1'uguaglianza:
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1 =p(A/A+B) + p(B/A+B) — p(AB/A+B) =
= 2p(A/A+B) — p(AB/A) p(A/A+B) = p(A/A+B) [2-p(AB/A)]

da cui segue immediatamente che p(AB/A) =1 se e solo se
p(A/A+B) = 1. Per la (3) segue l'asserto.

Per dimostrare (i) & (iv) © (v), basta considerare le uguaglianze:

1= p(B/A+B) + p(A—B/A+B) = p(A/A+B) + p(B—A/A+B) =
= p(A/A+B) + p(A—B/A) p(A/A+B).

3. - Ordinamento in probabilita

Sull'insieme & delle classi di equivalenza definite dalla relazio-
ne (1), definiamo una relazione di ordine.

DEFINIZIONE 2 - Date &, € 8 diremo che 8 precede & (in sim-
boli d<®B) se per ogni A € & e B € B vale la disuguaglianza:

4) p(A/A+B) < p(B/A+B).

PRrOPOSIZIONE 4 - La relazione < e un ordinamento totale su 8.

Dim.: Per dimostrare che tale relazione ¢ di ordine si noti che
le proprieta riflessiva e antisimmetrica sono immediate e che la
proprieta transitiva si dimostra procedendo in modo quasi del tutto
analogo a quanto fatto nella Proposizione 1.

Per dimostrare che l'ordinamento & totale si osservi intanto che
se A~A’ e B~B’, allora

5) p(A+B/A+B+A'+B’) = 0 e analogamente
p(A’+B'/A+B+A'+B’) = 0.
Si puo infatti scrivere

p(A+B/A+B+A'+B’) = p(A/A+B) p(A+B/A+B+A'+B’) +
+ p(B/B+B’) p(B+B’'/A+B+A'+B’) — p(AB/A+B+A’+B’).

Da questo segue che se p(A+B/A+B+A’+B’) = 0 allora sareb-
be p(B+B’'/A+B+A’+B’) =0 e, ragionando analogamente,

v p(A+A'/A+B+A’+B’) = 0.
Cio e assurdo poiché

6) p(A+B+A'+B’/A+B+A'+B’) £ p(A+A’'/A+B+A'+B’) +
+ p(B+B’'/A+B+A’+B’).
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Dimostriamo ora che due classi sono sempre confrontabili fra
loro. Siano A e B due eventi che verificano la (4), e siano A’ e B’
due eventi distinti da A e B e tali che A~A’ ¢ B~B’.

Si considerino le uguaglianze:

7) p(A/A+B) p(A+B/C) + p(A'/A+A’) p(A+A’/C) +
+ p(B/B+B’) p(B+B'/C) +
+ p(B'/A'+B’) p(A’+B’/C) — K = p(C/C) =
= p(A/A+A’) p(A+A’/C) + p(A’/A’+B’) p(A’+B’/C) +
+ p(B/A+B) p(A+B/C) + p(B’/B+B’) p(B+B’/C) — K

dove C = A+B+A'+B’ e K ¢ la somma delle probabilita condizio-
nate a C di tutti i possibili prodotti dei quattro eventi.

Dalla (7), tenendo conto della (5) e delle relazioni tra gli eventi
A A, B, B’ segue:

p(A’'/A'+B’) < p(B'/A’+B’).

Questo dimostra che, se per A e B vale la (4), essa vale anche
per tutti gli elementi delle due rispettive classi di equivalenza.
' |
Notiamo che la relazione di ordine definita con (4) & compati-
bile con l'inclusione di 8(Q) e che la probabilita & monotona rispet-
to a questo ordinamento, nel senso precisato dalla seguente propo-
sizione:

PROPOSIZIONE 5 - Se A, B € 8(0) ¢ Qe sono le rispettive classi
di equivalenza, valgono le seguenti proprieta:

i) se AcB allora a<&;
ii) se p(A)<p(B) allora <.
Dim.: La dimostrazione di (i) ¢ immediata.
Per dimostrare (ii) basta considerare:
p(A) = p(A/A+B) p(A+B) - p(B) =p(B/A+B) p(A+B).

|
Si osservi che la (ii) & inveriibile solo se p(B) = 0; in altre
parocle, eventi di probabilita nulla possono stare in classi diverse.

In certi casi € possibile invertire la (i) nel senso che:
se d<B allora 3 A€ e Be B tali che AcB.

Tale proprieta non pud valere incondizionatamente: infatti se
card(Q2) = 2 la (i) ¢ invertibile nel senso detto solo se i due eventi
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non banali sono equiprobabili. La successiva Proposizione 6 da con-
dizioni per la validita della proprieta suddetta.

PRrROPOSIZIONE 6 - Se p(.) é una probabilita continua e B & una
classe di equivalenza tale che p(B)> 0 per ogni B € B, allora data
comunque una classe &<, esistono un elemento A€ 8 e un ele-
mento B € B, tali che AcCB.

Dim.: Se p(A) =0 per ogni A € 8, essendo A4+B~B segue im-
mediatamente la tesi. Se viceversa p(A) > 0 & possibile costruire
(cfr. Teorema 3.2 di [8]) un insieme A’c B tale che p(A’) = p(4),
e quindi A’cd. ‘

Faremo ora alcune considerazioni sulla struttura d’ordine di
@, <).

In generale non si puo affermare niente sul minimo di (8, <).
Se pero nel modello considerato gli eventi rappresentati dai singoli
punti risultano equivalenti, la classe contenente questi (e solo que-
sti!) risulta la classe minima in (8, <) e ogni classe contenente in-
siemi finiti € formata da tutti e soli gli insiemi aventi la stessa car-
dinalita. Da quanto detto si deduce che le classi suddette non hanno:
massimo e che precedono tutte ogni classe contenente insiemi infiniti.

Se ci si limita ora ad analizzare le classi di & contenenti insiemi
infiniti & possibile fare la seguente affermazione valida in generale:

PROPOSIZIONE 7 - Se p é una probabilita condizionata completa
su 8(Q), le classi di equivalenza degli insiemi infiniti non hanno
minimo in (8, <).

Dim.: Sia A un insieme infinito, se B e C sono due sottoinsiemi
di A, anche essi infiniti e costituenti una partizione di A, poiché B~A
implica p(B/A) =1 e quindi p(C/A) = 0, ne segue che almeno uno
dei due sottoinsiemi precede A.

In seguito, come immediata conseguenza della Proposizione 10,
potremo rilevare che non c’¢ minimo neppure se ci si limita a con-
siderare insiemi infiniti della stessa cardinaliti.

4. - Ordine di zeri o infinitesimi
DEFINIZIONE 3 - Se e dB € 8 diremo che & e B sono dello stesso

ordine (in simboli d =" B) se ¥ A€ d e B € B valgono contempo-
raneamente

8) p(A/A+B) =0 e p(B/A+B)=0

DEFINIZIONE 4 - Diremo che la classe & ¢ uno zero di ordine su-
periore a & (in simboli d <*B) se YA€ e Be & vale
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9) p(A/JA+B) =0 (e conseguentemente p(B/A+B) = 1) |

Si noti che, comunque si prendano due classi di equivalenza,
queste sono nella relazione =" oppure nella <*; infatti dalla (7) si
deduce che due eventi sono nella relazione (8) (oppure nella (9))
se e solo se lo sono tutti gli eventi delle rispettive classi di equiva-
lenza. Questo tra l'altro ci autorizzera, in seguito, a indicare, per
brevita di notazione, due classi nella relazione =* o <* usando due
rispettivi rappresentanti di esse.

La relazione =" ¢ una relazione di equivalenza in 8: la proprie-
ta riflessiva e simmetrica sono immediate; per dimostrare la tran-
sitiva si consideri la seguente uguaghanza

p(A/A+B) p(A+B/A+B+C) + p(B+C—A/A+B+C) =
= p(A/A+C) p(A+C/A+B+C) + p(B+C—A/A+B+C).

Da questa e dalla (2) segue che p(h/A+C) # 0 e, operando in modo
analogo, p(C/A+C) = 0.

La relazione <* induce un ordinamento stretto su & che, per
quanto detto sopra, diventa un ordmamento totale, nel quoziente
rispetto alla relazione =".

Per dimostrare che la relazione <* € transitiva, si considerino
Ael,Be®B e CeCcond<®, 55<*@, e le seguenti disuguaglianze:
0 =p(A/A+B) =2 p(A/A+B+C) =

= p(A/A+C) p(A+C/A+B+C) = p(A/A+C) p(C/A+B+C);

d’altra parte p(C/A+B+C) = 1, poiché

p(A+B/A+B+C) < p(A/A+B) p(A+B/A+B+C) +
+ p(B/B+C) p(B+C/A+B+C) = 0.
Notiamo che questo ordinamento & compatibile con l'ordina-

mento <X nel senso che se 8 <* & allora d <& e viceversa se <8
allora 4 <* 8.

L'ordinamento definito in questo paragrafo ¢ gia stato introdot-
to da Rényi [7]. Noi qui ne studiamo le proprietd anche in relazione
con l'ordinamento in probabilita definito nel paragrafo precedente.

La seguente proposizione € in parte una rilettura in termini di
ordine di zeri, di proprieta gia enunciate e, inoltre, fornisce criteri
per l'equivalenza in probabilita.

PROPOSIZIONE 8 - Se A e B € 8(2), valgono le seguenti proprieta:

i) A4+B~B se e solo se A—B<'B
ii) Se A<'B allora B~A4+B~B—-A
iii) Se A =*B allora A ="A+B
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iv) Se AcB, A~B allora B—A<’A.

Dim.: La condizione necessaria della (i) deriva dalla (iv) della
Proposizione 3. Per la condizione sufficiente basta considerare

p(A+B/A+B) = p(B/A+B) + p(A—B/A+B).

Dalla uguaglianza suddetta discende anche la prima parte della
(ii). Se poi si considera che ABcA e A<’B implica AB<*B cio¢
p(AB/B) = 0, dalla (3) risulta B~B—A.

La (iii) discende immediatamente dalla definizione di =".
La (iv) segue, come la (i), dalla Proposizione 3.

Qui di seguito diamo ulteriori informazioni sulla struttura d’or-
dine di (3, <*). Confrontiamo dapprima, a tale scopo, I'ordine di un
insieme numerabile Ac8(Q) rispetto ai suoi elementi.

Non si possono, su questo argomento, fare affermazioni di vali-
dita generale, infatti A ¢ dello stesso ordine di ogni suo punto se
(e solo se) p(./A) & una probabilita per cui tutti i punti di A sono
atomi, cioe p({x}/A) > 0; A pud essere dello stesso ordine di un suo
solo punto x nel caso che p(./A) sia una probabilith concentrata in
x, oppure puo essere di ordine superiore a tutti i suoi punti, come
si vede, ad esempio, dalla seguente:

PROPOSIZIONE 9 - Data una successione di eventi Aic8(Q), se gli
A; sono tutti equivalenti in probabilita e se per ogni i=j A:Aj<*A,
allora gli A: sono zeri di ordine superiore rispetto all’unione, cioé:
%Q:,- Ai"> A; per ogni j € N
Dim.: Essendo gli A; equivalenti, per is=j si ha
p(Ai/Ai+Aj) = 1/2 da cui deriva p(Ai/Ai+..4+A,) =1/n i=1,2,.n

Poiché, d’altra parte, si ha

p(Ai/}l:-iAi) < p(Ai/Ai1+ ...+ Ay)
segue immediatamente la tesi.
Sia ora A un qualunque insieme infinito di 8(Q):

LEMMA - Se card(A) = e, a infinito, esiste una partizione § di
A tale che card(§) = « e, per ogni F € §, card(F) = «a.

Dim.: La dimostrazione ¢ immediata, considerando che A ¢& in
corrispondenza biunivoca con A X A= U A X {x}.
xeA
Propros1zIONF 10 - Sia A € 8(Q) tale che card(A) > . Esiste un
sottoinsieme B di A con card(B) = card(A) e tale che B<'A.
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Dim.: Data una partizione § di A di cardinalith « = card(A4) in
insiemi di cardinalita «, al pilt una infinith numerabile di tali insie-
mi ha probabilita p(./A) positiva. Esiste quindi almeno un B € §
tale che p(B/A) = 0.

Per A numerabile la Proposizione 10 pud non valere, cio¢ & pos-
sibile che tutti i sottoinsiemi numerabili di A siano dello stesso or-
dine di A, come si pud vedere considerando il caso in cui p(./A) &
una probabilita per cui tutti i punti di A sono atomi. Se perd si
fanno ipotesi sugli elementi di A, & possibile estendere il risultato
enunciato nella Proposizione 10 anche agli insiemi numerabili, come
risulta dalla seguente:

ProprosizioNE 11 (De Finetti [2]) - Data una successione di even-
ti incompatibili e equivalenti in probabilita, esiste una sottosucces-
sione (Aj)jem, MCN, tale che

X A< T AL
jeM ieN
Dim.: Sia E1= X A; e sia E,= X A; ove M, ¢ infinito e tale
ieN L jeMy, -

che Mu_1 > M, e inoltre p(E,/En_1) < 1/n—1.

Ovviamente E, — E,,; contiene qualche A; € (Aj)jem, € si pud
costruire un E nel modo seguente:

E =ZXA ,con AkncEn—En+1,
n

Dalla seguente disuguaglianza

P(E/E1) < p(E/En) = p(EEn/En) = p(Ak,/En) + p(EEns1/Ey),
considerando che per la Proposizione 9 p(Ax,E.) = 0, discende:

P(E/E1) < 1/n,
da cui la tesi.

Si osservi che nella dimostrazione non si usa in realthd il fatto
che gli A; siano equivalenti, ma soltanto che Ax, <" E,; la proposi-
zione vale quindi in ipotesi pil1 generali.

Spesso in problemi di probabilita si ha bisogno di modelli in
cui i punti siano equivalenti (in probabilita), non essendoci a priori
nessuna ragione per considerare un evento «piit probabile» di un
altro. In [1] si dimostra che tali modelli esistono e che & possibile
costruirli come estensione di una qualunque probabilitd purché non
atomica. *

Qui, prendendo in considerazione i modelli suddetti, trarremo
alcune conclusioni sulla struttura d’ordine di (8, <) e (8, <*).

PrOPOSIZIONE 12 - Se p é una probabilita condizionata completa
su 8(Q), per cui i singoli punti sono di probabilita nulla ed equiva-
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lenti in probabilita, valgono le seguenti proprieta:

i) (8, <) ha un segmento iniziale 8 isomorfo ad ‘N, costituito dal-
le classi di equivalenza degli insiemi finiti e in ogni classe ci
sono tutti e soli gli insiemi della stessa cardinalita;

ii) 8 non ha massimo e 8—8 non ha minimo;

\

iii) & e una classe di equivalenza rispetto alla relazione =" ed é la
classe minima rispetto all'ordinamento <*;

iv) se a é un cardinale infinito e 8,={8 €8/ 3A € 8,card(4) =a},
(84, <*) non ha minimo.

Le dimostrazioni sono immediate usando le Proposizioni 7, 9,
10, 11.

5. - Probabilita condizionate e misure in un campo iperreale

In questo paragrafo vogliamo rileggere le relazioni definite nei
paragrafi precedenti in termini di misure a valori in un campo
iperreale.

Riportiamo qui brevemente alcune note proprieta dei campi or-
dinati contenenti i reali.

Sia K un campo totalmente ordinato contenente R. Indichiamo con
F T'anello degli elementi finiti di K, cioe F={xe K/3re R x<r},
e con I l'ideale di F costituito dagli infinitesimi, cioé

I={xeF/VeeR* 0<|x|<cel}

Due elementi x,y di F si dicono dello stesso ordine (in simboli
x="y) se x/y € F — I; x si dice di ordine superiore a y(x <*y) se
x/y € I

Vogliamo notare che 1'uso qui degli stessi simboli usati per le
relazioni definite nel precedente paragrafo non ¢& arbitrario, come
si vedra dalla Proposizione 13.

Vogliamo inoltre notare che, poiché gli elementi di F—I sono
tutti dello stesso ordine, le definizioni ora date acquistano effettivo
interesse nel caso che x e y siano infinitesimi.

La proiezione canonica Re:F->F/I associa ad ogni elemento
la sua parte reale (essendo F/I isomorfo ad R).

E’ noto ([6]) che, data una probabilita condizionata completa
p su un’algebra & esiste una misura di probabilitd . finitamente
additiva, strettamente positiva (cioé m(B) = 0 se B = ¢), a valori
in un campo K estensione ordinata di R, e tale che.

m (AB)

A/B) =R
p(A/B) em(B)
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Chiameremo una tale m una K-misura associata a p. E’ ovvio
che la probabilita risulta la parte reale della misura m, cioé

p(A) = Re(m(A)).

PROPOSIZIONF 13 - Sia p una probabilita condizionata completa
su 3(Q2) e m una K-misura associata a p. Per ogni A, B € 8(Q)°, val-
gono le seguenti equivalenze:

m(A
i) A<*B se e solo se Re (4) =0 cioéseesolosem(A)<‘m(B)
m(B)
m(A)
ii) A < B se e solo se Re <1
m(B)

PROPOSIZIONF 14 - Siano p e m come nella proposizione prece-
dente. Per ogni A,B € 8(Q)° sia m(B) — m(A) =i. Valgono le se-
guenti equivalenze:

i) A<*B se e solo se m(A) <*i
iil) A< B se e solo se m(A) <*'i,i>0

Le dimostrazioni delle due proposizioni sono elementari; a tito-
lo esemplificativo dimostriamo la (ii) delle due proposizioni:

m(A) m(A+B)
m(A+B) m(B)
(cio dimostra la (ii) della 13).

A < B se e solo se Re

=k<1

m(A)
Posto ora B = k+j con k€ R j €I, per quanto dimostrato
" .
sopra, si ha A< B se e solo se 0< k<1, e quindi i > 0; poi-
. m(A) k+j . . -
ché = -, A < B risulta equivalente a € F+ cioe

i 1—k—j i
m(A) <*i, i > 0.



[11

[2]
(3]

(4]
[5]

(6]

(7]
(8l
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