SUI GRUPPI IN CUI L' INTERSEZIONE DI DUE

QUALUNQUE SOTTOGRUPPI NON CONFRONTABILI
E’ ABELIANA (parte seconda) (*)

di FraNCEsco DE GIOVANNI (a Napoli) (**)

SoMMARIO. - In questa nota si continua lo studio della classe (P)
dei gruppi nei quali l'intersezione di due sottogruppi non con-
frontabili é abeliana. Sono esaminati i gruppi localmente super-
solubili e localmente risolubili in (P).

SUMMARY. - In this paper the study of the class (P) of groups in
which the intersection of incomparable subgroups is abelian is
continued. Locally supersoluble and locally soluble groups in (P)
are examined.

Nella prima parte di questo lavoro ([3]) 1'Autore ha preso in
esame la classe (P) dei gruppi nei quali l'intersezione di due qua-
lunque sottogruppi non confrontabili ¢ abeliana, caratterizzando i
gruppi supersolubili finiti e i gruppi localmente nilpotenti apparte-
nenti a (P). Tale ricerca prende spunto da alcuni lavori di CHAADAEV
([11, [2]) sui gruppi finiti non risolubili in cui l'intersezione di due
qualunque sottogruppi non confrontabili di ordine pari & abeliana.

In questa seconda parte sono esaminati i gruppi localmente
supersolubili e localmente risolubili in (P) e si prova, tra l'altro,
che sono abeliani i gruppi localmente risolubili appartenenti a (P)
e dotati di qualche elemento aperiodico.

(*) Pervenuto in Redazione il 12 gennaio 1981. Lavoro eseguito nell’ambito del
Gruppo Nazionale per le Strutture Algebriche e Geometriche e loro Appli-
cazioni del C.N.R.

(**) Indirizzo dell’Autore: Istituto di Matematica dell’Universitd - Via Mezzo-
cannone 8 - 80134 Napoli.



2 FRANCESCO DE GIOVANNI

Notazioni e terminologia sono quelle gia usate in [3]; in parti-
colare si fa riferimento a [7] e [8]. La numerazione prosegue quel-
Ia di [3].

N. 3 Gruppi localmente supersolubili appartenenti a (P).

Ci si limiterd qui a considerare i gruppi localmente supersolu-
bili periodici G con |w(G)| < 3. Infatti si provera nel successivo
N. 4 che i gruppi localmente risolubili in (P) dotati d qualche ele-
mento aperiodico sono abeliani, sicché ci si puo limitare al caso
periodico e, per la 1.2 (cfr. [3]), supporre |w(G) | < 3.

TeOREMA 3.1. Sia G un gruppo localmente supersolubile periodi-
co dotato di qualche sottogruppo di SYLOW non localmente ciclico e
con |w(G) | = 3. Sono equivalenti:

(i) Ge (P);
(ii) G é abeliano.

Dimostrazione. (i) = (ii) Esiste: in G un sottogruppo finito H do-
tato di qualche sottogruppo di SYLow non ciclico e con |w(H) | = 3.
Qualunque siano gli elementi x e y di G, il gruppo finito HV (x, y)
appartiene a (P), sicché, per il TEOREMA 2.1, & abeliano e x e y sono

permutabili.
(ii) = (i) Ovvia.

TEOREMA 3.2. Sia G un gruppo localmente supersolubile periodi-
co, a sottogruppi di SYLOW localmente ciclici e non di ordine primo,
e con |w(G) | = 3. Sono equivalenti:

(i) Ge (P);
(ii) G ¢é abeliano.

Dimostrazione. Si procede come nel TEOREMA 3.1, utilizzando il
TEOREMA 2.2,

TEOREMA 3.3. Sia G un gruppo localmente supersolubile periodico
a sottogruppi di SYLOW localmente ciclici e con |w(G)|=3. Se i
sottogruppi di SYLOW di G relativi a due numeri primi distinti sono
infiniti, risultano equivalenti:

(i) Ge (P);
(ii) G e abeliano.

Dimostrazione. (i) = (ii) Sia w(G) ={p,q,r}, e si supponga
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p > q > r; per il TEOREMA 3.2 ci si puo limitare al caso in cui G &
dotato di qualche sottogruppo di SyLow di ordine primo. Denotati
con S, il p-sottogruppo di SyLow di G e con S, e S, rispettivamente
un g-sottogruppo di SYLOW e un r-sottogruppo di SyLow di G, si di-
stingueranno tre casi:

) Sp =2, Sg=272(qg=), S; = Z(r>).

Qualunque sia il g-sottogruppo di SyLow V di G, posto H = S,V, si
ha S, < Zu(S;), e quindi H/ZH(S,,), in quanto isomorfo ad un quo-
ziente finito di V = Z(g~), & identico, per cui H = Zy(S,) & abelia-
no. Se x ¢ un g-elemento di G, denotato con y un elemento di S,
di periodo eguale a quello di x, il gruppo finito (S, x,y) & un
{p, q}-gruppo, e quindi & del tipo S,L, con L g-gruppo, € quindi &
abeliano per quanto gia visto. Dopo di cio il gruppo ciclico L &
I'unico g-sottogruppo di SyrLow di S,L, e se ne deduce che x € S,.
Pertanto S; ¢ normale in G e S,;S; € abeliano; come nella pri-
ma parte si prova che S,S;, ¢ abeliano. Qualunque sia il nu-
mero naturale n, si denoti con A, il sottogruppo di ordine g" di S,
e con B, il sottogruppo di ordine 7" di S,. Ogni A, € normale in G
e per ogni n > 1, il TEOREMA 2.6 applicato al gruppo finito S, An Bm
assicura che A, Bn ¢ abeliano per ogni m € N, per cui tale ¢ S;S,.
Da cio segue l'abelianita di G.

2) So=2Z(p=), Sq=2,4 S, =Z(r=).
Qualunque sia il numero naturale 7, si denoti con A, il sottogruppo
di ordine p" di S, e con B, il sottogruppo di ordine »” di S,; ogni
A, ¢ normale in G e, qualunque sia » > 1, il TEOREMA 2.14 applicato
al gruppo finito A, Bwms1 assicura che A.B.. & abeliano per ogni
m €N, sicché tale ¢ S,S, e S;S; <Zs(S,). Per assurdo sia
Zc(Sp) = Sp X S;; 11 sottogruppo S, in quanto caratteristico in
Z¢(Sp) < G, € normale in G, sicché tale ¢ anche ogni B, Qualunque
sia n > 1, il TEOREMA 2.4 applicato al gruppo finito A, S, B assicura
che A, S, ¢ abeliano, per cui tale ¢ S; S, e da cid segue, come nel
caso (1), che S; € normale in G. Dopo di cid0 G & prodotto diretto
dei suoi sottogruppi di SYLow ed ¢ quindi abeliano, contro l'ipotesi
Zs(Sp) < G. Pertanto si ha S, < Z(G). Allora S, S, & abeliano €, co-
me in (1), S; € normale in G. Considerato il gruppo H = S; S,, si ha
Sq¢ = Zu(S,;) € quindi H/Zy(S,), in quanto isomorfo a un quoziente
finito di S, = Z(r~), ¢ identico, sicché H = Zy(S,;) & abeliano. Da
cido segue l'abelianita di G.
() Sp=Z(p=), Sq=12(q>), S; = Z,.

Qualunque sia il numero naturale »# si denoti con A4, il sottogruppo
di ordine p" di S, e con B, il sottogruppo di ordine g di S, ogni
A, € normale in G. Qualunque sia n > 1, il TEOREMA 2.14 applicato
al gruppo finito A, Bwms1 assicura che An Bm & abeliano per ogni
m € N, sicché S, S; ¢ abeliano e, come in (1), S; € normale in G,
sicché tale ¢ anche ogni B, Qualunque siano n>1 e m>1, il
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TEOREMA 2.3 assicura che il gruppo finito A, B S, & abeliano, per cui
tale € anche G.

(ii) = (i) Ovvia.

TEOREMA 3.4. Sia G un gruppo localmente supersolubile periodi-
co infinito con w(G) = {p, q,r}, e siano S, un p-sottogruppo di Sy-
LOW, S; un g-sottogruppo di SYLOW e S, un r-sottogruppo di SYLOW
di G. Se Sy =Z(p=),Sq=2(q*) (1<k< ) e S, = Z,, risulta:

(a) Se g > r, sono equivalenti:
(i) Ge (P);
(ii) G é abeliano.

(b) Se g < r, sono equivalenti:
(i) Ge (P);
(i) |G: Z(G) | divide gr.

Dimostrazione. Qualunque sia #n > 1, si denoti con A, il sotto-
gruppo di ordine p* di S,.

(a) (i) = (ii) Sia in primo luogo p > r; qualunque sia n > 1, il
TEOREMA 2.3 assicura che A,V S,V S, & abeliano, per cui tale & an-
che G. Sia invece p <7, e quindi S; <] G; posto H=3S,S,, si ha
S¢ = Zu(Sy) e, come nel TEOREMA 3.3, H ¢ abeliano. Qualunque sia
n > 1, il TEOREMA 2.4 applicato al gruppo finito S;S, A, assicura che
S; S; ¢ abeliano, sicché, come nella (1) del TEOREMA 3.3, S, & norma-
le in G. Poiché allora S, S, ¢ abeliano, tale & anche G.

(ii) = (i) Ovvia.

(b) Ogni A, risulta normale in G e quindi tale & anche S,. In-
fatti: se p>r si ha S, <{G e ogni 4. < G; se p<gq, S;S, & finito
e normale e percio ¢ centralizzato da S, = Z(p~), per cui 4. < G.
Se infine g < p <7, come prima S, & centralizzato da S,, sicché
dalla abelianita di S, S,, segue che S, & normale in G e ogni 4, < G.
(i) = (ii) Qualunque sia 7 € N, i TEOREMI 2.4 e 2.6 assicurano che i
complementi di SyLow del gruppo finito A.+1V S43V S, sono almeno
minimali non abeliani, per cui A4,S; e A, S, sono abeliani, e quindi
tali sono anche S,S; e S, S;, sicché S, < Z(G). Sia M I'unico sotto-
gruppoe massimale di S,. Poiché i p-complementi di 4,V S;V S, sono
almeno minimali non abeliani, il sottogruppo® MS, & abeliano e
M = Z(G). Dopo di cido |G: Z(G) | divide qr.

(ii) = (i) Siano H e K sottogruppi non confrontabili di G. Poiché ®
S:<1G, da S; £ HA K segue che H A K & un r-gruppo ed & quin-

(3) S, risulta normale in G. Infatti, se » < p, S, S, & abeliano e normale come
nella (1) del TEOREMA 3.3; se invece r > p, ¢ ovvio che S, | G.
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di abeliano; - si pud quindi supporre S, < H A K. Se risultasse
S;<HAK, si avrebbe S,S; <H AK, il che & assurdo, giacché
S:S;<1G e G/S:S; = Z(p=). Risulta quindi S; £ H A K e perciod
HAKANS;<S; ¢ centrale in G. Dopo di cid6 si ha HAK =

= (S/(Sp X Sg)) AN (HAK) =S8,((Sp X Sq) ANHAK))=
= S,((Sp/\H/\K) X (SyANHAK)), per cui HA K & abeliano e
G e (P).

OSSERVAZIONE 3.5. Esistono gruppi non abeliani appartenenti a
(P) verificanti le ipotesi del TEOREMA 3.4 (b), come illustrano le si-
tuazioni seguenti:

1) Sia o Zy—> Aut (Z7) un omomorfismo di nucleo il sottogruppo
di ordine 3 di Zy, e sia H = [Z1]s - Zy; il gruppo G = Z(2=) X H
¢ non abeliano e appartiene a (P).

(2) Sia H come in (1) e sia p un numero primo = 11; il gruppo
G = H X Z(p=) € non abeliano e appartiene a (P).

(3) Sia ?:Z»—> Aut (Z;;) un omomorfismo di nucleo il sottogruppo
di ordine 5 di Zsx, e sia H = [Zy]s « Zs. Il gruppo G =Z(7=)X H
¢ non abeliano e appartiene a (P).

TEOREMA 3.6. Sia G un gruppo localmente supersolubile periodico
infinito a sottogruppi di SYLOW localmente ciclici e con |w(G) | = 3.
Se i sottogruppi di SYLow di G relativi a due numeri primi distinti
hanno ordine primo, sono equivalenti:

(i) Ge (P);

(ii) il sottogrupo di SYLOW infinito di G é centrale.

Dimostrazione. Sia w(G) = {p, q,r} e siano S,, S; e S, rispetti-
vamente un p-sottogruppo di SyLow, un g-sottogruppo di SyLow e
un r-sottogruppo di SYLow di G, e sia S, = Z(p~). Come nella dimo-
strazione del TEOREMA 3.4 si prova che S, € normale in G e quindi,
denotato con A, il sottogruppo di ordine p~ di S, tale & anche
ogni A.,.

(i) = (ii) Qualunque sia n € N, i TEOREMI 2.4, 2.6 e¢ 2.8 assicurano
che il gruppo finito An+1V S;VS: ha i complementi di SyLow alme-
no minimali non abeliani, per cui 4.S; e A, S, sono abeliani, sicché
A< Z(G) e S, < Z(G).

(ii) = (i) Sia g > r e quindi S; < G. Siano H e K sottogruppi non
confrontabili di G; se S £ HA K, H A K & un g’-gruppo ed & quin-
di abeliano. Sia invece S; < H A K; se H A K contenesse S; S, < G,
si perverrebbe ad un assurdo giacché G/S;S; = Z(p~). Allora da
Se=HAK e S§;S; £ H A\ K segue che H/\K ¢ un 7-gruppo ed ¢
quindi abeliano, per cui G € (P).
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OsSERVAZIONE 3.7. Esistono gruppi non abeliani appartenenti a
(P) e verificanti le ipotesi del TEOREMA 3.6, come illustrano le situa-
zioni seguenti:

(1) Sia a un automorfismo di periodo 3 di Z;, e sia H = [Z7] (a);
il gruppo G = Z(2~) X H & non abeliano e appartiene a (P).

(2) Sia H come in (1) e sia p un numero primo = 11; il gruppo
G =H X Z(p>) & non abeliano e appartiene a (P).

(3) Sia @ un automorfismo di periodo 5 di Zy, e sia H = [Zu] (a);
il gruppo G = Z(7=) X H & non abeliano e appartiene a (P).

Dai TEOREMI 3.1-3.6 discende la seguente caratterizzazione dei
gruppi localmente supersolubili periodici infiniti appartenenti a (P)
e con |w(G)|=3.

TeoREMA 3.8. Sia G un gruppo localmente supersolubile periodi-
co infinito con w(G) = {p, q,r}; sono equivalenti:

(i) Ge (P);
(ii) G é un gruppo di uno dei tipi seguenti:
(a) G é abeliano;

(b) G ¢é a sottogruppi di SYLOW localmente ciclici, con i sotto-
gruppi di SYLOW relativi a due numeri primi distinti (q,r
con q > r) finiti, i g-sottogruppi di SyLow di ordine primo
e |G/Z(G) | = qr.

TeorEMA 3.9. Sia G un gruppo localmente supersolubile pe-
riodico privo di sottogruppi di SYLOW localmente ciclici e con
| w(G) | = 2. Sono equivalenti:

(i) Ge (P);

(ii) G é abeliano.
Dimostrazione. Segue dal TEOREMA 2.11.

TeorEMA 3.10. Sia G un gruppo localmente supersolubile perio-
dico appartenente a (P) e con |w(G)| = 2. I sottogruppi di SYLow
infiniti di G sono abeliani e quelli finiti sono abeliani o minimali
non abeliani.

Dimostrazione. Sia w(G) = {p,q}, e sia S, un p-sottogruppo di
SyLow di G. Si supponga in primo luogo S, infinito, e siano x e y
elementi di S,; detto H un sottogruppo finito di S, contenente pro-
priamente (x,y), e K un g-sottogruppo finito non identico di G, il
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TEOREMA 2.12 applicato al gruppo finito H V K assicura che x e y
sono permutabili, per cui S, € abeliano. Sia invece S, finito; detto
K un g-sottogruppo finito non identico di G, ancora il TEOREMA 2.12
applicato al gruppo finito S, V K assicura che S, ¢ abeliano oppure

minimale non abeliano.

TEOREMA 3.11. Sia G un gruppo localmente supersolubile perio-
dico con w(G) = {p, q}. Se i sottogruppi di SYLOW di G sono infiniti,
risultano equivalenti:

(i) Ge (P);

(ii) G é abeliano.

Dimostrazione. (i) = (ii) Sia per fissare le idee p > ¢, e si de-
noti con S, I'unico p-sottogruppo di SyLow di G e con S; un g-sotto-
gruppo di SyLow di G. In primo luogo sia S, = Z(p=), e si denoti
con A, il sottogruppo di ordine p" di S;; qualunque sia x € S, esiste
un sottogruppo finito H di S, contenente propriamente (x). Se
H & non ciclico il TEOREMA 2.16 assicura, per n > 1, I’abelianita del
gruppo finito A, H; se invece H é& ciclico, (x) & contenuto nell’unico
sottogruppo massimale di H e il TEOREMA 2.14 applicato al gruppo
finito A, H assicura, per n > 1, I'abelianita di A.{x). Pertanto, per
I'arbitrarieta di x in S; e di n > 1, si ha S, < Zs(S;) e G=S, X S,
¢ abeliano per il TEOREMA 3.10. Sia invece S, # Z(p~); se risulta
Sq # Z(g>), I'asserto segue dal TEOREMA 3.9. Sia invece S; = Z(g~),
e si denoti con B, il sottogruppo di ordine g" di S,. Denotato con
K un sottogruppo finito non ciclico di S, qualunque siano x € S, e
n € N, si pud considerare il gruppo finito L = KV {(x) V Bays; indi-
cato con L, il p-sottogruppo di SyLow di L, si ha KV {(x) <L, e,
per il TEOREMA 2.21, il sottogruppo L, B, & abeliano. Dopo di cio S,
centralizza ogni B, e quindi S;, e come prima G = S, X S, € abeliano.
(ii) = (i) Ovvia.

TEOREMA 3.12. Sia G un gruppo localmente supersolubile perio-
dico con w(G) ={p, q}, e siano S, e S; rispettivamente un p-sotto-
gruppo di SYLOW e un g-sottogruppo di SYLOow di G. Se risulta
Sp=Z(p=) e Sq = Z,, allora G appartiene a (P).

Dimostrazione. In primo luogo sia p > g. Qualunque sia il sot-
togruppo finito H di G, dal TEOREMA 2.13 segue che H € (P), sic-
ché, per la 1.1, G € (P). Se invece p < g, si verifica subito che G &
abeliano, sicché appartiene a (P).

TeorREMA 3.13. Sia G un gruppo localmente supersolubile periodico
a sottogruppi di SYLOW localmente ciclici e con w(G)={p, q} (p>q).
Se il p-sottogruppo di SyLow S, di G é infinito mentre i g-sotto-
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gruppi di SYLow di G sono finiti, risultano equivalenti:
(i) Ge (P); | |
(ii) il sottogruppo M di indice q di G é abeliano.

Dimostrazione. (i) = (ii) Si denoti con A, il sottogruppo di or-
dine p” di S, e siano S; un g-sottogruppo di SyLow di G e M, il
suo unico sottogruppo massimale. Qualunque sia # > 1, il TEOREMA
2.14 applicato al gruppo finito A. S, assicura che A, M, & abeliano,
per cui abeliano ¢ anche l'unico sottogruppo di indice g S, M, di G.

(ii) = (i) Qualunque sia il sottogruppo finito H di G, se g divide
|H|, il sottogruppo L di indice g di H & contenuto in M ed & quindi
abeliano, sicché H € (P) per il TEOREMA 2.14 e dalla 1.1 segue che
G e(P).

TEOREMA 3.14. Sia G un gruppo localmente supersolubile periodi-
co con w(G) ={p,q} (p > q); se il p-sottogruppo di SYLow S, di
G ¢ infinito e localmente ciclico e i g-sottogruppi di SYLow di G
sono finiti non ciclici, risultano equivalenti:

@) Ge (P);

(ii) G & abeliano oppure prodotto diretto di un p-gruppo localmente
ciclico per un g-gruppo minimale non abeliano.

Dimostrazione. (i) = (ii) Si denoti con A, il sottogruppo di ordi-
ne p" di S, e sia S; un g-sottogruppo di SyLow di G. Qualunque sia
n > 1, il TEOREMA 2.16 assicura che risulta 4,S;, = 4. X S; con S,
abeliano oppure minimale non abeliano; dopo di cid G =S, X S,
verifica la (ii). :

(ii) = (i) Per il TEOREMA 2.16 ogni sottogruppo finito di G appartiehe
a (P), e quindi G € (P) per la 1.1.

TEOREMA 3.15. Sia G un gruppo localmente supersolubile periodi-
co con w(G) ={p,q} (p > q); se il p-sottogruppo di SyLow S, di G
é infinito e non localmente ciclico mentre i g-sottogruppi di SYLOW
di G sono ciclici, risultano equivalenti:

(i) Ge (P);

(ii) G é abeliano, oppure |G/Z(G)|=pqg e Sy =Z(p=) X R con R
ciclico.

Dimostrazione. (i) = (ii) Si denoti con S; un g-sottogruppo di
SyLow di G. Il TEOREMA 3.10 assicura che S, ¢ abeliano. Qualunque
sia il sottogruppo finito H di S, normale in G, poiché ogni elemento
di Sp,/H ¢ dotato in G/H di un numero finito di coniugati, esiste
in Sp/H un sottogruppo finito non identico normale in G/H, e quin-
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di anche un sottogruppo normale minimale Hi/H di G/H contenuto
in S,,/H per cui |Hi/H| = p. Cosi proseguendo si costruisce una
successione

H<Hi<H<..<H,<Hp,1<... 1)

di sottogruppi normali di G contenuti in S, e con | Hu41/Hn | = p per
ogni n € N. Un noto teorema di BAer (cfr. [4]) comporta S, = D X R,
con D divisibile e R ridotto; si distingueranno tre casi:

1) R=1.

Il gruppo S, ¢ divisibile e non localmente ciclico, per cui S, = X K;
iel

con ogni Ki=Z(p=) e |I|> 1. Sia x un elemento di Sp e, posto

= (x)°, si consideri una catena del tipo (1). Esista in primo luogo
n € N tale che Hu.1/H, sia non ciclico; il teorema di MASCHKE ap-
plicato al gruppo abeliano elementare finito

Hn+1/H Hn+l/H Hn/H L/H
——"—_. comporta =
S(Hpt/H) 20 S (Huat/H) ~ O (Hait/H) X G (Hopi/H)
con L/H sottogruppo Siinvariante e percid normale in G/H.
I sottogruppi H. S, e LS; sono non confrontabili, e quindi HS, ¢
abeliano e x centralizza S,. Sia invece H,./H ciclico per ogni n € N;
posto K = U H,, chiaramente K ¢ normale in G € K/H = Z(p~), e

si ha K < S,,, in quanto H ¢ finito e |I| > 1. Detto y un elemento
di S, —K, i sottogruppl (H.(y)¢S;) e KS; sono non confrontabili,
per cui HS, € abeliano e x centralizza S,. Si ha pertanto S, < Zs(S,)
e G =S, XS, ¢& abeliano.

2) D=1.

Qualunque sia x € S, posto H = (x)¢, si consideri una catena
H<H <H:<...<Hy<Hpu1<...del tipo (1). Per assurdo H,/H

sia ciclico per ogni n € N; posto K= U H, K & normale in G e si
ne N
ha K/H = Z(p=). Poiché H & finito, K ¢ a condizione minimale, e

quindi (cfr. [4]) ¢ prodotto diretto di un numero finito di Z(p=)

e di p-gruppi ciclici, ed & percio finito (in quanto S, & ridotto), il

che ¢ manifestamente assurdo. Pertanto esiste n € N tale che H./H

sia non ciclico e, come nel caso (1), x centralizza S,. Pertanto
<Zs(Sg) e G =S8, X S; & abeliano.

B) D=1 Rs1.

Sia in primo luogo D non localmente ciclico, e quindi D = X D; con
iel

ogni D; = Z(p=) e |I|> 1.1l caso (1) apphcato al gruppo DS, com-
porta D < Zs(Sy) e quindi D; <] G per ogni i € I. Detti i e j due ele-
menti distinti di I, qualunque sia x € R i sottogruppi D;{x,S,) e
D;j(x, S;) sono non confrontabili (da D;(x, S;) < D;(x, S;) seguirebbe

D; Dj = D,' (x, Sq) N\ D; Dj = D,-((x, Sq) N\ D; Di)
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D; D; .
e quindi D; = D; D;/D; :.%’f‘g )A A D-l’ contro la finitezza di (x, S;))
» g ]

e quindi (x, S;) € abeliano e x centralizza S,. Dopo di cio S, < Zs(S,)
e G =S5, X §; & abeliano. Sia quindi D = Z(p~), e per ogni n e N
si denoti con D, il sottogruppo di ordine p" di D; fissato un ele-
mento x di R — {1}, qualunque sia n € N i sottogruppi D.{x,S,;) e
DS, sono non confrontabili, per cui D, S, & abeliano e D < Z(G). Si
supponga R infinito; applicando il caso (2) al gruppo G/D si ha che
che tale gruppo € abeliano, per cui DS, <]{G e quindi S, <G, e
G = S, X Sq ¢ abeliano. Sia invece R finito e in primo luogo non
ciclico; il teorema di MASCHKE applicato al gruppo finito G/D =
= RD/D - §;D/D assicura l'esistenza in RD/D di due sottogruppi
massimali distinti Mi1/D e M,/D normali in G/D. I sottogruppi M: S,
e (R, S;) sono non confrontabili, per cui (M; A R)V S, & abeliano
(i=1,2) e R= (Mi A R) (M2 A\ R) centralizza S,, sicché G = S,X S,
¢ abeliano. Sia infine R ciclico, e sia M il sottogruppo massimale
di R; chiaramente DM & normale in G. I sottogruppi DMS, e (R, S,)
sonc non confrontabili, per cui MS, & abeliano e DM < Z(G). Sia
ancora L il sottogruppo massimale di S,;; qualunque sia x€ S, i
sottogruppi (x)¢S; e S, L sono non confrontabili, per cui (x)6L &
abeliano e L < Z(G). Dopo di cid6 DML < Z(G) e quindi, se G non
¢ abeliano, G/Z(G) ha ordine pg € S, = Z(p~) X R con R ciclico.
(ii) = (i) Sia G non abeliano, e sia S, =D X R con D =Z(p~) ¢ R
ciclico. Siano H e K sottogruppi non confrontabili di G, e siano L,
il p-sottogruppo di SyLow di H A K, L, un g-sottogruppo di SyLow
di H A K e S; un g-sottogruppo di SyLow di G contenente L, Se
Ly < Sq oppure L, =D X M (dove M denota il sottogruppo massi-
male di R) si ha che H A K =L, X L, &€ abeliano. Per assurdo allo-
ra risulti Ly =S, ed esista x€ L, — (D X M); si ha allora x = ab
con a€D e R=(b). Posto S; = (y), si ha y* = y® = y* € (x, S,),
per cui {x,S;) < G.

DR (x,Sg) _ DR
(x,Sq) ~ DR A (x, Sy)

che € un quoziente di DR/{x) = D(x)/{x) =D/D A {x) = Z(p>), ed
¢ quindi a sua volta isomorfo a Z(p=), il che & assurdo giacché
(x,S4) =<H A K. Dopo di cido HA K & abeliano e G € (P).

OsseErVAZIONE 3.16. Esistono in (P) gruppi non abeliani verificanti
le condizioni del TEOREMA 3.15, come mostra la situazione seguente:
Sia H = Z(3») X Z3, € sia o un automorfismo di H che induca l'iden-
tita su Z(3~) e abbia periodo 2 su Z; il gruppo G = [H] (&) & non
abeliano e appartiene a (P).

Si ha allora 1= G/{(x,S;) =

TeoreMA 3.17. Sia G un gruppo localmente supersolubile periodi-
co con w(G) ={p,q} (p > q); se il p-sottogruppo di SYLow S, di G
e ciclico e non ha ordine primo, mentre i g-sottogruppi di SYLOW
di G sono infiniti, risultano equivalenti:
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(i) Ge(P);
(ii) G ¢é abeliano.

Dimostrazione. (i) = (ii) Sia S; un g-sottogruppo di SyrLow di
G; il TeorREMA 3.10 assicura che S; & abeliano. Se S; = Z(qg>) si ha
facilmente che G ¢ abeliano. Sia S; non localmente ciclico; qualun-
que sia x € Sy, esiste in S; un sottogruppo finito non ciclico H con-
tenente x. Il TEOREMA 2.16 assicura che il gruppo finito S,H & abelia-
no. Pertanto x centralizza S, e S; < Z¢(S,), sicché G =S, X S, ¢
abeliano. (ii) = (i) Ovvia.

TeoREMA 3.18. Sia G un gruppo localmente supersolubile periodico
con w(G) ={p,q} (p > q); se il p-sottogruppo di SyLow S, di G ¢é
finito non ciclico, e i g-sottogruppi di SYLOow di G sono infiniti, sono
equivalenti:

(i) Ge(P);
(ii) G é abeliano oppure prodotto diretto di un p-gruppo minimale
non abeliano per un q-gruppo localmente ciclico.

Dimostrazione. (i) = (ii) Denotato con S; un g-sottogruppo di
SyLow di G, se S; non ¢ localmente ciclico dal TEOREMA 3.2 segue
che G ¢ abeliano. Sia invece S; = Z(g~); il gruppo Zs(S,) Sq/Zc(Sp)
¢ isomorfo a un quoziente finito di S; = Z(g>), per cui S; < Zs(S,)
e G = §p X-S,. Dal TEOREMA 3.10 segue poi che, se G non & abeliano,
S, &€ minimale non abeliano.

(ii) = (i) Segue dal TEOREMA 1.9,

TeoREMA 3.19. Sia G un gruppo localmente supersolubile periodi-
co con w(G) ={p,q} (p > q); se il p-sottogruppo di SYLOW S, di G
ha ordine p e i g-sottogruppi di SYLOW di G sono infiniti non local-
mente ciclici, risultano equivalenti:

(i) Ge (P);

(ii) G é abeliano oppure i g-sottogruppi di SYLOW di G sono del tipo
Z(g~) X R con R ciclico, e G/Z(G) ha ordine pq.

Dimostrazione. (i) = (ii) Denotato con S; un g-sottogruppo di
SyLow di G, dalla 3.10 segue che S, & abeliano. Se S, ¢ divisibile,
poiché il gruppo S;Z¢(S;)/Zc(S,) € isomorfo a un quoziente finito
di Sy, si ha S; = Z6(S;) e G =S, X S; € abeliano. Sia quindi S; non
divisibile e percio dotato di sottogruppi massimali; in primo luogo
sia S; dotato di due sottogruppi massimali distinti M; e M,. I sot-
togruppi S, M1 e S, M2 sono non confrontabili, per cui S,(Mi1 A M)
¢ abeliano; detti x un elemento di M; — M; € y un elemento di
M; — M,, poiché M; & infinito i sottogruppi S, M; e S,(x,y) sono
non confrontabili, sicché S,(x) € abeliano e similmente abeliano &
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Sp{y). Dopo di cid i sottogruppi S, M; e S, M, sono abeliani, per
cui tale ¢ G = S, X Sq. Sia quindi S, dotato di un unico sottogrup-
po massimale M. Qualunque sia x € M, detto y un elemento di S;—M,
i sottogruppi S, M e S,(x,y) sono non confrontabili, per cui S, (x)
¢ abeliano e M < Z(G), sicché, se G non & abeliano, G/Z(G) ha or-
dine pg. Poiché S, & dotato di un unico sottogruppo massimale,
risulta Sg =D X R con D = X D;, ogni D; = Z(q~) e R ciclico non

iel
identico. Se |I| > 1, denotati con i e j due elementi distinti di I i
sottogruppi S, D; R e S, D; R sono non confrontabili, per cui S,R &
abeliano e S; = MR & contenuto in Z¢(S,), sicché G =S, x S, &
abeliano. Pertanto, se G non & abeliano, si ha S, = Z (=) X R con
R ciclico. ‘

(ii) = (i) Sia G non abeliano, e siano H e K sottogruppi non con-
frontabili di G; se S, HA K, HAK & un g-gruppo ed & quindi
abeliano. Si pud pertanto supporre S, < H A K. Sia L, un g-sotto-
gruppo di SyLow di HA K e siano S;,=D X R (con D =Z(g~) e
R ciclico s 1) un g-sottogruppo di SyLow di G contenente L, e M
I'unico sottogruppo massimale di S,. Se L, < M < Z(G), chiaramen-
te HAK =S, X L, ¢ abeliano. Per assurdo sia L, £ M, e quindi
esista x € L; — M; si ha allora x =ab con ae D e R = (b). Dopo di
Cid G/Sp(x) = SpD{(x)/Sp{x) = D/D A\ (S,{x)) = Z(q~), il che &
assurdo giacché S, (x) < H A K. Pertanto HAK & abeliano e G € (P).

OsseRVAZIONE 3.20. Esistono in (P) gruppi non abeliani verifican-
ti le ipotesi del TEOREMA 3.19, come mostra la situazione seguente:
Sia H = Z(2=) X Z, e sia & : H— Aut (Z3) un epimorfismo. Il gruppo
G = [Z;]» - H &€ non abeliano e appartiene a (P).

Dai TEOREMI 3.9-3.19  discende la seguente -caratterizzazione
dei gruppi localmente supersolubili periodici infiniti G € (P) e con
| —
lw(G) | = 2.

TEOREMA 3.21. Sia G un gruppo localmente supersolubile periodi-
co infinito con w(G) ={p,q} (p > q). Sono equivalenti (denotando
con S, il p-sottogruppo di SYLOW di G e con S, un g-sottogruppo di
SyLow di G): '

(i) Ge(P);
(ii) G é un gruppo di uno dei tipi seguenti:
(@) G ¢é abeliano;

(b) Sp = Z(p=), Sq=Z(g*), il sottogruppo di indice q di G &
abeliano;

(c) G=S, X Sqcon S, = Z(p~) e S, finito e minimale non abe-
liano;

(d) Sp=Z(p>) X R, R ciclico = 1, Sg = Z(g*), | G/Z(G) | = pg;
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(e) G=S,XS; con S, finito e minimale non abeliano e
Sq = Z(g~);

(£) Sp=Z,, Sq=Z(g=) X R con R ciclico > 1, |G/Z(G) | = pq.

N. 4. Gruppi localmente risolubili appartenenti a (P).

4.1. Sia G un gruppo risolubile finitamente generabile dotato di
qualche elemento aperiodico e appartenente a (P). Allora G & abe-
liano.

Dimostrazione. Poiché G ¢ risolubile e non periodico, esiste in
G una sezione normale abeliana infinita H/K con G/H finito. Poiché
| G: H| ¢ finito, H/K & finitamente generabile e percid dotata di una
immagine omomorfa ciclica infinita H/L. Se H = G, qualunque sia
il sottogruppo massimale M;/L di G/L esistono due sottogruppi mas-
simali Mby/L e Ms:/L di G/L, distinti fra loro e da M;/L, tali che
Mi A My = My A Ms. Poiché Ge(P), i sottogruppi Mi AM, e
Mi A M3 sono abeliani e contengono L, per cui L centralizza
(Mi A Mz) (Mi A M3) = Mi. L'arbitrarieta di M; comporta L < Z(G),
per cui G & abeliano. Sia dunque H < G; poiché H/L & ciclico infi-
nito, esiste in H/L un sottogruppo N/L tale che H/N sia finito e
w(H/N) abbia ordine = 4. Chiaramente |G : N | & finito, sicché fini-
to € anche G/Ng, € |w(G/N¢) | = 4. La 1.2 assicura allora che G/Ng
¢ abeliano. Siano Si/Ng,..., Si/N¢ i sottogruppi di SyLow di G/Ne.
Qualunque sia ie€{l,...,7}, fissato j=i, i sottogruppi S:S; e
S1...8j-1Sjs1...S; sono non confrontabili, per cui S; & abeliano e
N¢ =< Zs(Si), per cui N¢ < Z(G) e G, in quanto nilpotente, & abelia-
no per il TEOREMA 1.11.

TEOREMA 4.2. Per un gruppo localmente risolubile G dotato di
qualche elemento aperiodico sono equivalenti:

(i) Ge(P);
(ii) G é abeliano.

Dimostrazione. (i)=> (ii) Sia a un elemento aperiodico di G;
qualunque siano gli elementi x e y di G, la 4.1 applicata al gruppo
{a, x,y) assicura che x e y sono permutabili ,per cui G & abeliano.
~ (ii)= (1) Owvia.

TeEOREMA 4.3. Per un gruppo iperabeliano G dotato di qualche
elemento aperiodico sono equivalenti: ‘

(i) Ge(P);
(ii) G é abeliano.
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Dimostrazione. (i) = (ii) Denotato con F(G) il sottogruppo di
FirTinGg di G, se G/F(G) & privo di sottogruppi non confrontabili,
G/F(G) risulta un p-gruppo localmente ciclico (p primo), sicché
F(G) ¢& dotato di qualche elemento aperiodico. La locale nilpotenza
di F(G) e il TEOREMA 1.11 assicurano che F(G) & abeliano, per cui G
¢ risolubile e l'asserto segue dal TEOREMA 4.2. Sia quindi F(G) con-
tenuto in due sottogruppi non confrontabili di G, e percio sia abe-
liano. Esiste in G/F(G) un sottogruppo normale abeliano non iden-
tico A/F(G), e dalla relazione Z¢(F(G)) < F(G) < A, segue che A
non & abeliano. Dopo di cio il gruppo G/A & privo di sottogruppi
non confrontabili, ed € percid abeliano; pertanto G & risolubile e
I'asserto segue ancora dal TEOREMA 4.2. (ii) = (i) Ovvia.

OSSERVAZIONE 4.4. Nei TEOREMI 4.2 e 4.3 non & lecito prescindere
rispettivamente dalle ipotesi di locale risolubilita e di iperabelianita,
sia nel caso misto che nel caso aperiodico, come illustrano le situa-
zioni seguenti:

(1) Sia T.. un gruppo non abeliano a sottogruppi non banali ciclici
~ infiniti. Allora T.. € un gruppo aperiodico non abeliano apparte-
nente a (P).

(2) Sia T come in (1), € sia G=T. X Z, (p primo); il gruppo G
€ misto non abeliano e appartiene a (P).

In base alla 1.2 e al TEOREMA 4.2 sara sufficiente limitarsi ai grup-
pi localmente risolubili periodici G € (P) con |w(G)| =< 3.

45, Sia G un gruppo risolubile finito di ordine p=q®rr
(e >0,8>0,v>0) appartenente a (P). Allora G ¢é dotato di qual-
che sottogruppo di SYLOW normale.

Dimostrazione. Si procede per induzione su a + f§ + v, giac-
ché se a + B8+ vy =3, G ha ordine pgr ed € supersolubile. Sia
a+ B + v > 3, e sia H un sottogruppo normale minimale di G; poi-
ché G ¢ risolubile, H ¢ primario e si puo quindi supporre, per fis-
sare le idee, H p-gruppo. Detto X = {S,, S,;, S;} un sistema di SyLow
di G, se H = S, l'asserto ¢ vero. Sia H < S,; i sottogruppi HS; S, e
S, S; sono non confrontabili, per cui HS; € abeliano e H centralizza
S, Similmente H centralizza S,, sicché, essendo S, abeliano per la
1.3, si ha H < Z(G). 11 gruppo G/H ha ordine p°q®r* con 0 < 0 < a,
e per induzione G/H ¢& dotato di qualche sottogruppo di SyLow
normale. L'insieme X* ={S,/H,S,H/H,S,H/H} & un sistema di
SyLow di G/H, sicché almeno uno dei tre elementi di =* & normale
in G/H. Se Sy/H <] G/H si ha S, </ G. Se invece S, H/H < G/H, si
ha S;H <] G e quindi, essendo S;H abeliano, S; < G. Similmente
da S;H/H < G/H segue S, G.

TEOREMA 4.6. Per un gruppo risolubile finito G di ordine p* q® r*
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privo di sottogruppi di SYLOW ciclici sono equivalenti:
(i) Ge(P);
(ii) G e abeliano.

Dimostrazione. (i) = (ii) Sia X = {S,, Sy, S-} un sistema di SyLow
di G, e sia per fissare le idee S, (G (cfr. 4.5). Sia M un sotto-
gruppo normale massimale di G contenente Sp; si pud supporre
|G:M|=gq, e quindi S, S; < M. I sottogruppi S,S; e M sono non
confrontabili, per cui S,(S; A M) & abeliano; similmente S,V (S;AM)
€ abeliano. Dopo di cio S; A M, centralizzando S, e S,, &€ centrale in
G per la 1.3. Siano M; e M, due sottogruppi massimali distinti di
S, i sottogruppi SpSr e Sp(Sqg A M) M; sono non confrontabili, per
cui SpM ¢ abeliano e S, < Zg(S;), sicché S,(S; A M) S, < Zs(S:).
Se S; ¢ normale in G, detti L, e L, due sottogruppi massimali distin-
ti di Sy, i sottogruppi S, S, e Sp L: S; sono non confrontabili, per cui
SpL; ¢ abeliano (i=1,2) e S, < Zs(Sy). Similmente S, =< Z¢(S,),
per cui S; <] G e G ¢ abeliano. Per assurdo sia N¢(S;) < G; poiché
Sp(SqAM) S, € massimale in G e centralizza S,, si ha N¢(S;)=Zs(S;)
e, per un noto teorema di BURNSIDE®, G & rnilpotente, sicché
Sy Sq <1 G. Poiché G/S,S,; = S, & dotato di sottogruppi non confron-
tabili, S, S; € abeliano e S; < G. Procedendo allora come prima, si
prova che S; € normale in G, il che € assurdo. (ii) = (i) Ovvia.

TEOREMA 4.7. Sia G un gruppo localmente risolubile periodico
con i sottogruppi di SYLOW non localmente ciclici e con |w(G) | = 3;
sono equivalenti:

i) Ge(P);
(ii) G ¢ abeliano.

Dimostrazione. (i) = (ii) Qualunque sia il sottogruppo finito H
di G, esiste un sottogruppo finito K di G contenente H privo di sot-
togruppi di SyLow ciclici e con |w(K) | = 3. Dal TEOREMA 4.6 segue
che K ¢ abeliano, per cui tale ¢ H e quindi anche G.
(ii) = (i) Ovvia.

TEOREMA 4.8. Sia G un gruppo lagrangiano® di ordine p*q® 1,
dotato di qualche sottogruppo di SYLOW non ciclico. Sono equi-
valenti:

(4) Sia G un gruppo finito e sia S un p-sottogruppo di SYLOW di G. Se
Ncg(S) = Zg(S), G & p-nilpotente (cfr. [8] pag. 139).

(5) Un gruppo G si dice lagrangiano se ¢& finito e, per ogni divisore d di {G |,
esiste in G un sottogruppo di ordine d.

(6) I1 TEOREMA 4.8 non si estende ai gruppi risolubili, in quanto G = Z5x A,
€ un gruppo risolubile di ordine 5 . 3 . 22, non abeliano, appartenente a (P)
e con il 2-sottogruppo di SYLOW non ciclico.
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(i) Ge(P);
(ii) G ¢é abeliano ©,

Dimostrazione. (i)= (ii) Sia £ ={S,, S,;, S;} un sistema di Sy-
Low di G, e sia, per fissare le idee, S, <{ G (cfr. 4.5). Se i sottogrup-
pi S; e S; sono non ciclici, 1'asserto si deduce come nel TEOREMA 4.6.
Si supponga quindi S, ciclico. Detto M un sottogruppo normale
massimale di G contenente S,, sia in primo luogo |G:M|=gq, e
quindi S, S, < M. T sottogruppi S,S; e M sono non confrontabili,
per cui S;(S; A M) & abeliano e similmente abeliano risulta
SrV (Sq A M), per cui S; A M < Z(G). Detto M; un sottogruppo di
indice p di G, si ha G=S,M;, e S, A M; & normale in G e si ha
|Sp:SpAM:| = p. 1 sottogruppi (S,AM:1)S;S: e S, S, sono non con-
frontabili, per cui (S,AM;)S, & abeliano; similmente abeliano risulta
(SpAM,) S, sicché S,AMi1 < Z(G), e quindi (S,AM1) (S;AM) < Z(G).

Sp(Sq A M)
(Sp A M1) (Sq A M)

male di ordine p di G/(S, A M1) (S; A M); poiché G/S,(S; A M) ha
ordine grY, i suoi sottogruppi di SYLow sono ciclici, ed & quindi su-
persolubile, per cui tale risulta anche G/(S, A Mi) (S; A M), e quin-
di anche G/Z(G) e percio G. L'asserto segue allora dal TEOREMA 2.1.
Sia invece |G :M | =r; denotato ancora con M; un sottogruppo di
indice p di G, procedendo come nel caso precedente si ha che
Sp A M; € normale in G e ha indice p in S,. Poiché G ¢& lagrangiano
e i sottogruppi di SYLOW sono coniugati, esiste in G un sottogruppo
M, di indice g contenente S, e quindi anche S,S,. Dopo di cid
M;=S8,S;S:AM; = (S, S:) (SqAMz) e |Sq AM,|=|M::S,S,| = g,
per cui | S;:S; A Mz2| = g e si pud procedere come prima, sostituen-
do M, a M. (ii) = (i) Ovvia.

Chiaramente ~ S,/ (Sp A M) & un sottogruppo nor-

DEFINIZIONE. Un gruppo G si dice localmente lagrangiano se ogni
sua parte finita & contenuta in un sottogruppo lagrangiano.

TeEOREMA 4.9. Sia G un gruppo localmente lagrangiano dotato
di qualche sottogruppo di SYLOW mnon localmente ciclico, e con
| w(G) | = 3. Sono equivalenti.

(i) Ge(P);

(ii) G é abeliano.

Dimostrazione. (i) = (ii) Per ipotesi esiste un sottogruppo finito
H di G dotato di qualche sottogruppo di SYLow non ciclico e con
|w(H) | = 3. Qualunque siano gli elementi x e y di G, esiste un sot-
togruppo lagrangiano L di G contenente H V (x,y). Dal TEOREMA 4.8
segue che L & abeliano e x e y sono permutabili. (ii) = (i) Ovvia.
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TeEorREMA 4.10. Sia G un gruppo lagrangiano di ordine p* q* privo
di sottogruppi di SYLOW ciclici e con qualche sottogruppo di SYLOW
normale. Sono equivalenti:

(i) Ge(P);
(ii) G ¢é abeliano.

Dimostrazione. (i) = (ii) Sia G dotato, per fissare le idee, di un
unico p-sottogruppo di SyLow S,, e sia M un sottogruppo di indice
p di G; chiaramente M contiene un g-sottogruppo di SyLow S, di G.
Poiché G/S, = S, ¢ dotato di sottogruppi non confrontabili, S, ¢ abe-
liano, per cui S, AMG e |Sp:S, AM|=p. Detti Ly e L, due
sottogruppi massimali distinti di S,, i sottogruppi S,L; e (S,AM) S,
sono non confrontabili, per cui il gruppo (S, A M) L; & abeliano
(i=1,2) e S, A M, centralizzando S; = LiL;, & centrale in G. Il
gruppo G/S, A M ha ordine pg® e Sp,/S, A M & un suo sottogruppo
normale di ordine p, per cui G/S, A M & supersolubile, e quindi
tale ¢ anche G/Z(G). Dopo di cid G & supersolubile, e quindi abe-
liano per il TEOREMA 2.11. (ii) = (i) Ovvia.

OsserVAZIONE 4.11. Esistono in (P) gruppi lagrangiani G con
|w(G) | =2 e privi di sottogruppi di SYLOW normali; tale & ad esem-
pio il gruppo simmetrico S.. :

OSSERVAZIONE 4.12. Esistono in (P) gruppi risolubili di ordine
p* ¢®, privi di sottogruppi di SyLow ciclici e con qualche sottogruppo
di SyLow normale, che non sono perd lagrangiani, come illustra la
situazione seguente: il gruppo G = As X Z3 ¢ risolubile di ordine
3222, privo di sottogruppi di SyLow ciclici, con il 2-sottogruppo di
SyLow normale, appartiene a (P) ma non & lagrangiano (giacché
privo di sottogruppi di ordine 18).

OsserRVAZIONE 4.13. Esistono in (P) gruppi lagrangiani di ordine
p* q°, dotati di qualche sottogruppo di SyLow normale e non ciclico,
che non sono supersolubili, come mostra la situazione seguente: il
gruppo G = A4 X Z, ¢ lagrangiano di ordine 3 - 2%, con il 2-sottogrup-
po di SYLow normale e non ciclico, appartiene a (P), ma non & su-
persolubile.

4.14. Sia G un gruppo lagrangiano di ordine p*q® appartenente
a (P). Se G é privo di sottogruppi di SYLOW abeliani, i suoi sotto-
gruppi di SYLOW sono minimali non abeliani.

Dimostrazione. Poiché G € risolubile deve risultare ® 0,(G) = 1

(7) Se p & u ndivisore primo dell’ordine del gruppo finito G, col simbolo 0,(G)
si denota il massimo p-sottogruppo normale di G.
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oppure O4(G) # 1; sia per fissare le idee O,(G) = 1, e sia S, un
g-sottogruppo di SyLow di G. Qualunque sia il sottogruppo proprio
H di S, i sottogruppi O,(G) H e S, sono non confrontabili, per cui
H ¢ abeliano e S; ¢ minimale non abeliano. Se fosse | 0,(G) | = p~,
dal TEOREMA 4.10 seguirebbe I'abelianita di G, contro le ipotesi; per-
tanto | 0,(G) | < p* Siano K/O,(G) un sottogruppo normale mini-
male di G/O,(G) e K, un g-sottogruppo di Syrow di K, si ha
Ky = K/O,(G), per cui K, & abeliano e quindi contenuto propria-
mente in un g-sottogruppo di SyLow T, di G. Dopo di cid pq divide
I'ordine di G/K, sicché G/K & dotato di sottogruppi non confronta-
bili e K ¢ abeliano, per cui K; <] G e 04(G) = 1. Come prima si pro-
va allora che i p-sottogruppi di SyLow di G sono minimali non
abeliani.
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