ESISTENZA E SEQUENZE ASCENDENTI
DI MONOIDI SU VARIETA’
INTERSEZIONE COMPLETA

di WALTER SPANGHER (a Trieste) **)

SoMMARIO. — Si determinano condizioni necessarie e sufficienti per
U'esistenza di famiglie di monoidi su una varieta proiettiva inter-
sezione completa.

SuMMARY. — We prove necessary and sufficient conditions in order
that three families of monoids exist on a complete intersection
projective variety.

Introduzione:

In talune questioni inerenti ricerche sulla unirazionalita, o sulla
verifica delle congetture di Hodge, risulta di un certo interesse
sapere quando in uno spazio proiettivo P7, considerata una qual-
siasi varieta intersezione completa V di dato tipo (n1, ..., #p)

a) esista una varieta lineare L* (1< k<r—1) ed un monoide
M*-1 di L* (di ordine assegnato n) contenuto in V

b) i monoidi M*-! di ordine n contenuti in V, ne costituiscano
una congruenza di varieta unirazionali (i.e. copertura di V).

c) Fissato k, esistano sempre sequenze ascendenti di monoidi di
(*) Pervenuto in Redazione il 29 luglio 1981.

(**) Indirizzo dell’Autore: Istituto di Matematica dell’Universita - Piazzale
Europa, 1 - 34100 Trieste.
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lunghezza k contenuti in V, come verra meglio spiegato nel § 3.

I problemi or ora accennati vengono discussi rispettivamente
nel primo, secondo e terzo paragrafo.

Gli spazi proiettivi e le varieta considerate sono definite su un
corpo k algebricamente chiuso.

§ 1. Nello spazio proiettivo P” si considerino le varieta inter-
sezione completa V di tipo (m, .., np) (con 1< m < .. < np).
Sia Y la varieta irriducibile delle varieta (intersezioni complete)
V di P definita come in [2] e con quelle notazioni si ponga

p 14 .
dle:ZN,:Z[(nl;l-r]—S,—l]
i=1 i=1

A) Sia invece X la varieta irriducibile parametrizzante la tota-
lita dei monoidi M*-! di ordine n(n =3, k=>1) di Pr; risulta
(cfr. [4])

dimX:(k+1)(r—k)+[”+k]—(n+k_2]+k——1.

k k
Dire che un monoide M*-! d'ordine n €& contenuto in V
(I1<k<r—p-—1) equivale a dire che M*-'C H; N L* (i=1,..,p)

(dove V = ﬂ H; (degH; = n;) e L* ¢ lo spazio ambiente di M*-1)

e quindi se n,—n M-1=H;NLx o L€ H;, se ni<n L*xC H;
e infine se wm;>mn, H; N LFx= M*1 4 Fk-1 (degFs-1=mn;—n) o
L* € H;.

Comunque se n, < n, la condizione necessaria e sufficiente
affinché ogni varieta intersezione completa V contenga qualche
monoide M*-! di ordine n ¢ quella di contenere qualche L* e
quindi ¢ quella riportata in [2]. Si supponga, quindi, qui nel
seguito, n =3 e n<n, e dunque

1’11< ...... <1’lr<1’l=1’lr+1=...==ns<1’15+1<...Snp (1).

Si consideri la corrispondenza C tra X e Y che associa ad
ogni x € X la totalita delle varieta V di Y contenenti il monoide
x; la fibra C (x) ¢ irriducibile e di dimensione costante e quindi
C ¢ irriducibile. Per quanto sopra detto (cfr. [2], [4], [1]) si ha:

dimC(x):dimY—él[ni}tk]— 3 [[”f+k]_1]_

i=r+1 k

(1) Cio viene scritto impropriamente, per generalita, intendendo comunque
che puo accadere r +1 =1, 0o s +1=p, ..
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L) (e
Se przC =Y si ha:
(1) d=dimX —a=0.

Dimostreremo che (1) ¢ pure sufficiente per la non degenera-
bilita di C su Y.

Si ponga (cfr. [5]) prrC=Y’, dimY =dimY —¢ (¢ = 0).

Si osservi innanzi tutto che le fibre C (x) di C qualora si
intersecano, hanno intersezione irriducibile con eccedentarieta di
intersezione mai negativa e che preso x € X, la corrispondenza
C* =pr;! (C (x)) ha tutte le componenti irriducibili dominanti
C (x) tramite prz.

Ricerchiamo quindi, seguendo le notazioni di [5], la dimen-
sione degli X* di dimensione massima e la relativa eccedentarieta
d’intersezione o.

Rammentato che ¢ > 0 se e solo se gli spazi lineari L* su cui
giacciono i monoidi non sono sghembi, analizziamo i vari valori
che possono assumere ¢ € dim X* in relazione alle diverse posizioni
di x e x* e di L* e L** spazi ambienti rispettivamente dei monoidi
x e x* @,

Supponiamo che L* e L** s’intersechino secondo un L* (h < k).

A;) Supponiamo inoltre che L* = L* N L** non sia immerso
in x e che quindi intersechi x secondo una varieta H*-! di ordine n.

Riesce allora:

i=r+l

C B )=

i=s+1

dim X* = dim X — (¢ —¢) < (k — h) (r—k+h+1)+[”;:k)—

[;”+£—2)—("'};h)+k.

Supposta vera la (1), con tecnica analoga a quella di [2], si
dimostra che dim X} —dimX 4 ¢ < 0.

(2) x* (cfr. [5]) e variabile di un aperto di X* di generica piattezza relati-
vamente al morfismo CZ*X*.
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A;) Supponiamo ora L immerso nel monoide x e nel monoide x*:

Rijesce allora

r i h s i h p i h
am k(M) 5 (M) 5L

i=1 i=r+l1 i=s+1

dimX’;:dimX——(o‘—s)<(k—h)(r—k+h+1)—1+
n+ k n+k—2 n+h
L) (TET) (R e
Supposta vera la (1) si dimostra che dim X5 — dmX + <0

As;) Sia L* immerso nel monoide x ma non nel monoide x*;
in tal modo V deve contenere L*x,

Riesce allora:

e £ (72" A1) 0
|

LA
€

i=s+1

dim X¥ = dim X — (¢ — y< (k—h) (r—k)+8+
k k—2
+(n—l}; )_(n-i—k )—i—k—l

dove 5 & la dimensione della totalita degli L* giacenti sul monoide
x e quindi (cfr. [3D)

§=(h+1) (k—h)— (n—;ll—h) oppure

szh(k—h)—[”;;f‘_zl ) +[”J,;fl_"1‘2] (h > 1).
Riesce, supposta vera la (1), dim X5 — dimX +0:<0 in
ogni caso.

B) Sia ora X' la varieta irriducibile parametrizzante la totalita
dei monoidi M1 di ordine 2(k=>=1) di P cioe delle quadriche
delle varieta lineari L* di P7; risulta:

dimX’:(k+1)(r—k)+[k';;z)—l.

EE——————— ]

(3) Si verifica in tal caso che le condizioni per vV di Y di contenere L¥k
sono dipendenti dalle condizioni di passaggio per " e x*; perché se fossero
indipendenti l'eccedentarieta ¢ risulterebbe uguale a

r +h s n,+h L n;, +h n, + k—n
s(mrn) e g [(vrm)] s B0 J]
i=1 h i=r+l h ims+1 h k
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Se il tipo della varieta intersezione completa V & n =y, =
= =Mp.1=1, n,=2 si ha che k Sr—pe condizione necessaria
e sufficiente per l'esistenza su V di quadriche Q-1

Supponiamo quindi nel seguito che non accada simile even-
tualita ovvero che:

1=n1<...<n,<2=nr+1=...=ns <M1 ..<n, @,
Considerata la corrispondenza C’ tra X’ e Y sopra menzionata,
si verifica che la fibra Cx) (xeXx ) ® & irriducibile e di dimen-
sione costante

mew) =amy = §(FF1) g (557 )

p n; + k ni+ k—2 g - ,
_i=§+l[( k J—( k ”_dlml—a.
Dimostriamo che 1a condizione necessaria affinché pr,C' =y
(1) d=dmX —g >0

risulta pure sufficiente per la non degenerabilita di ¢’ su Y.

Seguendo [5] valgono le stesse considerazioni gia poste in luce
in A). I vari casi possibili per avere in relazione ad X'* un’ecce-
dentarieta o positiva risultano:

By) Lh = [k n [** (7 2 0) non ¢ immerso nella quadrica x e
quindi la interseca in una quadrica di dimensione # — 1.

Riesce:
A N (G4 B I (PO M

dimX'l*zdimX’— (0 —¢) < (k — n) (r—k+h—1) +
k+2 h+2
HTE7) -("%7)
Si dimostra con tecnica analoga a [2] che dim X'¥ —dim X’ +
+ 0, < 0, supposta vera la (1’).

B;) Supponiamo che L* sia immerso sia nella quadrica x che
in quella x*,

Riesce:

(4) Vedi nota (1) e comunque #nr>2
(5) Per il seguito risulta pilt opportuno scegliere x non singolare,
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y I h+1 S (24 h P i+ h
SHUS QIS

1=1 i=r+l1 i=s+41 h

dim X3* < (k — h) (r—-k+h—1)—~1+(k2'2]_1_(;1;2) ®

Supposta vera la (1') riesce £ < 0.
B;) Sia L* immerso nella quadrica x ma non nella quadrica x*.
Si ha:

, r h+1 s 24+ h
=2 (" )e 2 [(PR) -]+

A UR

i=s+1

dimxg*<(k—h)(r—k+h—1)—(h;“2J+[k‘z”')_l

Riesce, supposta vera la (1’), dim X ¥ —dim X’ + o, < 0.

§ 2. Con le notazioni del paragrafo precedente, si consideri la
corrispondenza ) tra Pr e Y data dalle coppie (p,V) e P X Y con
p e V. Riesce Q irriducibile (essendo tutte le fibre O (p) irridu-
cibili e di dimensione costante dim £ ( p) =dimY — p) e di dimen-
sione dimY + (r — p).

Consideriamo quindi la corrispondenza K tra X e Q (n = 3)
data dalle coppie (x, (p,V)) con pe x € V. Si puo allora considerare
il diagramma:

Q >
{ t
S
g C—yvy
pr:
A

Essendo K (x) irriducibile e di dimensione costante
(K (x) = (s-f) (g7' (x)) X x;

(6) Pili precisamente si pud dire che per x non singolare

dim X" < (k—h) (r—k) + (k—h) (h + 1)_2(11;2 ) ¥ ( kZZJ—l.
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dimK (x) = (k—1) +dimC (x) =dimQ — a

dove o« =a + (r — p) — (k — 1) la corrispondenza K ¢ irriducibile
e di dimensione dimK =dimY —a + (k — 1) + dim X.

Il problema dell’esistenza di congruenze di monoidi sulle varieta
intersezione completa equivale quindi alla ricerca di condizioni
affinche f (K) = Q.

Si ponga f (K) =’ e dimQ'=dimQ — 1 (n = 0). Se f (K) =Q
si ha:

2) d+ (k-1 —(r—-—p)=20 ie. dimX —a =0.

E’ interessante sapere se la (2) € pure condizione sufficiente
per la non degenerabilita di K su Q seguendo [5]. Indichiamo
con p l'eccedentarietd d’intersezione di K rispetto K (x); rammen-
tato che p > 0 soltanto se gli spazi lineari L* su cui giacciono
i monoidi sono non sghembi, si possono presentare i seguenti casi
in cui p > 0.

C:) Supponiamo che L* = L* N L** non sia immerso in X.
Riesce:
p=c+ th—-1)+@—-—p)—2((k-—-1)
dim X* = dim X7
C;) Sia L" immerso sia in x che in x*
Riesce:
p=nt+h+ (r—p)—2((k—-1)
dim X* = dim X3
C;) L* sia immerso nel monoide x ma non in x*
Riesce:
pm=o+ *h—-1)+ @F—-p)—2(k-—-1)
dim X* = dim X5

In tutti i casi si ha dim X* — dim X + p < 0 supposta valida
la (2).

Analoghe considerazioni valgono mutatis mutandis, per la va-
rieth X’ delle quadriche di dimensione k — 1 di P.

§ 3. Consideriamo in P’ una varieta intersezione completa V del
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tipo (n7, .., np) con MK .<Mp <up=n = 3) e fissiamo
un intero k (1< k<r—1).

Cercansi condizioni su r, k, n;, .., n, affinché per ogni punto
P di V passi una retta che intersechi V in un monoide con punto
singolare P, per ognuna di tali rette passi un piano che intersechi
V in un monoide con ugual punto singolare, e cosi via fino ad
un L*; dette sequenze di monoidi le chiameremo per brevita se-
quenze ascendenti di monoidi per P.

Si ponga P= (1,0,..,0) e V = H, N..NH_ dove
1

p

r H . ~ ’ 3 .
Fi= 2 xiffb (%, ., %) =0 (j=1,..,p) & un’equazione di H,
i=1 i
L'esistenza di rette per P che intersechi V in un monoide equivale

a ricercare rette che intersecano H, in un monoide e giacciano su
Hnj, - an_l, ovvero a ricercare u; punto Q= (0, x; .., x,) tale
che la retta P Q verifichi le condizioni or ora dette.

In tal modo, la retta PQ ha punto generico (\, x1, ..., x) ed
affinche PQ intersechi H, in monoide con punto singolare P,
bisogna che .glxi fio (\x1, .., %) =0 di grado n in A, ammetta
A= oo comelzsloluzione (n — 1) volte; si ottengono cosi (n — 2)
equazioni da aggiungere alle p)ii n; equazioni che si ottegono impo-

=
nendo PQ quale retta giacente su H, .., H
1

p-1
Affinché detto sistema in r incognite e (n — 2) + X n; equazioni
.. ] i=1
ammetta soluzioni non banali occorre e basta che:

B |
r=zm-—1) + pZ n; (condizione per k =1).
i=1

Procedendo per induzione si pud supporre che la varieta lineare
L¥!'= (%% = X¢ty1 = ... = x, = 0) intersechi V in un monoide con
punto singolare P.

L'equazione di H, assume allora la forma:

r
Zxif" D (X0, ey X)) + @ L@n (X1 Xk_1) + Xo@n_1 (X1..x_1)] =0
i=k
La ricerca di un L* (2 L*-!) che intersechi V secondo un mo-
noide per P singolare equivale alla ricerca di un punto Q =
= (0, .., 0, pr, ..., pr) tale che le rette di punto generico (xo + A,
X1, ey Xk_1, Pk, ...pr) intersechino H, almeno (n — 1) volte in



104 WALTER SPANGHER
P e giacciano su H, .., H .
1 p-1

La prima condizione equivale a imporre che

r
Z pi fi("_l) (X0 4+ N, X1, weey Xk_1, Pky weey pr) +
i=k

+ o [Qn (X1 xk_1) + (X0 + A) @u_t (X1, vy X61)] =0

ammetta A = o quale soluzione n — 1 volte, per ogni scelta di
Xo, .., Xk_1 € Ci0 equivale a determinare un sistema di

1+(k+1)+[k;2)+...+ [k+n—3)=(k+n—2)

n—3 n—3
.. . e+ k—1
equazioni che devono essere aggiunte alle Z ( i — 1 ] tutte
j=1 i
nelle incognite omogenee px, .., pr, le ultime assicurando la con-

dizione che L* (congiungente L*-! con Q) giaccia su H, .., H, ;
1 r-1
affinche questo ultimo sistema ammetta soluzioni non banali occorre

e basta che

r—k>(k+n_2)+pil(nf+k_1]

n—3 i1 nj — 1
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