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RELATIVO AD UN PROBLEMA UNILATERALE
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SOMMARIO. — Si considera una disequazione variazionale connessa
ad un problema di contatto tra membrane, e si dimostrano un
teorema di regolarita ed un teorema di dipendenza continua.

SUMMARY. — A wvariational inequality connected with a contact
problem between membrane is considered. A regularity theorem
and a continuous dependence theorem are proved.

In un recente lavoro di R. Toscano e A. Maceri [9] viene
studiata la disequazione variazionale:

(0) (ul,uz)eK:f(vl—u1)Au1dx+ f(vz—uz)Auzdx>
4] (]

J(Vl —w)fidx + f(vz— w)frdx V (v, »2) €K,
Q Q

ambientata nello spazio 8 X §, con & = H!(Q) N H2(Q), nella quale
K & un sottoinsieme convesso di § X § ed A un operatore differen-
ziale lineare del secondo ordine uniformemente ellittico.

La (0) traduce un problema di contatto tra due membrane
di forma uguale, che occupano una porzione di piano Q e sono
fissate al bordo.

(*) Pervenuto in Redazione il 18 febbraio 1981.
(**) Indirizzo degli autori: Istituto di Matematica della Facolta di Ingegneria -
Via Claudio, 21 - 80125 Napoli.
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Nella nota citata vengono fra l'altro stabiliti, oltre alla esi-
stenza ed unicita, teoremi di regolarita e di dipendenza continua.

In questo lavoro si considera una disequazione variazionale
analoga alla (0), diciamola per ora (00), nella quale i due integrali
al primo membro e quelli al secondo membro, invece che ad
un medesimo aperto £ sono estesi a due aperti ; ed O, con

Q, c ;. Naturalmente anche la (00) & connessa al problema
fisico sopra accennato, ma con le due membrane fissate su due
bordi distinti.

Scopo principale del lavoro ¢ di indagare sulla regolarita
della soluzione u = (u1, uz) della (00), intesa in senso generalizzato,
soluzione che inizialmente appartiene ad HLY() X H}(£2). Per
la seconda componente u; la questione si risolve come in [9] e con
lo stesso procedimento seguito in [9] (cfr. anche [3], [8]), si
conclude che essa appartiene ad H?({);); per quanto riguarda la
prima componente u;, il procedimento di [9] non si puo estendere
alla (00) e d’altronde non si puo dire che essa appartiene ad H?({L),
come €& dimostrato con un esempio (n. 2) e come del resto si intuisce
pensando alla questione fisica cui la (00) ¢ connessa.

Si pone percido per u; la questione della regolarita, e in questa
nota si dimostra che u; appartiene ad H? separatamente negli aperti
M ed O — Q. Il procedimento dimostrativo, fondato su opportune
formule di maggiorazione relative ai rapporti incrementali di wu
di ordine 2, pur ispirandosi ad una tecnica gia adoperata (cfr. ad
es. [2], [4], [7]), non ne costituisce una semplice utilizzazione:
per adattare tale tecnica occorrono infatti particolari accorgimenti,
non avendosi informazioni sulla traccia di u; sulla frontiera di 2.

La regolarita viene studiata nel n. 2, ove si stabiliscono anche
delle formule di maggiorazione. Dai risultati ottenuti si deduce poi,
nel n. 3, un teorema di dipendenza continua (teor. 4).

Nel n. 1, in cui si introduce il problema, vengono stabilite
(teor. 1) alcune proprieta della soluzione.

Ringraziamo il Prof. R. Toscano per gli utili consigli sulla
questione.

1. — Siano:
— O e Q, aperti limitati di &", con [OY=R VT

— A un operatore uniformemente ellittico:
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con a;; funzioni misurabili e limitate in Q;
— f1 e f, elementi rispettivamente di H-! () ed H-! (Q,);
— & un numero reale non negativo.

Consideriamo la seguente forma bilineare, definita per

u=(uw, uz) e v=_(vi, ») appartenenti ad H. () X H) (),
continua e coercitiva:

1,...,n a a
ot =5 [[ o 0 G S s [0 G232
Q

ed il funzionale definito ver v =(v;, 1) € H' () X H!(Q;) lineare
e continuo:

<EVv>=<fi,nn>+ <f2, v2>.

Detto K il sottoinsieme non vuoto di HL(4) X Hl (), chiuso
e convesso

(1) K={(vi, v2) eHY(Q) X H (D) :v1 + 8 = v, go. in )},

la disequazione variazionale

(2) ueK:a(u,v—u)z2<g,v—u> Vvek

ammette, come ¢ noto (cfr. [5], [8]), un’unica soluzione u = (u;, u,)
e risulta

(3) |l g0y + Nl e2]] o) % ([ fill gy + 1ol gy

dove a ¢ la costante di coercitivita della forma a (u, v).

Allo scopo di evidenziare alcune proprieta della soluzione della
(2), che utilizzeremo in seguito, denotiamo con Q il sottoinsieme
(aperto) di . costituito dai punti xy intorno ai quali u; +8& — u,
(g.o. = 0 inf) ha un minorante positivo; evidentemente tale fun-
zione ha un minorante positivo in ogni sottoinsieme chiuso di Q.

Sussiste il seguente:

TEOREMA 1. Le funzioni uy e u, verificano, nel senso delle distri-
buzioni, le relazioni:

(4) Au+Aw=fi+f, Aua<f, su
(5) Au1=f1 Su 91—52
ed inoltre, se ) non é vuoto, si ha:

(6) Au1=f1,Auz=fz su S,
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La prima delle (4) e la (5) si ottengono ponendo nella (2)
rispettivamente v =(u1 + 9, uz+9) e v=(u1 + ¢, u), con ¢ e Y
scelte arbitrariamente in Cg () e in Cz (Q — ).

La seconda delle (4) si deduce analogamente ponendo nella (2)
v = (w1, uz — @) con ¢ appartenente a C: (), ¢ = 0.

Per dimostrare la prima delle (6) scegliamo un arbitrario elemen-
to non nullo ¢ € Cy () e consideriamo la coppia ve = (1 — € 9, u2);
proviamo che ¢ possibile scegliere € > 0 in modo che v € K, cioé
in modo che risulti

(7) m+3d—€0 2w

q.0. in . E’ ovvio che la (7) & vera q.0. in Q»supp 9. Essendo
supp ¢ chiuso e contenuto in , esiste m > 0 tale che u; + & — u, = m
q.0. in supp ¢: & allora evidente che scegliendo ¢ < m/maxlo| la
(7) ¢ verificata anche q.0. in supp o.

Sostituendo la coppia v. nella (2) si conclude che sussiste la
prima delle (6). Per stabilire la seconda delle (6) basta osservare
che se v. appartiene a K anche la coppia w. = (w1, uz + £9) appar-
tiene a K e quindi si pud porre nella (2) v = w,.

2. — In questo numero vogliamo studiare la regolarita della
soluzione u = (u;, uz) della disequazione variazionale (2).

Supporremo ;, € di classe C? a; e C! (), fi € £7 (),
f2€ £7 () (2 < p < 4+ «), e denoteremo con ¢ una costante indi-
pendente da fi, f. e 8.

Con lo stesso procedimento seguito in [9] si prova che
u; € H>*({);) e che risulta:

(8) lAuzll iy <211l eray + | F21] ey ) s
nonche
9) 2]l ey ScUlfill gy + 11120l eriy) -

Quanto alla prima componente u;, tenendo presente che il

secondo membro della (5) appartiene a £7 (Q; — ﬁz) e che, per la
(4), Aus ¢ elemento di £7(£), si deduce in modo ovvio (cfr. [6]):

(10) ui € H22 (D), wi € Hx2 (Y — (o).

Inoltre, detto @ un aperto a chiusura contenuta in £, oppure
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in O — Q, per ogni aperto Q' tale che Q' < Q si ha (cfr. [1D:

(11) || 21 || H2.0(Q) <c(||[Aum Hszp(n') + || w || er ()5

dalla (11) e dalla (8), tenendo conto della prima delle (4) e della
(5), si ricava la formula di maggiorazione:

(12) H (251 ”Hzp(n) C(“ fIH [VI(N) + H f2 ” £ (Qy) + ” u ” Qn(m)

Sorge dunque il problema della regolarita di u; in tutto .
Supposto p = 2, vedremo, con un esempio, che non si pud asse-
rire l'appartenenza di u; ad H?(f4); si puo invece affermare che
u; & dotato di derivate seconde deboli di quadrato sommabile,
separatamente in % ed in Q) — Q. Precisamente sussiste il
seguente:

‘TreorEMA 2. Nelle ipotesi Qu, Q di classe C?, aj € C!' (),
fie £2(Qu) ed fre £2(), detta u= (w1, uz) la soluzione della
disequabione (2), per la prima componente u; si ha:

(13) w € H* (), wi € H (4 — ()

e risulta:

(14) 1 Iy S € ([fillgpay + 172l ey +3)
(15) | 21 || pa0,5p S € (1 fillgpey + 1 f2ll gaqy +3)

con c costante indipendente da £, f; e da 8.

Tenendo conto della (10) & sufficiente far vedere che:
(16) V %€ 3y esiste un intorno J di X tale che u; € H2(J N L),

(17) V %€ 9%, esiste un intorno J di X tale che w € H?(J N (&)
e ut€ H2 (I N (1 — N?)).
La (16) si stabilisce seguendo un noto procedimento (cfr. ad

esempio [2], [4], [7]), tenendo presente che u; ha traccia nulla
su 08, e che sussiste la (5), nel senso delle distribuzioni, cioe

che per ogni v e H} (4 — Q) risulta:

) 1,...,n 8u1 a‘V

8 z ; = .

(18) z a,()a =3 ’dx fflvdx
ﬂx"‘nz "nz

Tenendo anche conto della (3) il procedimento conduce inoltre
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alla formula di maggiorazione

(19) | 21 [lmagnny < ¢ (Il oy T 1720l ey
con ¢ costante indipendente da fi, f, e 8.

Per quanto riguarda la (17), osserviamo intanto che insieme
alla (18), sussiste una relazione analoga con €, in luogo di Q; — Q,
ed fi+ fo— Auz in luogo di fi (cfr. (4)). Perd non si pud seguire
il procedimento suddetto in quanto u;, mentre ha traccia nulla
su dQ, non necessariamente ha traccia nulla su 0.

Consideriamo allora un intorno @f di X € 9 contenuto in
ed indichiamo con 9{+ la porzione di 9 contenuta in Q.

Denoteremo con 8, la sfera di &" di centro l'origine e raggio
r, con X, la semisfera intersezione di 8, con il semispazio x. > 0,
e con 0; X, lintersezione di §, con l'iperpiano x, = 0.

In un primo tempo supponiamo che
(20) U=8, U =%, x=0, § NI =0%;
naturalmente si ha, nel senso delle distribuzioni:
1) Aw=fi su § —=,
(22) A= —Au+ fi+f, su %Z,.
Introduciamo le forme bilineari:

l,...,ﬂ avl 'aWI
a(vi, w) = X aij (x) — ——dx
ii 1 a.Xi ax,-
S,
1,..,n 8v: aWz
V2, W) = X i ——=d
a (v2 2) ij J @j (%) dx; dxj

definite rispettivamente in [H! (§,)]? e in [H! (Z,)]?, ed il convesso
K={(,wn)e Hy@S) XHE):mu+v+8=u+v: qgo. in %}

e notiamo che, per ogni coppia (vi, v2) € K’, risulta (3 + v1,
uz + v2) € K, intendendo v; e v; prolungate a zero rispettivamente
su ) — 8 e suf—X,; dalla (2) si ottiene allora:

2

(23) ar (ur — ) + a2 (U —v2) <

S ([fill gy + 121l gep) Uvillgagsy + 12l gagzy ) -

Per ogni v appartenente a £2(§,), consideriamo il rapporto
incrementale di v rispetto ad x; (I =1, ..., n):
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vx+h) —v(x)
h

dove Kh' denota il punto di &" avente uguale ad h la coordinata
I-ma e le rimanenti coordinate nulle; naturalmente tale rapporto
ha significato q.o. per gli x € 8, tali che x + k! € §,. Consideriamo
inoltre il rapporto incrementale di el v relativo all'incremento — h':

PV (x) =

vix+h)+vx—~Hh)—2v(x)
hZ

il quale ha significato q.o. per gli x € §, tali che x + h! e x — h!
appartengono ad 8,. Scelti i numeri reali 7, r; tali che O0<ri<r:<r,
sia 1 un elemento di Cy (S,) a valori in [0,1], uguale ad 1 su &, ,
e sia ho=min{r —r;,72 —r_} dove r, = max |x]|.

X € suppn

ohv (x) =

E’ facile verificare che per 0<|h|<ho, se si prolungano a
zero su tutto §, le funzioni p% [n (w1 + 8)] e o [n (wuu + 8)], risulta

(24) eh[n(m+8)] e H (S)) , ot [n (i +8)]eH(S) -

Analogamente, introdotti i simboli p?v e o%v, per ve £ (%))
si conclude che, per 0 <|h|<hy ed 1 mn, se si prolungano a
zero su X, le funzioni p* (n u2) e 0';’ (m uz) risulta:

(25) Pt (nu2) € Hy (%) , o* (nuz) € H} (Z,) -
Cid premesso supponiamo 1% n.
Poiche¢ per 0 < |h| < ho e per 0 < e < h2/2 la coppia
(enotn @ +3)], eno’ (mu))
appartiene a K’, in virtl della (23) si ha:
ai (w1, -no"[n(um+8)]) +a (uz, — neot (nuy)) <

d[n (1 + 8)]
d x;

26 < (lfilleay + 12 lleaay ) (I} sy +

+”pha (T]uz)l

| o2z ]
con |h| minore di un opportuno k' < hy. ®

D’altra parte & facile verificare che:

(1) Qui € nel segulto utilizziamo il fatto ovvio che, posto Q= §, [risp.
Q = X1, per | k| minore di un opportuno ho risulta:

”PIV”gz(m < ” ”522(0)
qualunque sia v € H! ()) nulla in un mtorno d1 0 5, [risp. 9 X, — 9; Z/1.
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(27) a1 (e} [n (w1 + 8) L, 0% [ (1 + 8)]) < a1 (wy, — moP [0 (a + 8)]) +

3[11(u1+5)] dx]%
d x; 5 B

+ el yyay+8 [

i=1

r

a2 (p} (Mt2), P (N 2)) < a2 (w2, — Mo} Mu2)) +cl| vz ey
" Y
( )3 dx] 2.
i=1

Nella (27) la costante ¢ ¢ indipendente, oltre che da fi, f2, §,
anche da h; tale significato sara attribuito a ¢ anche nel seguito.

9 (nu)
4 9 x;

14

Dalle (26), (27), tenendo conto della coercitivita di a (u,v),

si trae:
/z ( )rs
p, d x; ) i=1

r r

o d (muz) |2
t axi

@8) |z

i".—‘l

%
dx) <

<c(|h ”cﬂ(n,) + [l 12 Hs,'zmz) + [l o || Hi(n) T || a2 || Hiq) T 8).

Pertanto V i={1,..,n} la norma in £ (§,) di ¢" d [n (aul +9)]
Xi
¢ limitata da una costante indipendente da %k e cid implica che

92 [n (i1 + 8)] ) . g
3% 3% € £2 (8,), quindi

82 25} 2 .

dalla (28) si deduce inoltre:

02 (25}
(30) “ dxidx

sy, S Milloqy +1f2llow,) +

+ llan |l gy + 1 42| 1 0y + 8)-

02 U
32 dalla (21)

si ha, in virtu della (29), che la derivata seconda (debole) rispetto

ad x, di w in &, —Z, appartiene ad £2, ed in modo analogo
sfruttando la (22) in luogo della (21), si deduce che la derivata
seconda (debole) rispetto ad x. di u; in X, appartiene anch’essa

ad £2. Tenendo conto della (30) e della (8) si ottengono poi le
maggiorazioni: , :

Per quanto attiene al caso ! = n, ricavando
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92 Uy |

31 <

v ’ 32, || ps,-5p

‘ <c(lfi ”szﬂ(np + || 12 ”ga(nz) + [ an | Hin) T || o2 ] B,1qy T 8)
02 [Z25]

(32) f RuLh <
d x%, £3(Zry) =

Sc(fillgpy +12lleaqy + 1ol gpcay+ Il 22| 11,10y + 8-
Pertanto, nel caso particolare (20) si ha:

(33) weH (3) , w € H (S, — %) .

Notiamo che a tale conclusione siamo giunti per il fatto che
u; ed uy verificano le (21), (22) nonche le (23) (24) e (25).

- Passando al caso generale, evidentemente esistono un intorno

aperto 9 di x ed un omeomorfismo ® di 8, su @ di classe C? insieme
al suo inverso, avente Jacobiano uguale ad 1 e soddisfacente
alle condizioni:

O E)=%r, O@OZ)=%UN30,
dalle quali segue @ (8, —f,) =0f — 9f+,
Qualunque siano (vi, wi) € [H' (%) e (v2, w2) € [H! (OU+)]?
porremo

m=viod, wi=wod (i=1,2)

sicche risulta (vi, ﬁzl) € [H! (8§)]* e (172, 1;2) e [H! ()]~

Analoghi simboli ed analoghe conclusioni valgono per (u1, u).
Inoltre effettuando il cambiamento di variabili x = @ (y), si ot-
tengono le relazioni:

L..n ) dvy dw, _‘ ----- n . dv; dw,
E;mati,(X)—a}T—a_xﬁidx— ?:; bt; (y)—a_;i-?y—idy’
i,..., n 7 aVZ 8W2 L., n 3;2 31:12

L |ai(x) =—5—dx= X | bij(Qy)s——=—4dy,
ij o ! ( a Xi a X d . ij 4 ! (y) a yi a )’l y

dove b;; sono funzioni appartenenti a C! (§,) e dipendono da ai;

e ® ma non dalle v; e w;.
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Posto infine:
fi=fio®, f=f00,

nonche, per v appartenente ad H! (8§, — X,) oppure ad H! (%,):

3317= —l’fnaiyj( i (¥ )-é—y-:)

tenendo conto delle (21) e (22) si ha, nel senso delle distribuzioni:
58:11=?1 su Sr—fr
By = —$;£z+;1+?z su X,
e dunque per le funzioni w e valgono relazioni analoghe alle (21)
e (22). Valgono anche relazioni analoghe alle (23), (24), (25), nelle
quali ad f:, vi, ui subentrano 7~‘,-, Tfi, .
Siamo percio nella situazione prima esaminata, e quindi sussiste
la (33) con ;u in luogo di u1. Se ne deduce che
wmeH (@ NMY), wme H2 (I N (1 —Q))
con Jd =@ (S,,), e la (17) & dimostrata.

La (30) e le (31), (32), stabilite nel caso particolare (20), val-
gono ovviamente anche nel caso generale.

Tenendo conto anche della (3) si ottengono cosi le seguenti
disuguaglianze valide qualunque siano i,j € {1, ..., n}:

a2 251
S c ( 1 2 + 2 + 5) .
H dx:i 9% |33 n -1 Hilleay +1f2ll ooy
82 u <
RerE Y Y PR E )

In definitiva si ha che V ¥ € dQ; esiste un intorno J di X in
modo che le norme

|| 21 ”HZ(Jn.Qz) N (0 [P (©,-0,))

siano maggiorate rispettivamente dai secondi membri di (14) e
(15) con ¢ costante indipendente da fi, f» e 8 e ci0 accade, in virtu
della (19), anche per la norma

|11l i g oy
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dove ora J € un opportuno intorno di un arbitrario X € 3.

D’altra parte tali secondi membri maggiorano anche la norma
di uy in H? (), con Q aperto a chiusura contenuta in Q, o in
O ——ﬁz, come si deduce dalla (12) ponendovi p =2 e tenendo
conto della (3).

E’ chiaro dunque che sussistono le (14) e (15), e con cio il
teorema € dimostrato.

OssERVAZIONE. Il seguente esempio prova, come asserito prima
del teor. 2, che la prima componente u; della soluzione della (2)
non appartiene ad H? (£).

Siano dati:

dZ
dx?’

_(—48 Vxel-—-1,1[
fi (x) = 0 V=xel-2 —1JUIL, 2[,

f2) =0 Vxel-1,1[,

sicche Q;, 2, A, fi, f» soddisfano alle ipotesi del teor. 2.

A= — YU=1-2,2[, =]1-1,1[,

E’' immediato verificare che, posto

—8x—28 V=xel]l-2 —1]
u (x) = 8(x*—-2) Vxel—-1,1[
8x—28 V=xell, 2]
Uy (x) =8 (x*—-1) Vxel-11[

la coppia (w1, u2) € soluzione della disequazione variazionale (2).
Orbene, la prima componente appartiene agli spazi H? () ed
H? (; — ;) ma ovviamente non appartiene ad H? ().

3. Vogliamo ora studiare la dipendenza dai dati §, fi, f, della
soluzione della disequazione variazionale (2), soluzione che indi-
cheremo con

(UI (6; fl ) fz) y U2 (8) fl ) fz))‘
Posto

A =10, + o [X £ (M) X £2 (%),

proveremo che:
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TEOREMA 3. L'applicazione

(34) @, fi, ) >u G, fi, f)
e continua dallo spazio A ad H) (), e l'applicazione
(35) (Sr fl ’ fZ) —> U (81 fl y fZ)

e continua da A ad H) ().

Piu in generale sussiste il seguente

TeoREMA 4. L’applicazione (34) ¢ continua da A agli spazi
H? () ed H? (Q — Q) muniti della topologia debole, e la (35) &
continua da A ad H? () anch’esso munito della topologia debole.

Utilizzando le formule di maggiorazione (9) (per p=2), (14)
e (15) il teor. 4 si deduce in modo ovvio dal seguente:

LEMMA. Le applicazioni (34) e (35) sono continue da A rispetti-
vamente agli spazi HY () ed H! (S2) muniti della topologia debole.

Detta invero { (8., fi» fan)} una successione di punti dello
spazio A convergente al punto (3, fi, f2), poniamo

(36) Uin = th (Sn ) fl,n P f2,n) y Uzn = u2(8n ’ fl,n ’ fZ,n) .

Dalla (3) si deduce che le successioni {||uix|| By} €
| 42| 41, } sono limitate, e quindi da {win} e {u2.} si possono
Hgt ()

estrarre due successioni, che indicheremo con gli stessi simboli,
convergenti debolmente a w; e w; rispettivamente in H} (1) e H, ().

Poiché ovviamente la coppia w = (w:, w,) appartiene al con-
vesso K definito dalla (1), proveremo che essa soddisfa alla disequa-
zione variazionale (2) e da cio, per l'unicita della soluzione, seguira
I'asserto.

Sia allora v = (vi, v2) un arbitrario elemento del convesso K
e si ponga Vned

2)
Vin=V1+0—8, , Vau=1y ,

sicche la coppia v, = (Vi,x, V2,») appartiene al convesso

Kn={(v1, v2) € H () X H} (%) :v1 + 8, = v q.0. in M}

(2) Detto Y un elemento di C:* (Qu) tale che Y=1su .(—iz , identificheremo

& [risp. §,] con la funzione & [risp. §, Y1, sicche § [risp. §,] & un elemento
di H: ().
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Posto per ogni n € 9

<Cn, V> —fflnvldx-}-ffznvzndx V (w1, v2) € HY (1) X H} ()

1

Uy = (ul,n, uz,n) ’

si ha allora

aWn, Va—Un) Z < Sn, Va—U> VneN

e quindi passando al limite:

[1]
[2]
[3]
[4]
(5]

[6]
[7]

[8]
91

av,v—w)Z2<g,v—w>

Per l'arbitrarieta di v ne segue che w soddisfa la (2).
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