PRINCIPIO DI LIEBNIZ E FORMULE ILLIMITATE.
STAR-CONCETTI (*)

© - di Lucio CrisMA e"SILVANo HoLzER (a Trieste) (**)

SOoMMARIO. - Con una opportund esiensione dei monomotfismi si oftiene una
trasformazione dei predicati (concetti) che consente di formulare ii principio
di Leibniz in forma generalizzata e di agevolare, evitando gravosi problemi
di formalizzazione, lo studio dell’analisi non-standard e delle sue applicazioni.

SUMMARY. - We obtain a iransformation of the meta-predicates (concepts) by
means of a suitable extension of the monomorphisms. This transformation
allows us to derive a useful generalization of Leibniz’s principle and
moreover, avoiding heavy formalizations, it makes easier the study of
the Non-standard Analysis and its applications.

1. Premesse.

Impegnati nella stesura di una « Introduzione all’analisi non-
standard », al fine di rendere pit agevoli le dimostrazioni induttive
sulla complessita delle wff (well-formed formulae), decidemmo di sce-
gliere come linguaggio base un linguaggio formalizzato del primo ordine,
L, con le sole due costanti relazionali: =, €; esso &, come noto, il piit
« povero » linguaggio possibile per tali sviluppi.

Come s’intende, questa scelta ci ha posto perd ben presto gravosi
problemi di formalizzazione anche a livello elementare, cio¢ gia quando
si & trattato di considerare propriethd coinvolgenti insiemi di s-ple. Per
superare tali difficolta abbiamo ejlllora introdotto una wff limitata, pre-

(*) Pervenuto in Redazione il 9 ottobre 1979.
(**)Indirizzo degli Autori: Istituto di Matematica Finanziaria dell’Univer-
sitd - Piazzale Europa 1-34100 Trieste.
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dicato di L, in grado di esprimere il concetto di s-pla; di essa abbiamo:
studiato il comportamento via trasferimento. Il tutto & stato fatto pen-
sando la detta wff come sottoformula di una wfs (well-formed sentence),
perché come tale sarebbe stata utilizzata nelle successive formalizzazioni.
In questo modo, per lo studio del comportamento via trasferimento
di metaenunciati che, oltre il concetto di s-pla, facevano intervenire solo
i concetti di appartenenza, uguaglianza ed inclusione, <i si & potuti limi-
tare ad una semiformalizzazione. 11 problema della formalizzazione,
pero, ritornd gravoso non appena si ebbe a che fare con concetti pil
complessi di quelli fino allora considerati. Cid accadde, ad esempio,
per lo studio di quelle proprieta che fanno riferimeno ad insiemi di
relazioni. A questo punto venne naturale chiedersi se era possibile
affrontare il problema della formalizzazione (semiformalizzazione) da
un punto di vista piti generale. E questo I'oggetto del presente lavoro.

Precisamente: a partire da una acquisita conoscenza del comporta-
mento via trasferimento di certi concetti (riguardati come « formule
atomiche » di un linguaggio in evoluzione) si tratta di vedere se & pos-
sibile stabilire regole per lo studio del comportamento via trasferimento
di nuovi concetti (composti mediante le gid acquisite « formule ato-
miche »), in vista di ottenere un ulteriore -arricchimento del nostro
linguaggio.

La via che qui seguiremo risolve positivamente il problema ora
posto e prende spunto dal precedente studio sulla formalizzazione della
s-pla di cui riportiamo qui, senza dimostrazioni, i risultati. Definita
per induzione la wff:

wi (xJ X1 ’ c):(x:xl)s

Ws (X, X1, ooy Xs l €)= ¥¥yec (YEX & M Zzeo (Ws-1 (2, X1,y oo 5 X1 I C) &
“ wy (y, z, ZIC)Vwﬂ O, 2, x| ©))), s=2,

ove wy (x X1, % | €)= M Yyee (yEX & y= xuVy= .X'z) sussistono i seguenti
toremi ai quali & utile premettere la

DEFINIZIONE: Diremo che a, costante soggettiva o varlablle,
ristretta a c, costante soggettiva, se o appartlene ac.
Cio premesso si ha (V):

(*) Cogliamo qui l'occasione per precisare il significato delle notazioni usate’
nei prossimi teoremi e di altre che useremo nel seguito.
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(1.1) Per a ristretta ad Anpiasiz, Qy, ..., 0 ristrette ad A,, per ogni
h=n4-2s—2, si ha:

a=(a, ..., @) ~i—ws (@, a, ... , s | An).

(1.2) Per a ristretta ad *A.iai2, 0y, ..., @ ristrette ad *A,, per ogni
h=n+2s—2, si ha:

a=(0, oo , &)~ I— W5 (@, Ay . , Os | *A2).

(1.3) Per ogni n risulta:

*ws (@, a1, .., s | A)=w;s (Fa, *ai, ... , *as | *A,).

Da quest’ultima, come corollario otteniamo:

(1.4) Per ogni a€A,izs-2, a1, ... ,a;s€EA, € per ogni h=n+2 s—2 si ha:
i—ws (@, a, ..,a | An)~i—ws (*a, *ay, ... , *as | *As).

Ne segue allora, in particolare, (j:he alla metafrase

X (X, X1, 0o, Xs)= « X=(x1, ,Xs) € XEAni25_2, X1, eee 3 Xs€EA, »
si pud associare la metafrase

2 —X (X, Xty e s Xs) = < i-—wfbs (X, Xty oo 5 Xs | *Ans2s-2) €

X€E *An.{.ZS_Z, X1, see o xse *An »

A; livello j-simo della sovrastrutturd ;1 di base A=A, (secondo H. J, Keisler [1])

*a  immagine di acA tramite il _mzonomorﬁsmo @ di /'1\ nella sovrastruttura %
di base B (monomorfismo stretto secondo E. Zakon [2])

¢ come sopra se g costante soggéttiva; o stesso se ¢ variabile

I insieme delle entita interne

L  linguaggio formalizzato del pxiimo ordine con costanti relazioni =,€ e

insieme delle costanti soggettivé ﬁ
L’ come sopra con insieme delle costanti soggettive I ,
L come L con l'aggiunta della successione di formule atomiche g=(qy,..,ay)
L’_ come sopra con tiferimento a L’
i— interpretazione identica

*w wff di L’ (o L’_) che si ottiene dalla wffw L (o L_) rimpiazzando
ogni costante soggettiva con la sua trasformata tramite Q-
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in modo tale che per ogni a,a, ... ,a;€A risulti
X (g, ay,..,a0)~* —X (*a, *ay, ... , *a;).

Questa considerazione suggerisce, ai fini del nostro problema, di
ricercare una metodologia generale tale che ad ogni metafrase X (x, ... , x;)
associ una metafrase *—X (xi, ..., x;) in modo che sussista la:

(1.5) Per ogni a,... ,asexa riesca:

X (@, . ,0) ~+—X (*ay, ... , *a5),

che pud anche esprimersi con la: se a, ... ,aseAA soddisfano al concetto
espresso dalla X (xi, ..., xs) (ciot se la X (a, ...,a;) sussiste), allora le
trasformate *ay, ..., *a; soddisfano al concetto «trasformato» (*—concet-
to); *—X (x1, ... , Xs); € viceversa. "

2. Prolungamento del monomorfismo.

Riprendendo in esame il problema posto al termine del numero
precedente, cominciamo con- I'osservare che nella (1.5) le metafrasi

X (X1, 000, Xs) € #—X (X1, o0, X5) intervengono come metaenunciati dopo

A

una preliminare sostituzione delle « variabili » %y, ..., X, con entita di A
A

e B, rispettivamente.

Questo vincolo posto sulla scelta delle variabili conferisce ai con-
cetti espressi dalle due metafrasi un significato restrittivo o, come
meglio diremo in seguito, relativizzato alle rispettive sovrastrutture. Ora,
ogni concetto relativizzato ad una sovrastruttura pud essere espresso,
equivalentemente, dal concetto di appartenenza ad un suo opportuno

sottoinsieme. Infatti, con riferimento ad A e a X (X1, ... , Xs), poniamo:
C={(el, eee o es)eAs l X (61, see o es) }.

E immediato allora verificare che C— A (] CCASCA) e che per

A
ogni ay, ... ,as€A riesce:

(@, ..,a)eC~X (ay, ... ,a,).
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: A A
In conclusione: ogni concetto relativizzato ad A (a B) trova una
sua rappresentazione in un sottoinsieme C; viceversa, ogni sottoinsieme

C di A (di 1§) rappresenta un cbncetto relativizzato (almeno la relaziond
di appartenenza a0). o]

Queste con51dera21on1 lasmano intendere come il problema di asso-
ciaré a X (xl, ,xs) una *—X I(xl, ..., Xs) in modo che sussista la (1.5)
possa essere ricondotto a quello di costruire una apphcazmne che associ

ad ogni sottoinsieme C di A un' sottoinsieme *C di B (ovvero un *appli-

cazione di P(/i) in P(é)) in modo che, posto *—(xeC)=xe*C,
sia verificata la (1.5) che ora.diventa:

(2 1) Per ogm aeA si ha aeC~*ae‘*’C

Prlma d1 passare alla costtluzwne dell’applicazione osserviamo che,
essendo A——Aoc:P (A), la (2.1) devé valere in partlcolare per ogni

entita propria di A. Allora, ad ogni CeA—Ao la nostra applicazione
dovra associare )C=*C; il che vuol dire che essa dovrad essere un
prolungamento del monomorfismo ¢ che, come appare ormai naturale,
indicheremo nel segu1to con ‘*)qo

1. Veniamo: ora alla deﬁn1z1one d1 ‘*)q) Sia CcA..In generale ‘C -non
& un’entitd. Tenuto conto, pero, che ¢ A= lim A, posto' C,=CN A,
riesce, com’e facile verificare, C,!;eﬁ — Ag, Cn=Cpy1, € lim C,=C. L’insie-
me C & quindi raggiungibile come limite di una successione monotona
crescente di entitd proprie. Viéne naturale a questo punto pensare di
| raggiungere “*C in modo- analOgo ponendo g (C)=®C= lim *C,.
.+ Llesistenza del lim *C, & garantita dalla. condizione *C,C* Cus1
che segue dalla C.c Cyy1. Si ha [poi CnC A, (Cryn—Cr) N An=¢ e quindi
;“Cnc *An, (*Cnin—*Cy) N *Au=¢; le entita C, e *C, possono allora
essere riguardate come le approssimazioni di C e ¥C ai livelli A, e

*A,, rispettivamente. E utile, |per il seguito, sottolineare ancora che
sussiste la

(2.2) | *C —‘*)C N *A
come facﬂmente segue dalle relazmm precedent1

Osserviamo inoltre che ¢ *CcI e quindi, con la definizione data,
la g & una applicazione di P (A) in P(I)cP (B) E facile poi verificare

che, come si voleva, la restrizione di ™y su A— Ao coincide con il mo-
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nomorfismo ¢. Basta osservare, per questo, che se C & una entita
propria riesce C€A.., per qualche m, e quindi C,=C definitivamente
(per ogni n=m); & allora definitivamente *C,=*C, da cui *¥C=
= lim *C,=*C.

Rimane ancora da provare la (2 1). Lasciamo al Lettore la sua
facile verifica, segnalando qui, piuttosto, che sussiste la seguente pro-
posizione che ¢ importante tener presente per il seguito:

(2.3) Se CCA‘ posto C,’=CN A,*, riesce: lim *C,"’=®)C.

DiMosTRAZIONE: Essendo A, A, ., 5 si ha che C,/=(CNA)NA,, 5 0=
=C,,2,-2N A, Trasformando si ottiene *C,’=*C,,._, *A,S; tenuto conto chg
C,/cC, . passando al limite, si ha: '

lim *C,’= U (*Cpyn5_3 N *A4,)=(U *Cpyps_2) () (U *4A,5)=MC N I,
Ora, tenuto conto che dalla C CAAS segue (CcIs, si ha la tesi.

Osserviamo che le stuccessioni (C.") e (C.) convergono allo stesso
limite C. La (2.3) dice allora che le . corrispondenti. successioni trasfor-
mate convergono al medesimo insieme *C. A questo punto pud nascere
il sospetto che questo risultato sussista in generale, che valga cio¢ la
seguente proposizione: se due successioni convergono ad uno stesso

limite in f;, anche le loro successioni trasformate convergono allo stesso
limite in I. Il seguente controesempio prova perd che cid non & vero.
Sia Ao numerabile, ciot sia Ao={a, ..., @, ...}. Consideriamo le
successioni: D, = Ao, D," = {a,...,a,}. Riesce ovviamente lim D, =
= lim D,/ = Ao, mentre lim *D,=*A,, lim*D,’ =lim {*a,...,*a,} =9[ Ad].
Ora & ¢ [ A¢] < *A¢. Ne segue I'asserto tuite le volte che il monomor-
fismo @ & non standard.

3. Alcune proprieta di “*)p.

L’applicazione *’p gode di proprietd analoghe a quelle del mono-
morfismo ¢. Riportiamo in questo numero quelle che hanno per noi
interesse per i successivi sviluppi. Premettiamo al loro elenco la seguente

DEFINIZIONE: Dicesi cilindro destro in E di tipo s, r e di base C—E
Iinsieme

5 (©={(@ ... s €E | ey, ., €)EC).
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Analogamente, dicesi cilindro sinistro in E di tipo r, s e di base CCE
I’insieme |

(@) ={(es, ..., €s1) EE" | (€41, v , €r4) EC}.
!

Cid premesso, sussistono le iseguenti proprieta:
A
(3.1) CeA—Ao implica *C="*C.

(32) WA=L.

(3.3) C(lS — OO (W = (90, '

(3.4) CDCCD mICM (IO,

(3.5) B(CW—CP)=HCW __(*)5(2).

(3.6) MCHN..NCY)= <*>C<l>%n N,
(3.7) “(CWU..U C(s’) = ()M b U,

(3.8) (O ¢ ... X CE) = W 3',< R )
|

(39) CcAs~®CCl.

Posto 117 (C)={(ei,...,ej-1, e,-il,...,es) | esiste e; tale che (ei,...,es)€C},
risulta: :

(3.10) MI1# (C)D1IIfF (NC).
(3.11) Se per ogni n esiste k taie che
(1 ASINITF (CNAS)=AS"TNTF (C),

allora si ha: :
(*)ﬂl_s (C) =IIf (*¥C).

Vale inoltre il viceversa se ¢ & non standard.
Si ha poi: |

&r

(3.12) @]

A
A

©=[; (P0) e W7, @="1,0).
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DimosTrAZIONI: La (3.1) & stata dimostrata nel numero precedente. La (3.2)

¢ banale, mentre la (3.3), assicurante liniettivitd della (*).q), consegue dalla (3.4)

seguente.

34

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9

La CO)=C® implica *CH) = *)CPD), segue facilmente una volta osservato
che C, M) =C, (2.

Proviamo I’implicazione inversa. Sia dunque (*)C)—=(*)C®@, Prendiamo
eeCO), Esiste allora n tale che eeC,(1) e quindi si ottiene *ee *)CM), cio¢
*ee*)C@, Per qualche m ¢ allora *ee*C,,@, da cui eeC,@. Ne segue la
tesi.

Posto C=CD —C®, riesce: C,=(CH—C®)NA,=C,D—C, ", da cui
*an *Cn(l) - *C.n(z)'

Cido premesso cominciamo col provare che:

— ICMICH —MICD, Sia ee™C. Essendo *C,—=*C,,, per ogni n ed
h (& infatti C,cC,,,), ne segue che se riesce ee*C,=*C,) —*C,@ &
anche ee*C, ,=*C®), ,, —*C®@ _, per ogni h. Pertanto si ha che
ee™MCD ¢ e¢ U *C,, ,=*IC?. Ciot eeMCH — CA,

h

— Proviamo l’inclusione opposta. Sia ee(*)C) — (*)C?), Esiste allora m
tale che ee™C, ), mentre e¢*Cn(2> qualunque sia n. Pertanto riesce
ee*C,(H —*C, d=*C, — "C,

Ne segue la tesi.

Per semplicitad poniamo s=2. Posto C=C® N C@, riesce: C,=(CH N C?) N
NnA4,=C,MONC, 2. Trasformando si ottiene:

MC= | (*C, N *C,@)=(J *C, M) N (U *C,@)=HCW ) (I,

La prova & analoga a quella della (3.6).

Posto C=CHx...xC®, si ha:

C,/=(CWX..xCO) N A,$=(CD | A,) X .. X(CO) | A,)=C, M X ... XC, .
Trasformando otteniamo: *C,/=*C,(VX..X*C, () da cui, per la (2.2),
*C,/=(WCW N *A,) X .. X ((ICE) N *An)-:((*)C(l)x..,x(*)C(S)) N *A,s.

Tenuto conto del teorema (2.3), passando al limite membro a membro,
otteniamo:

NC=(MCW X ,.. X *ICO) () [s= FICH X .. x (ICO),

Segue dalla seguente catena di equivalenze che sussistono per i teoremi
34), (3.8), (3.2):
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CCAS ~*C = (*)(AS) ~ (*)Cc: ((*)A)S MC I

3. 10) Sla D I ©). E facﬂe verifi clare che il (C 2D, Ne segue *J]* (C )=
=117 (*C )C*Dn, passando al limite si ottiene la tesi.

(3.11) Per comodité ind1ch1amo coniJ] la I3

i . .
Sla intanto CCAs € pomamo D= ]7 (C). Per ipotesi, per ogni n esiste
- h>n tale che: |
D,/=A,zs-1 ﬂ IO=AsTNTCNAH=ASTNITEC) O.
Trasformando si ottiene *D,’= *A s=1 NI ¢C) da cui, passando al hmlte
otteniamo: j

ML ©)=F~11) Tith [T (*C;)=lim [T (*Cy).

Ora, essendo h>n, per la (2.%) risulta la tesi.

. Per C qualunque, osservato che W O=pgcn AS) e JT1(MC)=[1(NC NI,
- la tesi si consegue sfruttando il risultato particolare appena provato ed i
teoremi (3.6), (3.8), (3.2). |
Passando ora alla necessitd, sv11upp1amo la dimostrazione nelle sue

linee generali. Per maggiori dettagli si veda la ‘dimostrazione rigorosa €

puntuale riportata nell’Appendice, curata da S. Holzer.

Sia dunque ¢ non standard. Supposto M7 (C)=]7 ("C) esista, per as-

surdo, n, tale che, qualunque sia A, risulti:

@ A n11r'<crm,;>~=A"“1 NI ©.

— Posto h=0, esiste allora goe'Af,o‘1 e €Il (C)— T (CN Ay); & possibile
pertanto trovare k,> 0 tale'che gyeJ] (CN A% se e solo se h=>k,

— Posto ora h=k,, esiste, sempre perla (2), g€ As”l e g,e[1(CO)—1(CN AZO
g;=gy; come in precedenzé anche qui, & p0551b11e trovare un k; >k,
tale che g,e[J(CN A, sele solo se h=>k;. .

Iterando il procedimento si V1ene a determinare una successione (g,) di

entita, a due a due distinte, Id1 A“’0 Yed una corrispondente successione
crescente (k,) di numeri naturall in modo che sussista la

(3) g, €Il (Cr‘fAhS) se e solo se h>k,

(¥ & facile verificare che se, fissato n, sussiste la (1) per un certo h, essa
sussiste anche per ogni k>h. Da qui la possibilitd di prendere h>n.
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A partire ora dalla succéssione di entitd (g,), costruiamo la successione
d’insiemi (D,) ponendo D,={(e,,..,e)eC| (e, w3 €15 €iyqs e 5 €) =8y }.
Si ha: Jy(D,)={g,} e quindi J7(D,NA,) vuoto o uguale a {g,}.
Quest’ultima circostanza implica g, e[J(CNA,%) e pertanto, per la (3), essa
si verifica se e solo se h>k,; ciot [T (D,NA,)= =¢ per ogni h<k, Postd
D= \ D,, allora si ha:

mmon Ahs): U H(Dnﬂ Ah’)‘—‘{go; f""éth}’ o ;

con t, naturale opportuno (e th dxvergente al’ dlvergere di h). Ne segue

che *J7 (DnAhS) I1 *D,)={* go, ves gth} da cui, nassando al’ hmxté,
1 (PD)={*gy, ..., *g,, ..}. :

" Essendo poi, evidentemeénte, 7 (D)={g...,&, " }CAf,n“ ‘e tenuto couto

che ¢ & non standard si ottiene (™) D)=¢ [[T(D)I&*IT (D)-—(*)H (D)
Cid premesso, dalla C=(C — D) |J D, otteniamo le: '

T (C)=H(C—D)U ™1 (D),
I1 (MO =1 (*(C—D)) U (*D),

che, tenuto anche conto delle I ((*)(C——D))c(*)ﬂ (C—D) 3 (*)H (C’—-—D) n'
n(*)]] (D) =g, assicurano la \*)]] (C)C ]7 ((*)C), contro 1’1potes1

(3.12) P0sto D, ’= ]" (C)ﬂA SHr= {(el, s+,)eA $+f|(el, w,e)eC ma2s- 2} @

fac11e provare che
D, ={(e; ..., es+{)6Ans+r| (el’ s€ )EC,H_?_S 2 & (es+1—es+1) e..ee Cspr= s+r)}
Per la (1.1) si ha: '
D, ={(ey..,e, JeAs s+ |i— (3 YyeO, 05 o (w; O.e,...e| An+zs_2))“/\’
| (es+}=‘es+1) /\.""/.\(esw ) }
"Tl;as‘fc‘)r-niando, tenendo conto deile (1.2) e (1.3), si ottiene:
.;'EDn"f'{.(ep s-;-r)e*A s+’| (e o s )e Cn+29—2 e( s+l_es+1) €.
wele,,=e )}i={(e;.. s+,)e*A S+f| (> )e(*)C}

. ; * el i 8,7' " “ E N B -
Ora per la (2.3) riesce lim*D,’ =(*)'|’§ (C), e quindi passando al limite

membto a membro si ha:

(*)]i\l ©)={(e,; ... s+r)e Is+r' (91, o é;)e('*é)c"}—_— II"‘—" (*0).
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In modo -analogo si consegue la dimostrazione per il cilindro sinistro.

i
H

4. Star-concetti. Prime proprietaii.

La nozione di star-concetto ¢ gia stata delineata nei numeri 1 e 2.
Approfondiremo ora I’argomento, trattandolo in modo sistematico, anche
ripetendo, ove occorra, per maggior chiarezza, cose gia dette in prece-
denza in modo pitt 0 meno esplicito.

Sia dunque X (xi, ..., Xs) una proposizione del metahnguaggm, con

X1, ... , Xs Uniche « variabili 11bei~e » E possibile allora isolare in A (o

equwalentemente in A°) 11ns1er_he

C={(e1, ., e)€A* | X (1, ... , &)}

che rappresenta il concetto espresso dalla X (xi, ..., x), relativizzato ad

A e cid nel senso che esso & linsieme di tutti e soli gli elementi di A
che soddisfano la X (xi, ... ,xs),
Poiché la metafrase « xeC » isola il medesimo insieme C, ne segue

che le metafrasi X (xi, ..., Xs) € « x€C », relativizzate ad /i, sono equi-
valenti. Osserviamo ancora che, iessendo C un insieme di s-ple, I’apparte-
nenza a C pud essere espressa, equivalentemente, con la metafrase
« (X1, oo , X)EC ». In conclus1one riesce allora: X (xi, ... , Xs) ~ (x1,...,x) EC

relativamente ad A. |
Tenuto ora conto che *)C & anche un insieme di s-ple, perché tale
¢ C, diamo la seguente

DEFINIZIONE: Dicesi star - concetto (x-concetto) associato ad
X (x4, ... , xs) il concetto espresso dalla metafrase =*—X (x1, ... , Xs) =
= « (X1, oo , Xs) EC », }
Una prima interessante proprietd mette in relazione lo #-concetto
associato alla proposizione X (%1, vor » X5), S=2, con quello associato

alla proposizione X’ che da essa si ottiene rimpiazzando r<s varia-
bili con altrettante entita di A. Vale cio¢, in proposito, la:
(4.1) Lo =#-concetto associato' a X’ si pud ottenere dalla metafrase

*—X (x1, ... , X5), sostituendo le r variabili rimpiazzate con le
trasformate delle relative entita:
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DIMOSTRAZIONE: Proviamo il teorema nel caso particolare in cui una sola
A
variabile, x, venga rimpiazzata da a€A. Riesce allora X’'=X (x,,..,%,_,a).

g A
Indicati con C e D, rispettivamente, le rappresentazioni di X e¢ X’ in A, si ha:
D, ={(e, .. ,e,_)EA 1| (e,..,e,_;,a)eC}
Sia, ora, a€A,,. Per n>m allora si ha, per (1.1):

Dn'={ (els e s es_l)eAns—l I i— 3 ny 015-]—28-'-2 (ws (y’ €15 ees s—10 @ ‘ AYH-ZS—Z)) }’

Trasformando e tenendo conto che ey, ..., e,_4, *a sono ristrette a *A, e y & ristretta
a*C, 95 2C*A, 0 5 per la (1.2) e 1a (1.3), si ottiene:

*D,={(ey, ...,e;,_j)e*A 1| (e, ..., e,_1, *A)€*C, ,,_,}=
={(e; ..., es__l)e“"AnS—1 | (egs o s €51, *a)EICY.
Passando al limite membro a membro si ha:
MD={(e,, ..,e,_pels-1| (e, ..,e,_; *a)e™C}.

Cio¢, come si voleva: (x,..,%,_)€™D ~ (¥, ..., %,_y, *a)€*)C.
Analoga conclusione vale, ovviamente, se si rimpiazza anziché x,, una qual-
siasi variabile x;. Dopo di ché, la prova si consegue facilmente per induzione.

Un’altra notevole proprieta, conseguenza immediata della (2.1), si
ottiene rimpiazzando futte le variabili libere di X (xi, ..., %s) con entita

di A e quelle di *—X (x1, ..., x;) con le corrispondenti trasformate. Sus-
siste infatti il seguente teorema, che fornisce una formulazione del
principio di Leibniz in termine di *-concetti:

(4.2) Siano a, ... ,aseff. Riesce allora:
X (a1, ... ,a5)~=—X (*ay, ..., *a;).

A parole: se le entita ay, ..., as di A soddisfano alla proposizione
X (x1, ... , x5), allora le corrispondenti entitd trasformate soddisfano alla
proposizione *—X (x1, ... , X;); € viceversa.

Passeremo piti sotto alla considerazione di alcune notevoli proprieta,
fondamentali per la composizione degli *—concetti. . Preliminarmente
consideriamo un teorema che riguarda una formulazione equivalente
della proprietd espressa come ipotesi nella (3.11), formulazione che
interverra nei due teoremi interessanti le composizioni in cui com-
paiono quantificatori metalinguistici. Sussiste in proposito la:
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4. 3) Le seguent1 due propos1z1on1 sono equivalenti:

. Per ogni n esiste k tale che:
' 1

(1) AN (CNAD=ASNIF (©).

b. Per ogni n esiste h *tale che, scelte comunque le entitd
€1y vee s €1, €j11, o eseAn si ha:

Q) «esiste ¢ tale che (ey, ... ,'es)eC » ~ «esiste ¢ di An
- -tale che (e, ... ,€)€C ».

DIMOSTRAZIONE: Per semplicité di scrittura poniamo j=1 ed indichiamo
1]]5 con ]JJ. ’

— Sussista la a). Fissato n esiste allora‘ h tale che valga la (1). Scelt1 €y, ...,6€EA,
proviamo che 1a (2) & vetificata per tale A.
Supponiamo intanto e, tale che (el, A,e)eC. Ne segue (e, ...,e)eA,s~1N [1(C)
e quindi, per la (1), si ha che (e,, .., €) €T (C Ay?). Esiste allora e,/ tale che
e/, e, ..,e)eCN A3, ciot esiste e’eA,, tale che (e, e, ..,e)€eC. Cido prova
una delle implicazioni della (2). L’implicazione opposta & banale.

— Sussista la b).. Flssato n esiste h’ fale che valga 1a (2). Provlamo che 1la (1)
sussiste per A= max (1, n). ?
Sia " (e, ...,e)€A SN [T (O). ‘Esiste allora e, tale che e, ..,e.€A, ¢
(e, ... ,e)€C. Ne segue, per la (2), che esiste ¢,"€A,, tale che (¢/,¢,,...,e,)€C.
Po1ché e’, e, .., e,€A;, risulta ;che e/, e, ...e)eCN A,s. Pertanto &
ey s e)EASTINTT(C N Ay). Cid prova che nella (1) il secondo insieme
¢ incluso nel primo. L’inclusione opposta € ovvia.

Passiamo ora ai teoremi riguaf‘dénti la composizione degli *-concetti.
Trattasi di teoremi che consentono di ottenere, a partire da *-concetti
di noto significato, *-concetti via via pil comp1e551 Siano dunque
X (X1, 000 5 X5), Y (D1, eee s Yr3 X1y oo ,xs) € Z (X1, oo s Xs3 Z1y ooe 5 21) tHE predi-
cati metalinguistici con xj, ..., Xs ,umche variabili libere comuni a Y e
VA () Sussistono allora le
(4.4) q=——-(non X) ~.non (*—-X), Xj 1nterne

|- , o
(45) +—(Y o0Z)~*—Y oo x*—Z, y,- e z;j interne.
(46) +—(Y e Z)~+—Y ¢ *—Z.

(3 Va ‘inteso che 1‘1(=,11e’nota.zionviI Y e Z in assenza di variabili ‘comuni le
x; non compaiono. Analogo discorso ?/ale per le Y €.z :

!
i
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(4.7) =—(Y implica Z)~*—Y implica *—Z, xj,y; € z; interne.
(4.8) =—(Y biimplica Z)~=—7Y implica *—Z, x;, y; e z; interne.

(4.9) Se per ogni n esiste un numero naturale h tale che per ogni
€1, e s €1, €j 41, ... , EsEAn, §=2, riesca
« esiste ¢; tale che X (e, ..,e)» ~ «esiste e,eAh tale che
X (e1, ..., €5) »,
allora si ha:

* — (esiste x; tale che X (x1,...,x;)) ~esiste x; tale che = — X(x1,...,x5).

(4.10) Se per ogni n esiste un numero naturale h# tale che per ogni
€1y vee s €1, €j41, v s EsEA,, =2, riesca
« qualunque ¢; si ha X (e, ..., €5) » ~ « qualunque ¢;€Ay, si ha
X (e, ..., €5) »,
allora si ha:
#*—(qualunque x; si ha X (x1,...,%5)) ~ qualunque x; interno
si ha =—X (x1, ... , X5).

DimosTrAZIONI: Nelle seguenti dimostrazioni saranno indicati con C,D ed
A

E gli insiemi che rappresentano in A i concetti espressi da X,Y e Z, rispettiva-
mente. ’

(44) Alla non-X ¢ associato Iinsieme C=As—C. Per i teoremi (3.5) e (3.8)
si ha allora che MC=]s __ (*)C, Ne segue la tesi.

(45) Posto W (¥, s V5 Xppons X3 Zpp e s Z) =« Y (Y1, 000, V)5 Xpy e s X)) 0
0 Z (Xyy s X Zgy ., 2) », sia COD Dinsieme .che rappresenta la W. Si vede
facilmente che

C(l)——{(.e1 s €, 0,05 €7, ...,et")e/ff+3+f](ell’, wsel; e, ., e)eDo
: 748, t 7,84t
ole,..e; e, ...e/)eE }=]T DU ™4 (E).
A A
Per i teoremi (3.7) e (3.12) si ha:
(*\c(l)-l (‘*’D)U | ((*)E)—

— ’ ’, : . p : : .
={(e, .5 e, .. €5 €, . e el +s4 | (e, .. e, e, ... ,e)E®D o

of(e, . e €, ..,e/)e™E},
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ciot la tesi. La dichiarazione d1 internalita per le x; pud essere omessa in
quanto dichiarata sia in * —Y che in *—z.

(46) Dimostrazione analoga alla (4.5).

(4.7) Osservato che « Y implica Z» ~ «non Y o Z », la tesi si consegue appli-
cando le (4.5) e (4.4).

(4.8) Segue dalle (4.6) e (4.7).

(49) Osservato che la metafrase « esiste x; tale che X (x;,..,x)» ¢& rappre-

sentata in A dall’insieme Iy (C) e che la condizione posta per ipotesi
equivale alla (a) della (4.3), dal teorema (3.11) segue che I'insieme trasfor-
mato & dato da [T (C)= H{ (e, . 51> s o ,e,) | esiste e; tale che
(e, ....e)e™C}. Ora essendo (*)C un insieme di s-ple, perché tale ¢ C

(v. (3.9)), si ha la tesi.

(4.10) Proviamo - preliminarmente che dalla nostra ipotesi segue che ¢ verificata
quella del teorema (4.9) per la metafrase «esiste x; tale che non X (x;,....x)».
Fissato n sia h uno dei naturali verificante I'ipotesi del nostro teorema
(4.10). Proviamo che per detta metafrase & verificata I’ipotesi della (4.9)
proprio con questo A. Supponiamo intanto che per e, ... 2€j_15€j115 e 5 e€EA,
esista e; tale che sussista la «non X (e, ..., €)) ». Ne segue che & verificata
la « non qualunque e; si ha X (el, SARY Qu1nd1 per I’equivalenza ammessa
per ipotesi & verificata la « non qualunque e; di A, si ha X (e, ...,e) »,
ciot la « esiste e; di A, tale che non X (e, ..., €,) ». Essendo I'implicazione
opposta banale ne segue l’asserto.

Cid premesso, applicando nell’ordine i teoremi (4.4), (4.9) ¢ (4.4), otteniamo:

* — (qualunque X; si ha X (xlj, 3 X)) ~
* — (non esiste x; tale che 1%10n X (x5 05 %)) ~

non *— (esiste x; tale che non X (x;, ..., %)), interno e hgj~
non esiste x; tale che * — (non X (x;, ..., %)), X, interno ¢ hj~
non esiste x; tale che non % — X (x, ..., X)), X, ..., X, interni ~

“qualunque x si ha *+—X (%, ..,%), X, ... , X, interni.

Osservando che I’'ultima metafrase & equivalente alla « qualunque x; inter-
no si ha (x,..,x)e®C», |easendo MCc1, ne segue che le vanablh
libere sono automaticamente mterne Da qui la tesi.

I teoremi appena provati permettono di trarre la seguente impor-
tante conclusione. Se X (xi,...,Xs) € una proposizione composta dalle
proposizioni Xi, ..., X, attraverso connettivi quali « non», «e», «o»,
« implica », « biimplica » € i quantificatori « esiste » e « qualunque » sod-
disfacenti alle ipotesi dei rispettivi teoremi, lo =-concetto ad essa asso-
ciato si pud esprimere mediante gli #-concetti associati alle Xj, ..., Xr,
mantenendo inalterati connettivi e quantificatori.
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Circa la condizione posta per il quantificatore « esiste » osserviamo

poi quanto segue. Fissati ey, ..., €j_1, €41, ... , &sEA,, se esiste e;€A tale
che sussista la X (e, ..., €;), allora esiste certamente un A tale che
ej€ Ap. Questo A, perd, dipende dalle prefissate entita ey, ... , €j_1, €j41, ... , €5
e quindi varia, in generale, al variare di dette entitd, anche se ristrette
al livello A,.. La condizione del teorema (4.9) appare pertanto come
una condizione di uniformita, e cid nel senso che k dipende dal livello
A, (da n), ma non dai particolari elementi in esso scelti in modo che
sia verificata la X (ey, ..., €;), per qualche e;.

Analoghe considerazioni possono essere fatte sulla condizione posta
per il quantificatore « qualunque ».

S1 rifletta, infine, che, in forza della equivalenza (4.3), il teorsma
(4.9) non ¢ altro che una riformulazione del teorema (3.11). In quest’ulti-
mo la condizione a) della (4.3) ivi richiesta &, per il teorema (3.11),
anche necessaria. Ne segue che anche le condizioni di uniformita ri-
chieste dai teoremi (4.9) e (4.10) sono condizioni necessarie e sufficienti
affinché sia invertibile il simbolo * con i quantificatori.

5. Descrivibilita degli star-concetti.

La nozione di #-concetto ¢ stata introdotta, nel numero precedente,
facendo in modo che al concetto espresso da X (xi, ..., Xxs) € rappresen-

tato in A dall’insieme C, corrispondesse il concetto rappresentato in

B dallinsieme *WC. Cid & stato oftenuto associando alla metafrase
« (X1, .o , X)EC » la metafrase « (xi, ..., x)€®C ». Concetto e =#-con-
cetto appaiono allora espressi da metafrasi strettamente analoghe.
Va tuttavia sottolineato che tali metafrasi non sono di fatto signi-
ficative senza che intervenga una preventiva descrizione di C e di ©C,
cio¢ senza che sia stato dato esplicito significato mediante metapredicati
alla relazione di appartenenza ai rispettivi insiemi. Per I’insieme C
questa descrizione ¢& assicurata dalla metafrase X (xi,...,x;) che sta
a monte di tutto il nostro discorso. Il problema riguarda pertanto I'in-
sieme *)C. Per quest’ultimo & allora naturale chiedersi se & possibile
ottenere una sua descrizione mediante una metafrase, equivalente in

B alla + —X=« (x1, ... , Xs)€C », che presenti analogie con la meta-
frase di partenza X (x4, ..., x;) e, conseguentemente, che sia di analogo
significato.

- Una prima, positiva risposta al quesito posto & fornita dal ben
noto teorema:
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(5.1) Siano a, ... ,as entita proprie di A e w (xi, ..., x;) un predicato
s-rio limitato di L. Posto: .

"E={(ey, ..., e)€mX...Xas | i—w (e1, ... , €5) }
riesce

*E—'—_{(éh “ee o es)e*alx ..-X *as | i—*w (81, ese o es) }:.

Si ossefvi in proposito che'esso sussiste con riferimento ad entita
di A; pilt precisamente per quei sottoinsiemi C di una assegnata entita
che risultino descrivibili medianté una metafrase del tipo i—w (x1, ... , Xs),
ove w(x;, .., Xs) indica un predzcato limitato del linguaggio -L. Sotto

queste condizioni I'insieme ‘*)d & descr1v1blle in B con la metafrase
i—*w (%1, ... , X5) cio® in modo »strettamente analogo a C, visto che la
s (x1, ... , xs) si ottiene dalla w (xi, ... , Xs) con una semplice sostituzio-
ne delle costanti soggettive con' le loro trasformate. |
I risultati ora ricordati sono collegati al monomotfismo @. Appate

naturale a questo punto cercare |di ottenere una loro generalizzazione in
relazione al prolungamento *)¢. E quanto faremo in questo numero,
generalizzando il teorema sia nei riguardi dell’insieme C che potra non
essere un’entitd, sia in relazione alla formalizzazione della X (x4, ... , Xs),
che potra non essere limitata. Tuttav1a tale formalizzazione non potra
non tener conto delle condmdm limitative imposte dai teoreml del
numero precedente, riguardanti | 1 quantificatori.

- ~Le due definizioni che seguono si inquadrano ‘in questo discorso
e sono suggerite proprio da quest’ultima considerazione.

DEeFINIZIONE 1:Sia Qy w ()J; X1, o, Xs) Una wiff di L., con xi, .., Xs
uniche variabili libere. Il quanfiﬁcatore Q dicesi finitamente limitabile

nella sovrastruttura A se, qualdnque sia n, esiste h tale che per ognl
ey, eseAn rlsulta : : :

l""‘Q }’ w (y, 61, .se ,es)~l'—"Q yJEAh w (y’ el’ see ;es)
. DEFINIZIONE 2: Una wff &i L.. dicesi finitamente limitabile nella
A |
sovrastruttura A (la indicheremo nel seguito con F—wff) se tutti i suoi

quan‘uﬁcatorl sono finitamente hmltablh nella sovrastruttura A.

. Osserviamo che ogni wff pnva di quantificatori riesce, banalmente,
finitamente limitabile. Inoltre, ogni quantificatore limitato & ¢ finitamente
Jimitabile; infatti, se @ & il suo dominio, basta prendere 4 tale che ac Ax.

i
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E importante osservare, ancora, che la nozione di quantificatore
finitamente limitabile, in quanto basata sulla i-interpretazione delle wf,
¢ una nozione semantica. E cid contrariamente alla nozione di quanti-
ficatore limitato che & invece una nozione sintattica.

-~ Osserviamo infine che se w ¢ F—wff si ha che per ogni fissato #,
restringendo le variabili libere al livello A,, essa & sostituibile ai fini
semantici con una wiff limitata. In queste ipotesi, infatti, & possibile
sostituire nella w un quantificatore per volta con uno limitato ottenendo,
ad ogni passo, una wff equivalente. _

Veniamo ora alla generalizzazione del teorema (5.1). Sussiste il
seguente:

(5.2) Sia w (xi, ... , X5) una F—wff _di L... Posto:

C,::{(el, e s ,es)e/i‘ li—w (e, ... e},
riesce

OC={(ey, ..., e)€l* | i—*w (e, ... , ) }.
‘In altri termini si ha:

k—(l—W (X1, 0o, Xs)) ~i—*w (xl% e s Xs).

DIMOSTRAZIONE: Procederemo pet induzione sui passi costruttivi della
formula a partire, ovviamente, dalle formule atomiche. ‘

- Base. In forza del teorema (4.1) basta limitarsi alle formule atomiche prive
di costanti soggettive. '

(@ Sia w (x;, x))=(x;=x,). Allora riesce: C,={(e,, e,)€A,2|i— (e;=e)}.
Pertanto si ha: *C,={(e;,e,)e*A,2|i— (e;=e,)}. ‘Passando al limite si ottiene:
*NC={(e;,e))el?|i— (e;=e,)} e quindi I’asserto.

b) In relazione alla F—wff (x;€x,) la tesi si 'co'nsegue in modo analogo
a quello della a). :

¢) Per la formula atomica di L x=(xy,..,%,) la tesi si ottiene ricor-

rendo .ai -teoremi (1.1), (1.2), (1.3), relativi alla formalizzazione della s-pla.
‘Tenendo conto di essi si ha infatti: '

C,={(e,e,..,e)eA, s+ | i—(e=(e,..,e))}=

. ={(e, e}, ...,e)€A s+ |i— w, (e e ..., 2| Ayias b
da cui: ‘ ,

*C,={(e, e}, ...,e)e*A s+ |i— wg (e e,.. e *An+25_2) }=
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i .
={(e, e}, ..., e)e*A st |[i—(e=(ey, ... s €)) 1

Passando al limite la tesi.

|
|
1
|
|
|
|
|

i

Passo induttivo. Siano w (x;, ...,ixs), Wy gy e s ¥p3 Xppones Xg) € Wy (g, vy X5
2y, ..,2,) F—wff di L_ soddisfacenti la tesi del nostro teorema. Tenuto conto
delle regole di costruzione delle wff, basta evidentemente provare che soddisfano

alla tesi del teorema anche le: |
|

TAw, w \ wy, wy Awy, wy—> Wy, Wy ¢ Wy, WX W (X, ., %) € Jx;w(xp, s %),
|

nell’ipotesi che anche le ultime due siano F— wff.

— “]w. Proviamo che *—(i—"] w)L,i—*( 7 w). Applicando il teorema (4.4)
e lipotesi induttiva si ha:

* — (i — "|w)~*—(n0n i— W)~ non (x — (i —w)), x; interne ~
~ non (i—*w), x; interne ~ i—i(T*W)~i—*(TW).

Circa la dichiarazione di internalita, iomessa nei due ultimi passaggi, si ricorda
che essa & prevista dalla z-mterpretaz,one di L’_, le cui costanti soggettive sono
gli elementi di I.

— w, \/ Wy, Wy \ Wy, Wy = W,, Wy <> W, Per queste F—wff la tesi si ottiene sfrut-

tando lipotesi induttiva e applicando i teoremi (4.5), (4.6), 4.7) e (4.8),
rispettivamente. Le facili dimostrazioni sono analoghe. Riportiamo a titolo
d’esempio quella relativa alla w; (¥}, e 5 ¥p5 X5 o0 s X)) > Wy (Xps oo s Xg3 Zp5 005 Zy)-
Si ha:

(i — (W > W)) ot~ (i —w, implica i—W,) ~

~*—(i—w,) implica *—(i—:L wz),xj, Yp Z; interne ~
|
i—*w, implica i—*w,,x;,y; e z; interne ~ i— (w = *wy) ~ i—*(w; = w,).
1 ,
- M w, Jx;w. Facile la d1mostra.‘zlone anche per le ¥x;w e Elx w, una
volta osservato che la condizione che siano F— wff, ammessa per ipotesi,

consente di applicare i teorem1 (4.'9) e (4.10). Per la ¥x;w (x;, ... ,%) si ha:

# —— (] — VX, W) ~ * — (qualunque 1x si ha i—w) ~

qualunque xl interno si ha *—-—(l——w)~ qualunque x; interno si hai—*wn~
~i— (Fx; *w) ~i—*(Fx; ). |

Analoga la prova per la EI x; w, € con cio il teorema &

.

provato.
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6. Alcuni star-concetti fondamentali.

I teoremi stabiliti nei numeri precedenti consentono ora di iniziare
e di condurre uno studio sistematico degli #-concetti in vista di una pit
agevole trattazione della analisi non-standard. Ci limitiamo qui a ripor-
tare un primo elenco di *-concetti fondamentali che si possono stabilire
ricorrendo, quasi esclusivamente, al teorema (5.2), e cid perché i corri-
spondenti concetti ammettono una facile formalizzazione finitamente
limitabile nel linguaggio L.. , '

Si intende poi come a partire da questi #-concetti sia possibile
ottenerne altri di complessitd via via crescente attraverso i teoremi di
composizione provati nel numero 4.

Procedendo in questo modo lo studio dell’analisi non-standard e
delle sue applicazioni viene condotto evitando le gravose formalizzazioni
tichieste da una diretta applicazione del principio di Leibniz.

Veniamo ora al preannunciato elenco di #-concetti fondamentali,
lasciando al Lettore le relative facili dimostrazioni.

(6.1) =—(x & atomo) ~ « x & atomo, x interna »
*—(x ¢ entitd propria) ~ « x € entitd propria, x interna »
*—(X1=X2) ~ « X1=X2, X1 intefna »
*—(X1EX2) ~ « X1€EXy, X, interna »
*—(361C X2) ~ «X1C Xz, X1 € 3?2 interne »
*—(X=X1—X;) ~ « X=X1—X2,X1 € X interne »
*—(x=MNx1) ~ « x=Nx,x; interna »
#—(x=Ux;) ~ «x=Ux, x; interna »
s —x={x1, ., % }) ~«x={x1, ..., %s}, x; interne »
t—(x=x1N...N%x;) ~ «x=x1N..Nxs,X; intérne »
s—(x=x1U..Uxs) ~«x=xU.. U.xs, X; inteﬁe »

*—(x=P (x1)) ~ «x insieme delle parti interne di xi, x; interna »

10



142 S LUCIO CRISMA € SILVANO HOLZER
2 —(X=(X1, oo , X5)) ~ « x;;-(xl, w5 Xs), Xj interne »
’*—(x x1><...><xs) ~ « x_x1><...><xs, X; interne »
*-(x Py (x1)) ~ «x= P (x1), x; interna » (%)
x—(x=x [%]) ~ «x=x [x], x1 e x, interne »

*—(x=x1°X2) ~ « X=X 0 X2, X1 € X, interne »

x—(x=x1"1) ~ « x=x"1, x; interna »
x— (x & relazione s-ria) ~ « x & relazione s-ria, x interna »
«—(x ¢ applicazione) ~ « x ¢ applicazione ,x interna »

x—(x applicazione di x; 1ﬁ xz) « x applicazione di x; in xz, x €
x; interne » |

* — (x; applicazione e x=x1 (%,)) ~ « x; applicazione e x=x; (x), X1
interna »

*— (x; applicazione di domlmo x1 e x= N x() ~ «x appli-
yexn

cazione di dominio xl ex= N x (y), X, interna »
yex

i

*— (x applicazione di dommlo x1e x= U x2(y) ~ «x; appli-

YyEeExZ;
cazione di dominio x; |e x= U x2(y), x2 interna ».
| yex
" APPENDICE

g i N » :

Mostriamo qui che se il monomotfismo & non-standard, la condi-

zione (1) del teorema (3.11) & anche necessaria. Basta a tal fine provare
il seguente teorema: !

(A.1) Sia p non-standard. Esista ny tale che qualunque sia /4 riesca:

= niy (an,f) Al 01Ty (O).

(%) Ove Py (x)={e;]|esistono e, ...,e;_s,€.,,..,e, tali che (e,..,e)ex}.
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Allora si ha:
(*)nl_s (C)=‘1‘=Hjs ((*)C).

DiMosTRAZIONE: Per semplicita di scrittura indichiamo con J7 la JI7# e
poniamo:

Eh=(n ©)—IECNANNALTT.

L’ipotesi del teorema assicura che, per ogni h, l'insieme E, & non vuoto.
Siamo cosi in presenza di una famiglia d’insiemi non vuoti per cui esiste, per 1’as-
sioma della scelta, un’applicazione di scelta f; cio¢ un’applicazione di N in
U E, tale che f(h)€E,, per ogni h.

Dalla 7 (C)= ]] “n AS) risulta J7(C)= U IT1(CNA,%); & pertanto lecito
cons1derare I’applicazione k di [7(C) in N deﬁnlta dalla:

k(x)=minh (xe[] (CN Ap))

che associa ad ogni e€J7 (C) il minimo numero naturale # tale che eeJ7 (C N A.9).
Essendo (A,®) una successione crescente d’insiemi, risulta che:

(1) la successione di termine generale J7(CNA,5) & crescente

e quindi:

(2) ee](CNA,5) se e solo se k(e)<h.

Essendo infine, ovviamente, UE,cII (C), 'applicazione composta fok &
un’applicazione di J7 (C) in JT (C); esiste allora, per il teorema di ricorrenza finita,
un’applicazione g di N in j7(C) (in U E,) tale che:

g0)=1(0)
g (n+1)=f (k (g (m)).

Tale applicazione associa quindi allo zero I’clemento scelto in E;, e ad
n+1 lelemento scelto nel primo E, al quale non appartiene I’elemento g (n)
scelto precedentemente.

Indicato, come di consueto, I'elemento g(n) con il simbolo g,, otteniamo
le seguenti facili proposizioni:

)  &u11€Ekgmy)

4 g,e11(0)
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(5) gIN1cAy". Infatti EhcA;;‘ per ogni h.

6) k(g)<k(g,,y Infatti dalla (3) otteniamo g, +1¢ I1(CnAS k(g, )) e dalla (2)
o gnHe‘H(CﬂA ot )), da ques{e e dalla (1) la tesi.

(7) l’applicazione composta kog & una successione di numeri naturali cre-
scente in semso stretto. Segue dalla (6).

(8) ' T'applicazione g & iniettiva. Infattl dalla g,=g,, otteniamo la (ko g) (W)=
 =(kog (m) da cui, per (7), n m.

Sia ora D,={(e,, ... ,e,)€C | (el,. ©5€j_15 €15 - » €) =g, }. Sussistono allora le:

© npgw)= {gn} Infatti: --11 (D )c_‘-{gn} Sia e= (el, s €_15€j11 wse)eND,).
Esiste allora e; tale che (e,..,e)eD, da cui e=g, e quindi ee{g,}.
—{g,}cI1(D,). Dalla (4) otteniamo che g,=(e,, ... i1 €415 e s €) EIT (C).
Esiste pertanto 2 tale che (e, ..,e)eC da cui (el, . e)€D, e quindi

| g,,en(D ).

(10) D N As -—¢ per ogni m<k(gn) Infatti sia, per assutrdo, (e,,...e,)eD, N As,,
Allora, essendo D,—C, (e;,..,e)eCNAs, da cui, per la definizione d1
D,, g€l (CNAs,). Ne segue, per (2), m>k (g,) che contraddice I'ipotesi.

(11) [ Md,NAs,) ={g,} per ogni m>k(g,). Infatti, innanzitutto, .dalla
D, N As, cc D, otteniamo J7(D, N As,) c [1(D,) da cui, per (9),
nmo,NAs, )c{gn} D’altra patte, essendo m>k (g,), otteniamo, per (2),
g, = (e s€_1,€, 1, ,6)€E[] (CNAS,) per cui esiste e; tale che
(e o ,e)eCnA’ Ne segue (¢;,..,e)eD, N As,, da cui g,€]] (DnﬂA‘m)
-e quindi {g,}cI1(D,N As,). Da qui la tesi.

Consideriamo infine Iinsieme D= UD, e proviamo le seguen’n 1rnmed1ate
proprieta:

(12) 1 (D)=g [N1={g s 8&p -} Iflfatti D)=y [1(D,) da cui, per (9),
H(D)— U {gn} {og,- s & ...}.g

Essendo per (7), Ja successione kog crescente in senso stretto, ha senso
considerare I’applicazione p definita dalla:

p(m)= min n (k (g,) >m).
Si ha allora:

(13) IT(DNA%) Ly r8pom—1}- Infatti 7D A%,)= Ul D,NA,) da
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cui, per (10) e la crescenza della kog, [J(DNAs,)= U IID,NA%,)
n<p (m)

e qumd1, usando (11), I](DnAS )= U {g,1cigy - s 8pemy 11 é).
n<p (m) :

(14) gO)NM(C—D)=¢. Infatti sia, per assurdo, ee[] (D)N 11 (C—D).
Allora ee] (D)= U JI(D,) per cui e€]] (D,), per qualche n. Ne segue
usando (9), e=g, da cui, per I'ipotesi assurda, g,=(ey, ..., e; 10 €j 41 e ,€)€
€J] (C— D). Esiste allora, € tale che (e,...,e)€C, (¢, ...,e)¢D risulta
pertanto, dalla prima, (e;,..,e)eD, da cui, a fortiori, (e;,..,e)eD che
contraddice la seconda.

Usando le proprietd dell’insieme D sopra introdotto siamo finalmente in
grado di provare la tesi del nostro teorema. A tal fine consideriamo le seguentl
proposizioni relative all’insieme J7 ((*)D): ~

15 1 ((*)D) colll (D)]. Infatti, per 1a (13), otteniamo 7 (D’,)=11 (D N Asm) C-
C:{goa e s gp(m)‘—]} da cui *I7 (D'm) =]JI (*D’m) C{*go: e s *gp(m);l lc
c{*gp - *8y> - }. Ora, tenendo conto della D C/'is e della (2.3) ;isulta,
passando al limite, 7 (MD)=U T (*D’,) c{*g s *&, -} € quindi, -per

m

(12), l1a tesi (5).

, 0 se h<k
(") Come di consueto si & posto: h—-—k=
» h—k se h>k.

Si osservi ‘inoltre che se p (m)<0, allora vale luguaghanza

(6) Ai fini della dimostrazione & sufficiente provare la (15). E, d‘altra parte
interessante osservare che Dinclusione appena provata pud essere sostituita dal-
I’'uguaglianza. Tale sostituzione & consentita dalla seguente proposizione:
— la successione di termine generale p (m) & una successione crescente ed illimitata.
Essendo la crescenza facilmente verificabile proviamo qui la illimitatezza della
successione. Basta, evidentemente, verificare che, posto ¢ =kogop, risulta
p (" (0))>n. Ora, poiché la disuguaglianza in esame & banale per n=0, proce-
diamo per induzione su n supponendola valida per # e provandola per #2-+1. Tenuto
conto che, per definizione di p (m), risulta, per ogm m, k(gp(m))>m, in parti-
colare si ha

k(g ni1g)) >+ O).
Ne segue

k(@) nt19y ) >k C oy mgy)

da cui, per (7), p (t»*+1(0)) > p (t" (0)), e quindi, mediante I'ipotesi induttiva, la
tesi.

Mostriamo infine come da queste proprietd della (p (m)) discenda 1la
I ((*)D)=q) [17 (D)]. Per la illimitatezza esiste certamente un numero naturale
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@ae) 11 ((*)D)C(*)H (D). Infatti dall essere )il (D)CA,,0 , come & assicurato dal-
e (12), (5), risulta (7 (D)= *J7 (D) da cui, essendo per ipotesi ¢ non-
standard e 7 (D) infinito (per [le (8), (12)) risulta ¢ [J1 (D)IS ™I (D) e
qumdl, per (15), la tesi.

Dalla C= (C—D) UD e dalla (3 7) otteniamo poi:

,-——<*>n(C)—<*)<n<c D)un(D»~<>n(c D) U ™[] (D);
— [ (WO)=]1 (® (C—D) Y ¥D)=1 (W(C— D)) U [T (“)D).

Da queste e dalle:

— (€ —DN @ (C—D) (per Ta (.10));
—I(@DSOID) (per la (16));
—®C—D)N®ID)=¢ (per le (14) e (36):

-.si ha finalmente la tesi. o

my tale che p (mg)4=0. Ne segue, per la crescenza, che per ogni m> my, risulta
p(m)Z=0 da cui, tenuto conto della nota (5); J7 (D’,)=1g, e s 8ptm) - 1} € quindi
I1 (*D’,)={*gy, - ,*&y(m)—1}- Passando al limite, otteniamo J7 (*)D)= { IT (*D’,,)
da cui, per la monotoma della (*D’ ), I(MD)= U g¢D,)= U {*g -

m=my m=m,
s gp(m)-_l} € qu1nd1, essendo (p (m)) illimitata, ]]((*)D) {*gp o s *g,s oo} Da
qui la tesi.
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