SUI SISTEMI MASSIMALI DI SOTTOVARIETA LINEARI
DI PARTICOLARI VARIETA INTERSEZIONE COMPLETA (%)

di PaoLo ViorA (a Trieste) (**)

SOMMARIO. - Si studiano i sistemi algebrici massimali di sottovarieta lineari del-
Uintersezione completa di ipersuperfici, singolari in un medesimo punto.

SUMMARY. - We study the maximal algebraic systems of linear subvarieties of
the complete intersection of hypersurfaces, singular in the same point.

1. In uno spazio proiettivo P, (K), di dimensione 7 su un campo
K algebricamente chiuso, si consideri una varietd V, intersezione com-
pleta di m=1 ipersuperfici M?® (i=1,2,...,m) degli ordini rispettivi

n; ( I n;=3) ed aventi un medesimo punto 0 di molteplicita rispettive
=1 .
ni—s; (1<s;<m;—1).

Se m=1 ed s;=n;—1, oppure se m=1 ed s;=1 sono note (ved.
[1], [2]) condizioni necessarie € sufficienti per I’esistenza su V di sot-
tovarieta lineari Pi, di dimensione k=>1.

Nel presente lavoro si generalizzano tali condizioni al caso m ed

m
s; arbitrari (m=1, 1<s;<m;—1; Il n;=3), con procedimento dimostra-
=1
tivo che si avvale di quello seguito in [1], ma appare in parte diverso
da quello seguito in [2], non presentandosi quest’ultimo, nella sua
interezza, ad una agevole generalizzazione.

Ci proponiamo dunque di provare il seguente
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TEOREMA: La generica varietd V, intersezione completa di m=1
ipersuperﬁci M® (i=1,2,..,m) di P,(K), degli ordini rispettivi n;
( II n:=3) ed aventi in un medeszmo punto O molteplicita rispettive

1=1

ni—si=1 (1=si<n;—1), contiene, al piit, due sistemi algebrici massi-
mali % ed L, irriducibili nel campo di def mzzone della V stessa, di
sottovarzeta lineari Py (k=1). | o B -

" 1l sistema X ¢ costituito da quei Py di V che passano per il punto 0.
11 sistema $2 & invece il minimo sistema di Pi di V, che comprende gli
(eventuali) Py di V che non passano per 0. ,

Condizioni necessarie e sufficienti per Uesistenza di detti sistemi sono
rispettivamente:

Q) De=(r—k k- z{ 5 ("’_lerk_l))]zo,
=1l =0 —1 !
@  Da=e—BU+D- 3 (”’,‘f")>o

Ds e Dq risultando le dimensioni di = ed 5.
2. Per provate il teoremia enunciato nel n. 1, giova premettere la

dimostrazione dei tre seguenti 1emmi.~

LEMMA I: Siano Y ed X due varieta prozettzve la seconda delle
qualz zrrzduczbzle e sia

' Y—=>X

un morf Smo surzettzvo di Y su ‘X

Se ‘esiste un aperto non vubto U di X, tale che per ogni er la
fibra ¢~ ({x}) sia irriducibile, allora tra le componenti di Y ve n’é¢ una
e una sola, Y, per la quale ¢ (Yl) X. :

Dim.: Indicate con Y, ... Y le componentl di Y, risulta chiara-
mente:

i=1

Y= U nI X= U oY),
. 1=1

ddri‘dé,ﬁp"ef Pirriducibilita di X, }esi‘ste una componente, ad es. Vi, tale
che ¢ (Y)=X.
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Si supponga ora, per assurdo, che e31sta un’ulteriore componente,
Y, di Y per cui 9 (Y)=X.
Considerati i due aperti non vuoti e disgiunti di Y

Wi=Y— U Y: (W,ESY)),
191 . )

Wa=Y— U Y: (W&Y2),

172
si ha:

o W)=9 (W)=X,
ed inoltre, sempre per lirriducibilitd di X:
UNe W)No (Wa+D.

Se ora xeUN¢ (W) Ng (W), appaiono disgiunti i due aperti non
vuoti di ¢! {x}):

o '{xHhNW; e ¢“ {xhnw,,
e cid in contrasto con Iirriducibilita di gf‘ {x}.

LEMMA II: Siano Y ed X due varieta prozettwe la seconda delle
quali irriducibile, e sia
0:Y—>X
un morfismo suriettivo di 'Y su X.
Se esiste un aperto non vuoto U di X, tale che per ogni xeU la
fibra o= ({x}) sia irriducibile e di dimensione costante, aliora tra le

componenti di Y ve n’é una e una sola, Y1, in relazione aila quale
il morfismo

o1=0ly,: Yi=>X

»-a)» suriettiizo
b) o' ({xPD=97"({x}) per ogm xeU.

DiM: Sia (lemma I) Y, 'unica componente d1 Y tale che ¢ (Y)=X.
Sia poi A I’aperto non vuoto d1 X deﬁmto da:
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A=X— U o (Y).
1=2

Considerato il morfismo
§01=(0|§l :Yi—> X,

dal « teorema delle fibre » (Y) deriva I’esistenza di un aperto non vuoto
Up di X, tale che, per ogni xeU, tutte le componenti di g 1({x})
hanno dimensione costante data da:

dim Yi— dim X.

Sia ora' xeUNANU;, dove UNANU;+=D per Pirriducibilita di X
Risulta

' ({xh= Y o' ({x}), con @i=9ly;: Yi—> X.

Poiché x€ A, si ha, per ogni i31:
o' {xD=0

per cui:

o {xD=0p" {x}),
dim ;! ({x}) = dimo~' {x}).
Poiché inoltre xeUj, si ha:

dim ¢! {x})= dim ¥;— dim X.

() Teorema delle fibre: (vedi [3], pp. 60-61).
Se
2 Y=>X
¢ un morfismo di varieta irriducibili per cui f(Y)=X, e se dmX=m e
dimY = n, dllora:
m<n;

inoltre: ;
a) dimf-1({y)>n—m per ogni yeX,
b) in X esiste un aperto non vuoto U, tale che, se yeU,,

dim 41 {y}) = n—m.
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Essendo costante, per ipotesi, la dimensione di q)fl‘ ({x}), deve aversi
per ogni xeU:

dimo'({x})=dimY,— ‘dile.
Sempre per x arbitrariamente scelto in U, risulta:

o {xh <o ({x}),
e, per il teorema delle fibre:

dim ¢! ({x})= dim Y1— dim X,
donde

dimY;— dim X< dim o ' {x}D) < dim ¢! ({x}) = dim Y;— dim X,
e percid, in virth dell’irriducibilita di o~' ({x}): -
o' {xH=0" {x}.

LEMMA III: Se r,k,h,m, n; (i=1,2,...,m) sono interi non nega-
tivi, tali che

r>k=h,
k>1,

}n] n,-ZS,

=1
allora la
3) (r—k) (k+1)— S:’("l‘,j")zo

i=1

implica la
) (r—2k+h) (h+1)— _351 (";h\) >0.

Dim: Si supponga che, nell’iiﬁdtesi (3), valga la

) r—2k+h (i< 5 ("),



‘1ia SO Pacto vieLA

In virtii dellé (3), (5), risulta:|

m 1 [(n+k ni+h 1 » (ni+k |
.-5171:-— (”li—‘l’)—’-(ni—jl) P ( k )_
1 mini+h : i
—m.=1( ; )<(r ~R)==2k+W=k—h
e percio
wo (k) (mth\] o
©) . (ni§—1)"(.h )]<N(k_h)’

dove N= max {m:}.

i=1,...,m
‘Dimostretemo, con procedimento” d’induzione dectescente  fispetto
ad h, che la (6) & assurda. , o
Cid appare ovvio petr h=k, divenendo la (6), in tal caso, 0<O.
Sia allora h<k, e si supponga che la (6) sia assurda per h+1,
cio che sia:

T e S e i h1)
(7) z (ni—l) ( =1

)]_.N(k h 1)

f==1

Sottraendo la (7) dalla (6), s‘i oftiéne:

(n,+h-‘!—1)) (nl-{—h)] <N,

‘ Z ni—1 ni—1

=1

che pud anche scriversi:

- m  (nth
®) & ‘%(ni—2)<Nv’
0y 22 ‘

In virtt delle . H n,ZS ed N= max {n,} possono venﬁcar51
1,

1-‘-*1 ) i=
due casi: |
— 0 esiste un n,ZS e qu1nd1 N =3,

— o0, in caso opposto esistono almeno un n;=2 ed un m=2 (i£j),
ed N=2.
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Nei due casi si ha rispettivamnte

m (k) _ (N+h
iEl(ni—2)>(N 2)>N(23)
Z (ni_2)>2(N_2> N( 2),

entrambe in contrasto con la (8).

3. Per dimostrare il teorema enunciato nel n. 1, possiamo suppotre,
senza restrizione, di riferire lo spazio proiettivo P, (K) ad un sistema
di coordinate proiettive per il quale il punto O sia il vettice A, (0, 0,...,0, 1)
del (r4-1)-simplesso fondamentale.

In tale riferimento 1’equazione dell’ 1persuperﬁc1e M®, di cui al
n. 1, si scrive: : « :

C) O™ (Ko, wor's Xr—1) %7 0 (K6, viv s Xro1) F one
X5 Q™ (g, e, Xrm1) =0,

8s

ove le g™, 0", ...,9"" sono forme generali degli ordini rispettivi
ni, ni—1, ... ,ni—s; nelle xo, X1, oo 5 Xr-1.
Il sistema di equazioni

§0ni (xO’ esey xr—l) =0

(10)

n;—8g

Q * (X0, een » Xr—1)=0

rappresenta allora la sottovarieta T® di M®, di ordine m; (mi—1) ...
... (ni—s;)) e dimensione r—s;—1, luogo delle rette per O della M®
stessa
Si indichi con A la totalita delle varleta V intersezione completa
di m=1 ipersuperfici M? (i=1,2, ..., m) aventi in 0 molteplicita rispet-
tive ni—s; (1<s;<m;—1).
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ni4-r nitr—s;i—1 . . G
‘:_ )-—( + . )—1 la dimensione del siste-
ma delle sopraconsiderate M® per un prefissato ;.

Detta 6; la dimensione del sistema delle M® medesime che con-
tengono una prefissata gnerica V di A, e scritto per brevita:

Sia poi Ri= (

N i:Ri—&-
risulta chiaramente:
(11) o dinA= X N;.
i i=1
& noto inoltre che |
(12) dim G=(r—k) (k+1)

dove G ¢ la grassmanniana dei P: di P, (K).

Fissato infine un generico P,_; di P, (K) non per O (che pud essere,
ad es., quello che, nel sistema di coordinate a cui si riferisce la (9), ha
equazione x,=0), e posto UP=TONP,_;, la T® essendo rappresentata
dalle (10), si dica H la varieta intersezione completa delle m=1
Uu? (i=1,..,m). '

4. Andiamo a provare, in!primo luogo, che la (2) & condizione
necessaria e sufficiente per l’esistenza del sistema £2.

Per la necessita della condizione consideriamo la corrispondenza
di incidenza:

CSGXA
C={(P,V): P,CV}
ed i morfismi proiezione:

pr2

I

pn

Q

La proiezione
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pn
C————GC

suriettiva; inoltre

(¢l

U={P.CP,: 0¢P:}

& un aperto non vuoto di G, tale che, per ogni Px€U, la fibra pry ' ({ P})
¢ irriducibile e di dimensione costante data da:

m ni+k
(13) i—_é—:l [Ni'—-( k )]

A norma del lemma II, esiste allora una ed una sola componente
C: di C tale che:

a) p';l (C))=G con p71= ptile, : Ci~> G,

b) per ogni PreU p’\r"l“ { P =prit {P}).

Consideriamo il seguente diagramma:

lf)\’”z ~~
Ci——— pra2 (Cl)gA

P7‘1 l

G

con pra=prc, .
La dimensione di C; é:

dim C;= dim G+ dim pri~! (P }),

con PreU, e quindi in virtl delle (12) e (13)
(14) dim Ci=(r—k) (k+1)+ s [Ni— (":k)]
i=1

Per ipotesi si ha:

pr: (C)=A,
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PA;'Z_I (V) =02+3 = dim2>0;

dim C;= dim 1;;'2“ { V})+ dim A= dim 2+ dim A,

¢ percio, per le (14), (11):

LG4+ T {Ajr,-—(””"k)] = dim2+ T Ni,

i=] k =1

donde .
Do= dim 2=0,

-con il che resta stabilita la necessita della (2).

Per la sua sufficienza dobbiamo provare che pr, & suriettiva. Sup-
posto, per assurdo, che non lo sia, risulta;

(15) ,dimﬁ'z (C)= Z N;i—e¢, con £>0.

| i=1

Se VEl;;‘z (Cp), per il « teBrema delle fibre », ed avuto riguardo
anche alle (14) e (15), si ha:

(16)  dim prat (VY= dim Ci— dim prs (Ci)=

—(r—k) (k+1)— % (”,jk)
=1

Fissiamo ora un P.* di U, e consideriamo i due sistemi A’ ¢ Ci*
definiti da: -

A'={VeA: P*CV}=pr 1 (Pi*) A'CA,
Ci*={(P,V): V?EA’, PiCV} Ci*cC.
Per una V generica in A’ risul;ta:
dim C;* = dim .A’+ dim pr~' V'),

e quindi, in virth delle (13), (16):
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(17)  dim Ci*= dim pr! {Pe* Y+ dim prt (VH =

>(r—k) (k+1)+ b [Ni—z(”";k)

t=1

+£.

Detta Cy* una componente'di Ci* di dimensione massima, poniamo:
- G*=pr (Cu™), -

pr1*=pr1|c3[*,

pr¥= pi‘zlc‘&,

*

Cy* ———— A’

pr* l
G*

Si consideri 1nﬁne un Pi generlco in G* e si ponga Ph—PkﬂPk .
Possono allora presentarsi i seguenti due casi a), b). '

ca) Pr+O, dim Ph—h>0

In questo caso si ha:

(9 dim@e NG PD= 3 [N 2(”’2"‘ )+("F4)
Inoltre

(19) dim G*<(k—h) (r—k)+(k—h) (h+1)=(k—h) (r—k+h+1),

quindi, in virtt delle (18), (19):

20) dim Cu*<(k—h) (r—k+h+1)+ [N,-;z{”"]':k)+ ("i:h)].
=1

Dal confronto delle (17), (2)) si trae:

> (”"]jh)>(r 2%+ (h+1),

t=1

il che & assurdo per il lemma III.
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b) P,=0.

In questo secondo caso si ha invece:

(21) dim (Cu* N [;;‘1_1 ({Pk})): g [Ni—Z(ni;_k )] .
. : . ; =1
Inoltre '
(22) dim G* %(r—k) (k+1),
quindi, in virth delle (21), (22):
(23) dim Cu* <(r—k) (k+1)+ 3 [N,-—.z(-”"l;"k )] .
‘ . t=1

Dal confronto delle (17), (23) deriva:
ISSO,
il che contraddice I’ipotesi £¢>0.

5. Andiamo ora a provare che la (1) & condizione necessaria e suffi-
‘ciente per D’esistenza del sistema X.

A tale scopo si consideri tno spazio lineare P passante per O,
e si ponga Pr-1=PiNP,_1, P,_; essendo quelliperpiano di P, (K) me-
diante il quale si ¢ definita nel n. 3 la varietd H.

E facile verificare, che Pi€X se, e solo se, Pr_1CH. Infatti se
PreZ, si ha che, per ogni punto Q€Pi_;, la retta Pi=0+Q essendo
contenuta in Pi, ¢ anche contenuta in V, per cui

erlg n T(i)’
t=1
donde Q€eH e percid Pr.1SH.
Viceversa se Pr-1SH, per ogni punto PeP;, (P40) si ha che la
retta P1=0+P ¢ contenuta in Px. Ne viene che il punto Q=P;N P;_,

appartiene a H e quindi

Qe N T®

i=1

per il che la retta Py=0+Q ¢ ¢ontenuta in V. E quindi contenuto in
V il punto P, e di conseguenza PreX.
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Tanto basta per concludere che il sistema X & in corrispondenza

con il sistema X’ dei Pr_; di H, donde la validita della (1), a norma
di quanto stabilito in [1].
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