SUI SISTEMI QUASI-ELLITTICI +OMOGENEI (*)

di PAsqQuALE BuoNocore (a Napoli) (**)

SoMMARI0. - In questo lavoro si considerano sistemi quasi-ellittici lineari con
unica dimensionalita, t, rispetto alle equazioni e alle incognite, che. sono
chiamati t-omogenei. Vengono stabiliti la formula di Green, teoremi di
regolarizzazione locale per i problemi nel semispazio ed un teorema di
esistenza e unicita. "

SUMMARY. - In this paper we consider linear quasi-elliptic systems with one
dimensionality, t, as regards the equations and the unknowns, which we name
t-homogeneous. Are given Green’s formula, local regularity theorems for the
problems in the half-space, an existence and umczty theorem.

In un recente lavoro T. Bruno [3] ha considerato per i sistemi
quasi-ellittici lineari, introdotti da L. R. Volevich [15], i problemi in
un semispazio verificanti la condizione complementare provando, fra
Paltro, le maggiorazioni a priori delle soluzioni di essi (nel caso dei
sistemi ellittici cfr. [2], [6], [13], [16]). In riferimento a tali problemi
generali sussistono anche le maggiorazioni a prlon concernent1 1’opera-
tore aggiunto funzionale. :

In questo lavoro ho applicato tali risultati ai sistemi quas1-e111tt101
lineari con unmica dimensionalita, t, rispetto alle equazioni ed alle in-
cognite, i quali in analogia con una locuzione usata nel caso ellittico
(cfr. [16]), saranno detti f-omogenei, rientrano in tale classe ad esem-
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pio i sistemi parabolici secondo Petrowsky e secondo Solonnikov (cfr.
[31). Per i sistemi ellittici di questo tipo G. Geymonat [7] ha intro-
dotto la nozione di operatore al contorno di Dirichlet e di operatore
normale stabilendo, fra l’altro, la relativa formula di Green.

Ho esteso ai sistemi quasi-ellittici #-omogenei tali nozioni e la for-
mula di Green, nonché i risultati di regolarizzazione stabiliti da M.
Troisi [14] e V. Del Prete-D. Fortunato [5] per le equazioni quasi-
ellittiche; inoltre relativamente ai sistemi a coefficienti costanti ed
a una classe di problemi per cui si ha l'unicitad, ho applicato classici
procedimenti esistenziali (cfr. [11]).

I risultati, riferiti al caso dei coefficienti costanti, sono stati prean-
nunciati in una nota dell’Accademia Nazionale dei Lincei [4] ed esposti
in una relazione interna dell’Istituto di Matematica dell’Universita di
di Napoli (V). : _

11 lavoro consta di due parti: il paragrafo 1, diviso in due numeri,
¢ dedicato alle definizioni e maggiorazioni a priori per i sistemi quasi-
ellittici; nel paragrafo 2, diviso in tre numeri, si considerano i sistemi
t-omogenei. :

Nel n. 1 sono richiamate 'le definizioni degli spazi funzionali; nel
n. 2 sono esposte le definizioni riguardanti i sistemi quasi-ellittici nonché
le maggiorazioni a priori. , \

Il n. 3 & dedicato ai sistemi quasi-ellittici t-omogenei: si formulano
i relativi problemi in un semispazio e si stabilisce la formula di Green;
nel n. 4 sono riportati i teoremi di regolarizzazione; infine nel n. 5
si provano i teoremi di esistenza ed unicita.

‘§ 1. SISTEMI QUASI-ELLITTICI E MAGGIORAZIONI A PRIORI
IN UN SEMISPAZIO. ‘

1. Notazioni. Spazi funzionali.

Se ai, ..., an) € una m-pla di interi non negativi ed x=(x1, ... , X»)
¢ un punto dello spazio reale euclideo R", si pone:

la| =ou+ o +atn, x*=x2... X0

() Relazione n. 13, ser. 11, Ist. di Mat. Univ. di Napoli, (1977).
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1 gl
o D= S (2=—1)
flel 9x* = T E T Ten el gy, Qxn

Per comodita poniamo anche
x=(xX', ), X' = (X1, e, Xn1), y=2%n; a=(a’, @), @' = (@1, +.. , Au—1)

gl
1T 9x .., Qxon—1
1 n—1

D=

Indichiamo con R", il semispazio {xe R": x,>0} e con dR",
I'iperpiano {x€eR": x,=0}. o : k
Se (my, ... , m,) € una n-pla di interi positivi, poniamo:

m= sup {m, ..., ma}, qi=m/m; (i=1,...,n), g=(q1, ... , qgn)
d=m. c. d. {my, ..., m.}, me=m/d, {a, q)=a1 g1+ ...4tn g
Per ogni E=(&1, ..., &) =(, £,) €R” sia:

7n—1

(&)= Z |&i ™ m, (£ =( 2z [ ™).

Denotiamo con (€) o con Fu la trasformata di Fourier di u (x)

e con u (&', ) la trasformata parziale di Fourier di u (x’, y) rispetto a x’.
Introduciamo ora alcuni noti spazi funzionali (cfr. [8], [12],

[14], [17D). :
Per ogni s, r€R, con H*" (R") denotiamo lo spazio delle distribuzio-
ni temperate u su R” tali che

(A4(E)2F (1+(E)) [a ©)PeL! R

munito della norma

lall e =( [ a+083 a4y TP )
R" )

Con H %fl (R”) indichiamo il sottospazio di H*” (R”) costituito dalle
+

distribuzioni aventi supporto contenuto in I—{7“+, e con H*"(R",) lo
spazio delle distribuzioni # su R”, che sono restrizioni a R, di elementi
di H*" (R"), munito della norma

”u” ” = inf ”U”s r, R U=u su Rn""
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Il simbolo H*® viene solitamente sostituito da H°, similmente per
la notazione della relativa norma.

Denotata con é\ (&) la trasformata di Fourier di g (x’), indichiamo
con H* (R"), lo spazio delle distribuzioni temperate g su R* ! tali che

(1+(€ Y [g €))L ®R™Y
munito della norma

lel o= a6 B e )",

pn—1

Infine indicheremo con A, (), seR, la distribuzione su R*! tale
che risulti:

- As (E)=(14(E )
Per le proprieta relative agli spazi introdotti rimandiamo ai Lavori
citati
2. Sistemi quasi-ellittici e maggiorazioni a priori.
Ricordiamo che un polinomio  del tipo

(2.1) . P®= X a.f aeC, teR

<a, g>=<m

¢ detto quasi-ellittico con peso q e di g-grado m se la sua g-parte princi-
pale: ‘

P'E= I a.&°

<a, g>=n1
-verifica la seguente condizione:
@2 P ©+0 WEeR—{0}.

Un sistema di equazioni differenziali lineari a coefficienti reali o
complessi
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(2.3) AD)u={py D) u;j} u=(,..,un); k,je{l1,...,N}; NeN ()

Dki (D) Uj= bX Aikja D* uj

<a, > Smy;
si dice quasi-ellittico con peso q e di g-ordine m se il polinomio
P (€)= det||py @

¢ quasi-ellittico con peso g e g-grado m e se inoltre si ha:

ove f= (B, ..., fix) & una permutazione degli indici 1, ..., N.
Esistono 2N numeri razionali non negativi (potenziali)

ti, oo, tN, Sty oo , Sy min §p=0
k

della forma ——M—— , MeN,, tali che

1 eee mn
mi<tj—si se t;—sx=0, pi (§)=0 se t;—s:<O0, Z;c(tk—sk) =m ();

Inoltre, posto: “
P’ ©)=p% (&) se t;—sr=0, p'i €)=0 se t;—si<0

si ha:

det [|p"s O =P° &) ).
Supponiamo che anche nel caso n=2 sia verificata la condizione:

(I). Per ogni & eR"'—{0} risulta costante il numero r delle radici
con parte immaginaria positiva dell’equazione

P, 7)=0 7€C ().

(® Qui, come nel seguito, si conviene di sommare sugli indici ripetuti in
una stessa espressione monomia, al variare degli stessi negli insiemi indicati.

() Si pud suppotre t;>q;, ¥ j,i, perché altrimenti ci si pud ricondurre ad
un sistema con un minor numero di equazioni e di incognite.

%) Cfr. [15].

() E noto infatti che se n>>2 la (I) ¢ senz’altro verificata.
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. Tali radici le indicheremo con 7;* (&), ..., 7,* (£').
Si consideri ora il sistema di operatori lineari di frontiera a coeffi-
cienti costanti reali o complessi"

2.4 B (D) u={By; (D) u,} Biyy(D)uj= X by D*y;

<a, q><MU

Ch=1,..,1; j=1,..,N
supponiamo che qualunque sia he{ 1,..,r} e je{l,..,N} risulti
(2.5) Hrif 4= 141/ ¢ —1/21 - ();
posto: :

on= min (t;—uw) ()

J

ovviamente si ha:

Uni=tj—on
e quindi:
Bh,' D)y= 2 bhja‘D

<a, q>skj — oy,

Poniamo B’ (§)=B%; (§) ¢ consideriamo la matrice aggiunta di
1p" O, [|P’11 (6)]| ove I=1,...,N; diciamo che il sistema (2.4) rico-
pre il sistema (2.3) su dR”, se & verificata la seguente

(I1). CONDIZIONE COMPLEMENTARE: Qualunque sia &'eR*1'—{0}
risultano linearmente mdzpendentz modulo (z—71%)-...-(t—7,%) le righe
della matrice '

(2.6) ' | ||B'hj (E',_T) P, 7)||n.

E opportuno ricordare il seguente risultato (cfr. [2]). Indicato con

S(R,; CY) Io spazio delle funilom a decrescenza rapida in R+ e a
valori in CV, risulta:

LEMMA 2.1. Sono equivalenti le seguenti proposizioni:

(@) il sistema (2.4) ricopre il sistema (2.3) su OR".;

(®) Se teR,, con [t]_ indichiamo il pitt grande intero ‘mindre di ¢

1
(") Si osservi che on>5
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(b) per ogni fissato & eR*1—{0} il problema:
P’ (€, D) ; () =0 per y>0, B’ (€', D,) u; (0)=0

ammette in S (R., CY) la sola soluzione nulla.
Consideriamo un sistema di equazioni differenziali lineari a coef-

ficienti di classe Co~ (R™,):

2.7 A (x, D) u={ps (x, D)u;} k,j=1,..,N; NeN, xeR"
€ supponiamo che il sistema

(2.8) A (0,D) u={ps (0,D) u;}

sia quasi-ellittico con peso g e di g-ordine m e che risulti:

pri (X, D)= 2 aja (x) D* se tj—st=0, prj(x, D)=0 se t;—s:<0

<a, q>5tj —sk

ove ti, ..., tn, S1, ... , S8 SONO un sistema di potenziali relativo al sistema
(2.8); poniamo:

P’ (x, D)=p%; (x, D) se tj—sx=0, p's (x, D)=0 se t;—sr<0
det [[p" (x, §)|| =P° (x, §).
Supponiamo inoltre soddisfatta la seguente condizione:

(I"). II sistema a coefficienti costanti (2.8) verifica la condizione (1).
Si consideri poi il sistema di operatori lineari di frontiera a coef-
ficienti di classe Co~ (R"*"Y):

(29) B, D)u={Bi (x', D) u;}, By (X'\D)uj= X buo(x’) D"y

<a, 9> Sl“hj
h=1,..,r; j=1,..,N
supponiamo soddisfatta la (2.5)) e la seguente condizione:

(IT"). 11 sistema di operatori a coefficienti costanti B (0, D) verifica
la condizione complementare rispetto al sistema (2.8).
Considerati i numeri o, relativi al sistema (2.8) si ha:

By (x', D)= X buj. (x") D*

<a, P> =t —oy
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Poniamo:
pri (%, D)‘u;= px (x, D)u; B (x’, D) uj=B, (x', D) u
e consideriamo I’operatore
L: u=>(pi (x,D) u, ..., px (%, b) u, B (x', D) uy=o, ... , B (x, D)uly-0).
Sussiste - il seguénte teorema (cfr. [3]):

TEOREMA 2.1. Se il sistema (2.7) é quasi-ellittico e valgono le con-

dizioni (I') e (II’), allora esiste un §>0 tale che per ogni ueCo™ (R")
avente il supporto contenuto in Zy={xeR™: |x| <8, x,=0}, si ha:

1
(2.10) [|ei]] 4R <K (||Lu|| gH“k (Rn+)><Ih1H RTE M (Re1) -

+2 [lul, o) O
j M

con K indipendente da u (°). ;
In riferimento all’operatore aggiunto L*, con procedimenti classici
(cfr. [9], [6], [14]), non & difficile provare il seguente teorema (*):

TEOREMA 2.2. Se il sistema (2.7) veriﬁca le condizioni (I') e (II')
allora esiste un numero reale p;>0 tale che qualunque sia teR e per ogni

1
on +t+ EQn

U=(Us, ..., Ux, &, .., g)EN H_&"* (R") ><1hi H R*-1)

I R+

con Ui e gn aventi supporti contenuti rispettivamente in Zo, € in Z'o,,
sussiste la seguente limitazione:

- (8) D’ora innanzi indichiamo f:on il medesimo- simbolo K costanti general-
‘mente differenti da formula, cid anche nell’ambito di una stessa dimostrazione.
(®) Dalla dimostrazione risulta che se I'operatore L ha i coefficienti costanti,

la (2.10) sussiste per ogni ueT H' (R” L)

i :

(1) T dettagli della dimostrazione che presenta complicazioni tecniche ri-
spetto al caso ellittico sono esposti, relativamente al caso dei coeflicienti costanti,
nella Relazione di cui alla nota ().
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(2.11)

1
"‘Uh“l‘t"’"i’ an g

101~ at
h (R?=)

k't(Ru) X nH
h

<K [||L* U|| + [|U]] |, st
k

1
O'h+t—'? an

J10: v AT /1)

(Rn) X1l H-
J h
dove K é una costante indipendente da U e dove, se t=0, si puod sosti-
tuire ||Ui||—s;,. =1, R* con ||Usl|—s—1, R™

§ 2. SISTEMI QUASI-ELLITTICI +OMOGENEI.

3. Sistemi f-omogenei: operatori di frontiera normali e formula di Green.

In questo numero consideriamo particolari sistemi quasi-ellittici,
analoghi ai sistemi ellittici secondo Petrowsky con unica dimensionalita,
t, rispetto alle funzioni incognite (nonché rispetto alle equazioni), che
in analogia con una locuzione usata nel caso ellittico (cfr. [16]), diremo
t-omogenei.

Precisamente il sistema (2.7), quasi-ellittico con peso g e di g-ordine
m, lo diremo #-omogeneo se

max my=t ¥j=1,..,N, m=iN.
k

Un siffatto sistema ha la forma:

(3.1 A (x, D) u={py (x, D) u;}={ X aij. (x) D" u;}

<a,@>=t
con

P (x, &)= det|| X tak,-a(x)f"]l:!:O V£eR"—{0} MxeR",

<d, ¢>=

(un sistema di potenziali & ¢,...,¢, 0,...,0; t/g:€Ny).
N N
Nel seguito porremo per comoditd t/g,=Th.
Supporremo sempre verificata la condizione (I').
Per i sistemi ora introdotti consideriamo particolari problemi nel
-semispazio R”, che di seguito descriviamo.
Consideriamo un sistema



56 PASQUALE BUONOCORE
G (x,D)=||Gsy (x', D)|| h=1,..,NT. j=1,..,N

di operatori lineari di frontiera |a coefficienti di classe Co~ (R"1), ove
G (x', D) ha g-ordine <(k—1) g, se h=(k—1) N+1,..,kN, k=1,...,T.
Si pud porre G (¥, D)={Gi},", con

G (', D)= [|Gy &, D)l= |l 2 guje () D%l

<a, > <(k—1) gp,

| h=(k-—1)N+1,...,kN
j=1,...,N.
In analogia con una definizione introdotta in [7] diamo la seguente

DEFINIZIONE. Diciamo che G (x’, D) e un operatore di Dirichlet se,
posto: ’

GO, D)= = @) DYy

<a, p=(k—1) g,
risulta per ogni x eR™1;
(32)  detGPO(x;0,...,0,£)%+0 VEER—{0}, Mk=1,..,T.
Sussistono i seguenti lemmi:

LEMMA 3.1. Se G (X', D):{iG;c (x’, D)} é un operatore di Dirichlet,
" allora esistono operatori matriciali tangenziali:

’ —_— ’ ; ’ . 7':1,...,Tn, S=1, -..,r
@rs (¢, D)= || @ O, Dol ji=1,..,N; h=(s—1)N+1,..,sN

tali che
g-ordine 415,5,-;2 (x', Dx»)si(r—s) q., D, ¢ non degenere
e risulta:
(3.3) ;n_] =X D,s (Dy) Gs (D).
8=1

LEMMA 3.2. Se G (x/, D)} é un operatore di Dirichlet, risulta su-
riettiva Papplicazione
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w (D7 - T
2€Ce™ R",; C¥) = {Gi v |40 }€[Co~ (OR",, CY)]™™

Essi si dimostrano utilizzando ragionamenti noti (cfr. [7], [9],
[14]) che ci limitiamo ad accennare.
Osservato che la (3.2) € equivalente alla seguente:

k—1
(3.4) Gi (v, D)=0u. (¥, D+) Di. '+ X 0w (¥, Dx) Dy !
h=1

dove le i, hanno le stesse proprietd delle @u, si vede che sussiste la
(3.3) assumendo

r—1
@r,s:grr_l S€ S:l‘, ¢rs= —-6”_1 2 Hrh @hs N[+ S<l‘.

h=s

Per quanto riguarda il lemma 3.2, fissata in modo arbitrario
p€e[Co= (dR",; CV] "n definiamo induttivamente le seguenti funzioni:

k—1
(3.5) =01, Gr="0u" (q)k—hi O ) k=2,..,Tn

ove le 0w sono quelle della (3.4). Avendosi ¢xeCo” (OR",; C¥), per
noti risultati esiste veCo™ (R",; CY) tale che

DI wley =0 = k=1,...,Tn

Zn
Per quest’ultima, dalla (3.5) segue che

k—1
- k—1 _ h—1
)] Izn=0 :011 1@1; Dwn K/ lxngz() =0kk ! ((Dk— ’Z 'ekh Dm" v Izn=0)’
h==1

k>1.

Allora v ¢ soluzione del sistema:
e—1 k-1 h—1
01 v |z=0 =015 Orx D" |2, =0t ;12 0w Dy, 0 |2=0 =1, k>1
=]

da cui, per la (3.4), I’asserto.
Estendiamo ora ai problemi in esame la formula di Green.

TEOREMA 3.1. Se il sistema (3.1) é quasi-ellittico t-omogeneo e
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G—-{Gk}f"i & un operatore di birichlet allora esiste un operatore di
Dirichlet G'= {G’k}k_1 tale che per ogni u,veCo” (R",; CY) vale la
‘formula di Green: |

(3.6) /(Au w—u A* v) dx= E [GiuGr i1 ¥]y=0dx’

=]

n on—1
R
R+

dove A* & loperatore aggiunto formale di A.

DIMOSTRAZIONE. Mediante ovvie integrazioni per parti si vede che

Ty, ' —
(3.7) /(Au-fz;—u A*p)dx= = [Dy'u-Mr,—ry1 0]y-0dx’
r=1
R’_;_ Rﬂ——l

ove si & posto:

. |
M= 5 5 (=1)"*5 3(n k) D) D7

k=r <z, >s*—-kq,,

r=1,..,Ts meR™.

Si osservi che risultando A un operatore quasi-ellittico si ha che
{M Tn—r+l}fil & un operatore di Dirichlet.

Denotato con ®*,. I'operatore aggiunto formale di @, dalla (3.7),
tenuto conto dell’a (3.3), si ricava che

Tﬂ
/(Au w—u A*v)dx= 3 [ 2 Gru DPn* M1, —rs410]y—0dx’
r==1 d k=1
R 1!
T, T,
= X [Gru Z D* M1 —r+1 v]y—0dx’
k=1 r=k
Rn-—l

e da quest’ultima si ottiene la (3.6) ponendo:

Gry—ri1 = zk¢*rk Mz, —r41
r=



SUI SISTEMI QUASI-ELLITTICI #-OMOGENEI 59

Osservato che risulta:

T, — k41 o T, —k
G’Tn—k'i‘l:(_l) " ¢*kkak0v"'voan)(x’)Dyn f

Tu —1 —
+¢*kk Z ( Z (— 1) (17|+Tn —rH a(n,r) an') Dyr_k+

r=k <n.¢>=l—7rq,

T, T,
| _ _
+ 2 9% X ( 2 (— l)lﬂ Foimet Aary D) Dy ~°
s=k41 r=3 <1, 9> =t—7rqy,

e tenendo presente che A & quasi-ellittico si ha che {G’Tn_k“},f;l € un
operatore di Dirichlet.

DerFINIZIONE (cfr. [7]). Diciamo che un operatore matriciale

B (x', D)= ||Bsj (x", D)||s=1,..., & un operatore normale se esiste un ope-
j=ly.., N
ratore di Dirichlet G (x', D)= ||G; (X', D)||i=1,....nz, tale che r righe della
j=1,...,N

matrice G (x’, D), prese in ordine opportuno, costituiscano la matrice
B, D).

Osserviamo ora che dall’essere 'operatore A, quasi-ellittico #-omo-
geneo, soddisfacente la condizione (I’), segue che il suo aggiunto formale
A* & ancora quasi-ellittico -omogeneo e verifica la condizione (I’) con
NT,—r al posto di r.

Cid premesso, dal teorema 3.1 si deduce il seguente teorema (cfr.

[71, 191, [14D).

TEOREMA 3.2. Se B (x’, D)= ||By; (¥, D)”h—], .+ & un operatore
SN
normale ed inoltre C (x', D)= ||Cy; (', D)]]h-l, o NIy ¢ un operatore di
pan
frontiera tale che {B}U{C} & un operatore dz Dirichlet, allora esistono
due operatori di frontiera

B’ (x D)_ ”B’h] (x D)Hh_l, ,erT,,—r, (64 (x D)— IIC,hl (x D)”h—l, or

J_‘ 1 vN

tali che {B’}U{C’} é un operatore di Dirichlet e si ha:

(3.8) [(Au w—u A* v) dx= f[Cu B’ fv]y odx’ —/[Bu C’ 'v]y_odx
R+ n—l Rﬂ—l



60 PASQUALE BUONOCORE

Inoltre B (x’, D) verifica la condizione completamente rispetto al-
Poperatore A (x, D) se e solo se la verifica B’ (x’, D) rispetto all’operatore
A* (x, D).

Accenniamo brevemente alla dimostrazione.

Sia {B}U{C}={Gs};~, con

Gv= ||Gs; (¢, D)|§=(k-RN+1,..,, x¥ ,» max g-ordine Gs=(k—1) gqn
j=14...,.N J

e sia {Gr,—kt1 },~, il sistema associato a { G} a norma del teorema 3.1.
Essendo:

(9) GiuGr ri19=GCs1t; Gt _sp1p Vp s=(k—1)N+1, .., kN

si indicherd con C’, [B'sp] quel G, tale che nella (3.9) G, viene
moltiplicato per Bi, [Cip], allora la (3.8) segue dalla (3.6).
Osserviamo che per s=(k—1) N+1, ...,k N risulta:

max g-ordine Gs=(k—1) g,y max g-ordine G'nr,—st1,j =(Tu—k) gn
J j ,

‘e quindi se |
n}ax q-ordineé By [Cr]l =t—o0n (M)
si ha:
mjax q-ordiné C'1j [B'4jl =01n—qn.
Siano ora u, veCo™ (R",; é”); applicando la (3.8) alle funzioni
w=(Us; .., UML), - W%Z('vu, vy, A>T
ove si & usata la posizione:

wa (&, )=w; A" x, ..., A7 x,1, 17" y)

e passando al limite per A — + o si ottiene:

(1) Si noti che per la condizione (3.2) deve essere ——ﬂeN e percid
n

o,/ 49,€N.
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(3.10) f (A0, D) u (x, y) v (¥, y)—u (x', y) A* (0, D) v (x, y) dx=

n
Ry

:[ [C°(0,D) u (x', y) B® (0, D) v (x’, )] y=0 dx’—

R*1

-/ [B°(0, D) u (x, y) C* (0, D) v (x', y)1,-0 dx’.

Rw 1

Siano poi ¢ (), ¥ (»)€Co™ (Ry; CY), x (x)) € Co™ (R"1), 1eR, e po-
niamo:
u® (&, y)=€<""> y (A ¥) 9; (y)

(#=—1), neR"1—{0}
'v;-"" X', y)=e=<"*> y (A x') ¢; (y).

Applicando 1a (3.10) alle funzioni u™® e fv(” cosi definite e passando
poi al limite per A — 0, si ha: :

00
[[A"(o;n,diy)qo(y)ﬂ‘@ (y)A*“(o 7, )¢<y)ldy_

0

d d
0 0 L} - .
~[s ( g ) (y)] e (O,W,dy)cb(y)L:O.
A questo punto, tenendo conto del lemma 2.1, si procede come in [7].

4. Teoremi di regolarizzazione.

Indicheremo con w (x”) una funzione reale e non negativa di classe
Co~ (R™ ) tale che
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supp w (x’)=‘{x'eR"‘f‘: x| <13, fw (x) dx¥’ =1
Rn—l

e per ogni £>0 porremo:

we (X')= 1

g1 w(%)’ iUS"_—(UIE: vee s Une, 8ies -0 s gff)

ove si € usata la posizione
vje (', ) =2; (X, y) * we ().

Ricordiamo (cfr. Hérmand!er [8]) che se u e H* (R",) [risp.
ueH (R*Y)] allora u.eH*' (R",) [risp. u.€H' (R*~ l)] qualunque sia
teR e inoltre si ha:

(4.1) Zm'llus—ulle,,(Ri)ézo [risp. Eling ||te—u]] ar @~ =01-
Se @ & definita in R", per 6gni U=(U,..., Uy, g, ... , &) porremo:

o (x)=0 (*,0), ¢ U= (@ Ui o, @ Un, @ 81y e » 9 8)

@ U)e=((9 Ur)ey ovv , (0 Un)ey, (@ @)es oor » (@ 81)0).

Sussiste il seguente teorema di regolarizzyazione tangenziale, relati-
vamente all’operatore aggiunto, che estende ai sistemi il teorema 4.1
di [14].

TeOREMA 4.1. Sia U= (Ui, ..., Ux, g1, ..., &) € L* R"; CY) X
1
><II gt (R"“) e il sistema quasi-ellittico t-omogeneo (3.1) soddisfi

le condzzzom 1) e (I1"). Allora per ogm §>0 esiste un numero positivo
00=<p1 (p1 del teorema 2.1) tale che se per ogni g€ Co™ (R") avente supporto
contenuto in I',={x€R": |x| <p} per un p<po, risulta

o L* UeH-"* (R", CY)
allora

1
- O’h+5+? 9n

@ UeH* (R",,C") X1 H R*)

per ogni p€Co~ (R") avente supporto contenuto in I',.
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DIMOSTRAZIONE. Basterd provare 1’asserto nella ulteriore ipotesi che
70,0 (R . ON —ontaty n-1 -

(4.2) oUeH" (R",; C )xgH TR, o<s.

Orbene con p<po € peCo™ (R”) avente supporto contenuto in I,
consideriamo il vettore (¢ U). per e< ‘DOT—"? in modo che (p Uy). e (¢ gn).

- . . ) ‘ . ’ ’r__ p+'p0-
hanno supporti contenuti, rispettivamente, in 2y e Xy con p =5
allora tenuto conto che dall’ipotesi
Uel* R",; CYYxITH ™" 2™ Rr-1y
h

segue

1
UeeH™ ®y; CYXTTH ™ B T

qualunque sia s, per il teorema 2.2 si ha:
1
4.3) ”(Cf’ U)e”HO,s (Ri : CN) > h]]z{"”""‘“""z In (Rn-1) <

SK [”L* ((p U)E”H—-t,8 (l{"’ CAT) + “(¢ U)E“H(.],S-—‘l (Rn, CN)X

1
> I H_"h“{"—l'l‘ 2_911 (Rn—l)
h
Osserviamo che risulta:

(44) L*(U)=¢L*U+3 3 = (;)a*ika(x)D““ﬂqo-DﬂUk+

J <a, <t f<a

1>z 3 < Z)b*jha (') D" ¢.Df (g, () ® & (3))

j <a,p=<t-eo) f<a

Si verifica ora che, in virth della (4.2), per ogni funzione
JeCo~ (R*), avente supporto contenuto in I', con p<po, si ha:

D! (Y UyeH " RY, f<a, {a,q)<t
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D’ (4 g) ® O)e H* R, f<a, (a,q)<t—a,
e allora dall’ipotesi ¢ L* Ue H"* (R",C") e dalla (4.4) si ottiene che
| L* (p UyeH™"* (R"; C)
é quindi, per la (4.1) |

45  ImL*G U)—(L* @ UN| g=t.a g, o) =0-

Osserviamo inoltre che con il ragionamento seguito da L. Hormander
in [8] per provare la (2.4.18), si vede che risulta:

(4.6) |la*ite (@ Ur)e— (@*jxa @ U] B * (R7, =Ko Uk”m ?—'(n’p
e analogamente:

D) [[6% (@ 80 ® O)— (B%ia (@ ) @ N o1 n, =

<K|lo &l
H (R 1y

1
—0p 8= +5 In
Ora osservato che

L @U=Z( 2 D'@holi— 2 3 (“)Dm-ﬁa*,-}mpﬂ (0 U+

<a, P> =t <a, P> =<t f<a \ ,B

£ 2 DOmee @)= 3 I(5)0 5D (08) @)

<a, 9> <{—o0y, <a,q> <t—oj, f<a ,8
poiché utilizzando le (4.6) e (4.7) si ha

10" @310 9 Une—D* (@it @UDANi _, | n <K, (@,q)=<t

(D= (6*1e (g1 9) ® 8)))e— D7 (b*i1a (9 g1) @ )| —1507 <K, (@, q)=<t
con K indipendente da &, si ottiene:

(4.8) I(L* (@ U))e—L* (9 UM | g—t, s gn. o0, =
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<KZ{1+ 2 X ||(D*"a*w-D* (¢ Up)).—
J

<a, P =t f<a

D*F g*;1,- DF (g Uk)f”—t, s, R" H+

+ = 3 |l(D** b*nD (@ g) @ 8))e—

<a, 9> <t—op f<n

—D** b*j1,- D? (0 g1)e ® Ol —¢, 5, R
da cui, con ripetute applicazioni della (4.6) e (4.7) si ha

”(L’}= (§0 U))E_L* (§0 U)EHH—I,S(Rn; CN) <K

indipendentemente da e.
D’altra parte risulta

[|IL* ( U)s”H—t, 5R™ Oy =
=< ”(L* ((0 U))s” H——t,s(Rn; o 4 ”(L* ((,'0 U)).— L* ((p U)e” - CN)

allora dalla (4.3), grazie alle (4.5) e (4.8), si deduce che esiste &>0
tale che per ogni numero positivo e<g si ha:

1
”(§0 U)s”Ho, R™ CN) ><¢ }{Iﬂ_ah otz dn (Rr-1) <K

applicando il teorema di Banach-Saks si perviene all’asserto.

Stabiliamo ora un lemma che consente di provare un risultato di
regolarizzazione normale; tali risultati estendono ai sistemi gli analoghi
per le equazioni stabiliti in [5].

LEMMA 4.1. Sia A (x, D) un operatore del tipo (3.1), a coefficienti
di classe Cy~ (R",), con P°(0;0,...,0,1)==0, ed inoltre siano seN, e
y€10, 1] tali che v (s+1)/gn=F1/2 (mod. 1). Allora esiste po>0 tale che
per ogni distribuzione u su R", soddisfacente le condizioni:

(49)  ueH™ (R*,; CY), ¢ prj ;e H*VT* R™), Vel (Zq,)
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risulta: 4 ,
(4.10) @ ueHC " R CY),  MoeCr™ (Z4).

DIMOSTRAZIONE. Dalla continuita dei coefficienti di A (x, D) segue
che esiste po€R, tale che

@.11) P(x;0, . ,0,1)40, VxeZe,

consideriamo quindi u soddisfacente alle (6.9) per un tale po.
Osserviamo poi che utilizzando il teorema 3.4 in [5] si ha:

4.12) @ D* ;e H+*— (R,), YoeCr (o), (@, q)<t, an<Tn

Orbene, posto fr=psj u;, si ha:

. \
(4.13) k0,0, 1) 9 D" U= fi— 2 aya D*u;.
<a, @> =t
ap <Tp

Dalla condizione P°(x;O0,..,0,1)=%=0 segue che & possibile rica-
vare dalle (4.13) le gon:; u; come funzioni lineari di ¢ fr € @ D*u;,

ove (a,q)=<t ed a.,<Ty, cong coefficienti dipendenti linearmente da
fx € aje, allora per la seconda delle (4.9) e per la (4.12) risulta:

(4.14) 9 DI weHO - R, Moelr (Za).

Osserviamo inoltre che

T, T, T (Tn h T,~h
D;, (pu)=9 Da, uj+ = De, 9D, " u
n | k=t h n
per le (4:12) e (4.14) si ha:
DY (p u)eHODT R™,),  MpeCy (5, )
e quindi:

415 DI @u)eH I RY), ¥oeGr (Zo)

Tenendo conto della (6.15) ‘e che per ipotesi ¢ ue H*<+Dr (R",; CV)
dal teorema 3.3 di [5] segue I’asserto.
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TEOREMA 4.2. Se A (x, D) é un operatore del tipo (3.1), a coef-
ficienti di classe Co™ (R",) con P°(0;0,..,0,1)=0, ¢ seR, & tale che

sv/qn [s1+41/2 (mod. 1) per v=0,1, ..., [s]+ (9, allora esiste po€ER,
tale che se risulta:

o ueH R"; CY), ¢ pyu;e ™" R™), Voeto™ (Ze,)

si ha:
pueH R*; CY), MoeC (Z, ).

DiMOSTRAZIONE. Chiaramente basta dimostrare che se peN; e
v€]0, 1] sono tali che y*/q.=1/2 (mod. 1) per v=0,...,p allora

(4.16) @ueH"™ (R*;; CY), ¢ pyyu;e H* (RY), NoeC (Z,)
implicano che
(4.17) pueH™ R";; CY), Moel™ (Zy).

Ragionando per ricorrenza, osservato che per p=0 la tesi ¢ banale,
si deve provare che vale la (4.17) nelle ipotesi (4.16) e

o ue ™D R"; CY), Woel (Zq), p=1.

Allora basta osservare che da questo e dalla seconda delle (4.16)
segue che

pri (p u))eH™* (R"), MoeC™ (Z, )
ed inoltre che per il lemma 5.2 in [5] si ha:
pii (Ay * (@ u)) e H"* D1 (R"), MpeCo” (Zq)

e ragionare poi come per il lemma 5.4 in [5].
Dai teoremi 4.1 e 4.2, osservato che

L*U |R'4'_ =pjr* U

si deduce facilmente il seguente teorema di regolarizzazione:

() Con [s], denotiamo il pilt piccolo intero maggiore di s.
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TEOREMA 4.3. Sia U =(Uy,...,Un, g, ...,8) € [*R",; C¥) X
WITH
h .

1
—opt —q . . . o . .
h 2q'(R”"l) e il sistema quasi-ellittico t-omogeneo (3.1) soddisfi

le condizioni (1) e (I1"). Allora pér ogni s positivo tale che (s v)/qn [s]+=
+1/2 (mod. 1) per v=0,1, ..., [s]+, esiste po>0 tale che se risulta:

o L* UeHR R €Y, VpeG (%)
si ha:

. 1
oh'l"s + 5 In

o UeH* (R";; CY) X H R™),  MoeC (Zo,).

Se poi il sistema ¢ a coeflicienti costanti si ha:

TEOREMA 4.4. Se il sistema (3.1) e gli operatori di frontiera sono
a coefficienti costanti, nelle stesse ipotesi del teorema 4.3 risulta:

_ —optot L
L* U(-:Hg-jr (R CYy = UeH* (R"y; CY)x T H 2% go-yy,
i h

5. Esistenza ed unicita.

In questo numero consideriamo sistemi f-omogenei e operatori di
frontiera normali a coefficienti costanti.

— a .
Detta z una nuova variabile reale ¢ posto D=D,, DZ:@ consi-

deriamo il sistema di equazioni differenziali

E° Dy, DYv={E% (D, D) v} ={ (pi; (D) +¢” 84; D) v;}

ove J€R e oy & il simbolo di Kronecker; facciamo la seguente ipotesi:

(III). Esiste 0 tale che E°(D., D;) é quasi-ellittico t-omogeneo e
soddisfa la condizione (1"), inoltre il sistema di operatori di frontiera
B (D)= ||Bj (D)||n=1,...,» verifica la condizione complementare rispetto

j=i,..., N
ad &°(D,, D)) su dR", XR.
Consideriamo il problema
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ueH' (R*,; CY)

(5.1) Pki (D) u1+’l 6k]' szfk per xn>03 f:(fh cee s fN)eLz (Rn+; CN)

- 59
9 n

Byj (D) u; Iw"=o =gn, ghGHGh (R™1)
\

ove A ¢ una costante complessa.
Sissiste il seguente teorema di unicita:

TEOREMA 5.1. Se e verificata la condizione (I111), esiste una costante
Ao€R, tale che per ogni 2€C, con |Al =2 ed arg A=0, una eventuale
soluzione del problema (5.1) soddisfa la limitazione

(5.2) HuHHt(R:_; cv) =

<K (Hflle(Rgr;CN) +2 “gh“”h—'.%qn, pi—1)"

Eseguiremo la dimostrazione servendoci di un noto procedimento
introdotto, per le equazioni ellittiche, da S. Agmon [1] e gia utilizzato
per le equazioni quasi-ellittiche (cfr. [5], [14]).

Siano ue H' (R",, C"), y€eR tale che |y| =1 e peCo~ (R) tale che
@ (z2)=1 per |z] <1/2, ¢ (z2)=0 per |z| =1.

Posto:

;=0 (z) €7 u; (x)
per il teorema 2.1 si ha:

(5.3) gl HY (R XR, 5 ¢F) =K (”6”6HL2(R1><RZ; c¥)

+Z(Byvll a1 + [[oll 2 e, xR ; cvy
h o°h 2 "(R”"IXRZ) z

Osservato che

t—1
éﬂki Vi=9 (Z) eiﬂ (pk,'-l— ’}’t ei" Skj) u,-+ 2 ei" ’)/p Cp (Z) e"”z 6k,' Uj

=0

con C, (z):( ; ) D/"? ¢ (z) e tenuto conto che |y| =1, si ha:
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54) [1€% v L2 (R", XR) =

<K (H(Pki+ Y e’ 5k1) ul” L (R",) + h’lt_l ||u|| 12 ®?,; c) ).

Osserviamo ora che si ha:

(5.5) 1Br wil[* s <

H"h"" 3 (R Rz)

ro ot —~
=K [A+(E»™ "1l By d &<k [Baull’ ,

1
; + T2 R
Rll—"

D’altra parte risulta:

(5.6) ol e e, xry 2, 2, NP D 0l 2 o, cry =

ui“L2 R~

t N

=2y 2 |IDs

=0 f <a, g>=<tl—p

Per le (5.4), (5.5) e (5.6), dalla (5.3) segue:
!

K\ i = “
(I—H)h’l ”uHLZ Rn,; CN) +,p£n|ylp o p”Dx u”I‘z(Rn+; cY) =

<, > =t—

<K’ (Z [|(pr+7" € 8) uj| reytZ ||Brs uil| ).

1
a2 30 (Rn-1y

Quindi posto A=y'e” e scelto y tale che |y| >2K, si ottiene la
(5.2). Proviamo quindi il seguente teorema di esistenza ed unicita:

TEOREMA 5.2. Se vale la condizione (II1) e B= ||Byj (D)||n =1, ..,r
. i N

=1 ...,
¢ un operatore normale allora esiste una costante Ao>0 tale che per ogni

A€C, con |A| =20 ed arg A=0, il problema (5.1) & univocamente riso-

1
—_2q11

lubile qualunque siano feL? R",; CY) e greH " (R"“).
DIMOSTRAZIONE. Tenuto conto del teorema 3.2, si ha che gli opera-

tori A* e B’ verificano la condizione (III) con —# al posto di § e quindi

dal teorema 5.1 segue che esiste' 1o>0 tale che per ogni numero comples-



SUI SISTEMI QUASI-ELLITTICI {-OMOGENEI 71
s 4, con [A|>2¢ € arg A=4, il problema (5.1) ed il problema
weH! (R",; CY)
(5.7) SPik* (D) v+ 4 S vi=f, x>0, f'el?(R",; CY)

] 1
B’ (D) 0j |, =0 =80, gh€H " T R™Y, h=1,..,NT.—r

ammettono al pilt una soluzione.
- Posto L=A4-4, consideriamo 1’operatore

Pru—Pu=(Lu,Biu s, =0, o, B t6 | ,=0)

che ¢ lineare e continuo da H* (R”,; CV) in
o1
E=L*R"; CYXITH" "R,
h

Poiché dal teorema 5.1 segue la maggiorazione
”u” Ht (R, ; CN) =K ”?u”E ’

per un noto teorema di J. Peetre [11] e il teorema del codominio chiuso
di Banach, si ha che, assegnata FeE, I’equazione Pu=F ha soluzione
se e solo se

(F,V)=0, ¥V=@,wi,..,w)eE": P*V=0 (¥
ove P* & I'aggiunto di P.

Osserviamo che, se VeEE’ ¢ tale che P* V=0, tenendo conto del
teorema di regolarizzazione 4.4 e del teorema 3.2, qualunque sia
ueH' (R",; C") si ha:

(58)  0=(P*V,u)=(V,Pu)=(V, Lu)+(w, Bu)=

=fv L_u—dx-l—[[w l?z?]z,‘-;odx':
R'j_ R'"1

(13) Son E’ indichiamo il duale forte di E.
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=f ul*w dx—l—] [Cu-B 'v]i“=odx'+f[(w—C' V) E]w"=o dx’.
R’:i_ Rﬂ—l Rﬂ—l

Da quest’ultima relazione si ricava che

fﬁL* vdx=0, MueCy (R".;CV)

n

+

e quindi L* v=0.

Allora dalla (5.8) segue che per ogni ueCp” (R",; CY) risulta:

O=f[a-B’ V], =0 dxf’+f[(w—C’ V) B_u]z”=(, dx’
Rn—l ! Rn_1

!
dalla quale, tenuto conto del lemma 3.2, si ricava che
B’ v=0, w—C v=0.

Dunque » ¢& soluzione del problema (5.7) con =0 e g'»=0
(h=1,...,NT,—r), per cui, in virtt délla unicita della soluzione si ha
=0 e dunque anche w,=0 (h=1, ...,7).

Pertanto risulta V=0 e allora per ogni FEE l’equazione Pu=F
ammette un’unica soluzione u€H! (R",; CN).
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