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SomMARIO. - Si individuano alcuni criteri per il prolungamento per chiusura
proiettiva - di proprieta globali aritmetiche e geometriche con particolare ri-
guardo dlla fattorialita. Condizioni analoghe vengono studiate relativa-
mente a proprieta locali.

SUMMARY. - In this paper some conditions are given to extend in proiéctive
closure global arithmetic and geometric properties with particular respect
to factoriality. Analogous conditions are examined for local properties.

Introduzione.

In alcuni recenti lavori € riapparso il problema della ricerca di
condizioni (algebriche, topologiche, coomologiche) per assicurare la
« conservazione » di proprietd algebriche nel passaggio da un anello R

agli anelli R,, completizzati proiettivi di R, o agli anelli R di Rees
associati ad R. A tale riguardo, ci si propone di determinare - relativa-
mente all’operazione di chiusura proiettiva - condizioni per la conser-
vazione, in diversi significati, di proprieta di fattorialita quali quelle
introdotte recentemente in [1] e [14].

Nel primo paragrafo, si precisano le definizioni di proprieta glo-
bali aritmetiche e globali geometriche per una varieta proiettiva con
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riguardo ai domini UFD, C,FD, C;FD e (a). Nel seguito i domini di
Krull A che sono C;FD vengono caratterizzati tramite ’annullamento
di un gruppo H (A) di cui si determinano proprieta analoghe a quelle
del gruppo C (A) delle classi dei divisori (cfr. [11]); in tal senso si
perviene al fatto che la normalita assicura per i domini C; FD I’equiva-
lenza della proprietd aritmetica con quella geometrica.

‘Successivamente, nel parelgrafo 2, viene assegnato un procedimento
generale dal quale si deduce éhe ‘una proprieta aritmetica globale viene
conservata per chiusura pr&iettiva qualora sussistano i teoremi di
transfer per ampliamento trdscendente, per localizzazione, nonché il
« teorema di Nagata » (cfr. ![4]) ; adottando questo procedimento si
risolvono alcuni quesiti posti in [6].

Il paragrafo terzo & inte&'amente dedicato al problema di transfer
per estensione polinomiale della proprieta C, FD; in questa direzione si
perviene ad un esempio di anello R [X] che non verifica la proprieta
C. FD, pur essendo essa verificata da R, nonché a varie condizioni suf-
ficienti (di cui la proprietd (w) della prop. 13 appare la pill « stretta »)
per la sopramenzionata propfieté di trasferimento.

Il procedimento assegnaio nel § 2 viene successivamente utiliz-
zato - sebbene in forma parti&olare, ovvero limitato alle sole situazioni
omogenee - per la determinaiione di condizioni per il prolungamento
delle sole proprietd geometriche; in tale sede appaiono maggiormente
circostanziati i vari passaggi ﬂel procedimento e riappare, per il « teo-
rema di Nagata relativamente ai C, FD », una proprieta (wo) analoga alla
proprieta (w) sopramenzionata.

Nel quinto ed ultimo fnaragrafo, si studiano le relazioni ed i
legami fra proprieta locali dil una varieta proiettiva e quelle del cono
affine associato; anche in quésto caso le proprietd vengono conservate
se sussistono i teoremi di transfer per estensione polinomiale, per lo-
calizzazione ed il « teorema &i Nagata » rispetto ad un sistema molti-
plicativamente chiuso che qhi risulta sempre generato da elementi
primi come si dimostra nella |proposizione 22.

§ 1. Proprieta geometriche e aritmetiche.

In questo paragrafo ci proponiamo di indagare sui possibili signi-
ficati di prolungamenti di proprietd relativi all’operazione di chiusura
proiettiva, . |
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Siano V una varieta affine irriducibile di A, (k) () ed R=k [V]
'anello delle coordinate della varieth V. Indicata con 'V la chiusura
proiettiva di V, sia Ry I’anello delle coordinate di V ovvero I’anello delle

funzioni regolari del cono affine C (V) associato a V.

Considereremo proprieta aritmetiche ¢ la cui validita possa essere
attribuita o meno ad ogni dominio d’integritd noetheriano A.

Diremo che A verifica ¢ « globalmente » () se A verifica la pro-
prieta o; diremo invece che A verifica ¢ « localmente » se Aqy verifica
la proprietd ¢ per ogni ideale massimale W di A.

Diremo che una varietd affine V verifica globalmente (risp. local-
mente) o se R=k [V] verifica globalmente (risp. localmente) o.

Per quanto attiene alle varietd proiettive, sara opportuno distin-
guere (in molti casi) fra proprietd aritmetiche e proprietd geometriche.

Pili precisamente, se W & una varietd proiettiva, diremo che veri-
fica aritmeticamente (globalmente, localmente) ¢ se C (W) verifica (glo-
balmente, localmente) o, dove C (W) & il cono affine associato a W.

Per quanto riguarda ie proprietd geometriche sembra opportuno
precisare volta per volta il significato da darsi alla particolare proprieta
o (in quanto condizioni equivalenti aritmeticamente, potrebbero non
esserlo piltt geometricamente).

Restringiamo quindi la nostra attenzione alle seguenti proprieta
geometriche di domini d’integritad noetheriani graduati R:

UFD) ogni ideale primo omogeneo di altezza uno e generato
da un elemento ();

Y

C,FD) ogni ideale primo omogeneo di altezza uno & radicale
di un ideale generato da un elemento C);

C: FD) ogni elemento irriducibile omogeneo genera un ideale il
cui radicale é primo; (cfr. [1])

(a) ogni elemento irriducibile omogeneo genera un ideale pri-
mario (cfr. [14]).

() Anche se le proposizioni che verranno dimostrate possono avere una
maggior generalitd, si supporra, per semplicitd, k algebricamente chiuso.

(® Nel seguito la parola «globalmente» potrd venire omessa.

() Si dimostra facilmente che tale elemento, se esiste, & necessariamente
omogeneo.
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Nei prossimi paragrafi stuklieremo' per le proprieta citate i seguenti
tipi di problemi: |

|
|

a) Supposto che V 1?1eriﬁchi (globalmente) una proprieta o,

vedere se V verifica (globalménte) aritmeticamente o geometricamento
la proprieta o. |

b) Supposto che V ve1riﬁchi localmente o, vedere se V verifica
localmente la proprieta o-aritmetica o o-geometrica.
' \

|

|

§ 2. Prolungamento di p‘roprieb (globali) aritmetiche.
|

E ben noto da [2] che sdssis-te la seguente proprieta:

Sia (xo) primo in Ro; V verifica UFD se e soltanto se V verifica

aritmeticamente UFD. 1

Come faremo vedere qui| di seguito, la proprietd (intrinseca per
gli UFD) di normalitd &, in un certo senso, fondamentale per il pro-
lungamento di proprieta aritmetiche. Per precisare meglio, restringiamo
la nostra attenzione alla proprieta C, FD. :

Sia A un anello noetherijano di Krull. Con C (A) indichiamo il
gruppo delle classi di divisori dell’anello (cfr. [31) e con T(A) il
sottogruppo di C (A) formato dagli elementi di torsione.

In [16], Storch ha introdotto la nozione di semifattorialith per
anelli di Krull; si tratta ciot |di anelli verificanti la proprieta che il
gruppo C (A) sia di torsione O, equivalentemente, che il gruppo quo-
ziente C (A)/T (A) sia nullo. E immediato verificare che un anello di
Krull ¢ semifattoriale se e SOI(J,) se ¢ G, FD.

Indichiamo ora con B un sopranello di Krull di A tale che sia
verificata la condizione (PDE) di [3, pag. 18] (in particolare, S~' A
dove S & un sistema moltiplicativamente chiuso di A o I’anello di poli-
nomi A [X]). E noto che si ha allora un omomorfismo canonico
j: C(A) = C (B). Nelle stesselipotesi, resta definito inoltre, per pas-
saggio al quoziente rispetto alla torsione, un omomorfismo ? CA)/TA)—
— C (B)/T (B).

Si consideri ora la seguente sequenza:

D (A) S C (A) > C (A)/T (4)

dove ¢ & ’epimorfismo canonicb di D (A) su C (A). Sia K (A) il nﬁcleo
dell’omomortfismo composto 7g, ciod il sottogruppo di D (A) formato
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dagli elementi del tipo div a per cui esistono un intero # ed un x del

corpo dei quozienti di A, tali che n diva= div (@ () = divx E allora
immediata la:

PrROPOSIZIONE 1.
C (A)/T (A)=D (A)/K (A).

Nel seguito, tale gruppo quoziente verra indicato con H (A).
Sia ora A= @ A. un anello di Krull graduato. Detto D, (A) (risp.

nez
F; (A)) il gruppo generato dai divisori di ideali interi divisoriali (risp.
principali) omogenei, siano Cg (A)=D, (A)/F, (A) e T; (A) il sottogrup-
po di C;(A) formato dagli elementi di torsione.

ProPOSIZIONE 2. Nelle ipotesi precedenti, si ha H (A)=C, (A)/ Tg(A).
(Segue dall’isomorfismo canonico C (A)=C,;(A) di cui a [3], ex. 16
del § 1).

COROLLARIO 1. Sia A= @ A, un anello graduato di Krull. Condi-

nezZ
zione necessaria e sufficiente affinché A sia C,FD é che ogni ideale

primo omogeneo di altezza uno sia radicale di un ideale principale.

CoroLLARIO 2. Una varieta proiettiva aritmeticamente normale

verifica aritmeticamente C, FD se e soltanto se verifica geometricamente
C. FD.

PROPOSIZIONE 3. Sia A un anello di Krull ed S un sistema molti-
plicativamente chiuso tale che valga la seguente proprieta:

(*) per ogni s€S, esiste neN tale che s" e prodotto di elementi
a; con V(@) ideale primo per ogni indice i.
L’omomorfismo j: H (A) — H (S~ A) & biiettivo ().

DIMOSTRAZIONE. Sia G il sottogruppo di D (A) avente per base i
divisori individuati dagli ideali primi di altezza uno con traccia su S.
Se un ideale primo P di altezza uno in A & tale che P NS+, allora,

) ) 7 »
posto s€ePNS e s"= II a;, decomposizione di cui a (), si ha
=1

P =V (a) per qualche k; essendo (ax) primario e quindi una potenza

*) Se ﬁ ¢ un ideale frazionario di A, con E indichiamo l'ideale divisoriale
associato a

() In particolare, la proprietd (x) & verificata da sistemi moltiplicativamente
chiusi generati da elementi primi o da elementi con radicale primo.
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simbolica di P, riesce GCK (A). Inoltre, essendo keﬁ:VG-;fi A()A)z
G

zm, si ha kerj=(0).

PROPOSIZIONE 4. Sia A un anello di Krull noetheriano ed S un
sistema moltiplicativamente chiuso saturato di A. Se I’omomorfismo

canonico ]— H((A)— H (S A)‘ e biiettivo, allora S verifica la pro-
prieta (*).

DiMmosTRrAZIONE. Con le hotazioni di cui sopra si ha GCSK (4).
Se P & un ideale primo di alt%zza uno con P NS+, necessariamente
P & radicale dell’ideale generato da un elemento a; che, per la satu-
razione di S, appartiene ad S. Considerato poi un elemento s di S e detti
Pi= V(?l, ey Py= V(?,) gli fdeali primi minimali sopra s (tutti di
altezza uno), utilizzando in maniera iterata le valutazioni essenziali
associate agli ideali 9;, si determinano degli interi m, ri,...,r. con

8m

7, clemento unitario di A, ovvero la tesi.
al YY) at ‘

PROPOSIZIONE 5. Sia A un anello di Krull; 'omomorfismo canonico
j: H(A)—> H (A [X]) & biiettivo.

|
PROPOSIZIONE 6. Siano A# @ A. un anello di Krull graduato e
Con0

p un elemento omogeneo di grado uno il cui radicale sia primo in A.
Posto Ay=B (localizzato geometrico di A rispetto al sistema moltipli-
cativamente chiuso generato da p), si ha che B & un anello di Krull e
H (A) ¢é isomorfo ad H (B).

DIMOSTRAZIONE. Infatti si ha B [p, p~'1=A [p~']. Inoltre per le
prop. 3,5 riesce H (A [p~'1)=H (A)=H (B [p, p~'1)=H (B [p])=H (B).

Xn_
Xo
il relativo anello delle coordinate e V la sua chiusura proiettiva. Sia
inoltre k [V1=k [xo, ... , Xu] normale eV(xo) primo in k [V]. Condizione
necessaria e sufficiente aﬁ?nché V verifichi C;FD ¢é che V verifichi
aritmeticamente C, FD. J

Diamo qui di seguito un criterio (sufficiente) per il « prolunga-
mento » di proprieta globali aritmetiche da una varietd affine V alla
sua chiusura proiettiva V. |

. i . . X
COROLLARIO. Siano V una varieti affine, k [V]1=k [;o—l- 5 eoe s

!‘
|
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Sia k [V]=k [xo, ..., %] l’anello delle coordinate omogenee di

Vsukek[V]=k[xi/xo, ... , Xx/%o] I’anello delle funzioni regolari su V.
Si consideri la seguente sequenza di anelli:

(%) k[V] =k [V] [x]—>k [V] [0, %13k [V] [%'].

E ben noto che x, & trascendente su k (V) e che (x) & primo in,
k [V] [xl].
Dalla sequenza (*) seguono le seguenti proprieta:

a) Se, relativamente ad una proprietd o, valgono le proprieta
di « transfer » per ampliamento semplice trascendente, per localizzazione
ed il « teorema di Nagata » (cfr. [4]), relativamente al sistema moltipli-
cativamente chiuso S={1, xo, ... , X", ...} allora se V verifica ¢ ne segue

che anche V verifica aritmeticamente o.

b) Se, relativamente ad una proprietd o, valgono le proprieta di
transfer per localizzazione, il « teorema di Nagata» e la proprieta di
transfer A [X] —> A (A [X] anello di polinomi sopra A), se V verifica
aritmeticamente ¢ ne segue che V verifica o.

Per quanto gia esposto in [4] e [5], sussiste la seguente:

PROPOSIZIONE 7. Se (x0) & primo in k [V1, V verifica aritmetica-
mente UFD (risp. C, FD normale, normalitd) se e soltanto se V verifica
UFD (risp. C; FD normale, normalitd).

Per quanto riguarda la proprietd C; FD, si ¢ fatta 1’ulteriore ipotesi
della normalitd in quanto il teorema di transfer A— A [X] relativa-
mente ai C; FD & noto soltanto sotto l'ipotesi della normalita di A.
Successivamente si fara vedere con un controesempio che detta proprieta
non vale in generale.

Diamo ora un’interpretazione geometrica degli anelli che interven-
gono nella sequenza (*):

k [V] [x] risulta ’anello delle funzioni regolari della varieta prodotto
V Xk ovvero del cilindro proiettante la varieta V;

k [V] [xo, x0~!] risulta I’anello delle funzioni regolari dell’aperto spe-
ciale affine del cilindro V X k relativamente al chiuso di equazione xo=0;

k [V] [x~!] risulta 1’anello delle funzioni regolari dell’aperto speciale
affine del cono affine C (V) relativo al chiuso di equazione xo=0 sul cono.

C’t da osservare che nel Lemma 1 di [1], viene dimostrato in
realta solo il prolungamento della proprietd geometrica C; FD, ma non di
quella aritmetica; infatti nella relativa dimostrazione si prendono in
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considerazione esclusivamente gli ideali primi omogenei di altezza

uno di k [V] trascurando quehli non omogenei.

Gli ideali primi di altezza|uno degli anelli della sequenza () pos-
sono essere variamente classificati. Quelli di k [V] [x0] possono essere
suddivisi in due classi F e @ (cfr. [5]); gli elementi di &F individuano
sul cilindro sottocilindri di codimensione uno, mentre quelli della fa-
miglia G individuano sottovarieta di codimensione uno non cilindri.
Per gli ideali primi di altezza ﬁno di k£ [V [x0, x0™'] valgono le stesse
considerazioni di sopra, tralaspiando le sottovarietda di codimensione
uno contenute nell’iperpiano |xo = 0. Per quanto attiene all’ anello

k [V] si devono considerare da una parte gli ideali primi di altezza
uno omogenei (sottoconi di codimensione uno), dall’altra quelli non
omogenei (sottovarietd, non séttoconi, di codimensione uno); consi-
derando k [V] [x'], suppostol(xo) primo in k [V], si viene a perdere
soltanto il sottocono di equazione x,=0.

Tramite I'isomorfismo k [V [x0, %0~ 5k V] [x0~1], gli ideali omo-
genei di k [V] si trasformano negli ideali della classe F e quelli non
omogenei di k [V] in quelli délla classe G.

D’altra parte il teorema di transfer A — A [X], relativamente aj
C: FD, ¢ valido sicuramente per' gli ideali della famiglia &, mentre non
¢ detto che risulti valido per gli ideali della famiglia ©. Va sottolineato
altresi che se il Lemma 1 di Stagnaro risultasse vero, per le proprieta a)
e b) relative alla sequenza (*), [il teorema di trasferimento A —> A [X]
risulterebbe vero per anelli A che siano k-domini finitamente generati;
questo problema di trasferimento verrd affrontato nel prossimo paragrafo.

Un’altra utilizzazione dei ctiteri @) e b) & una risposta affermativa,
sotto opportune ipotesi, al problema IV) posto in [6]. Infatti sussistono
le seguenti proprieta: ‘

PROPOSIZIONE 8. Sia V una varietd proiettiva aritmeticamente nor-
male (risp. normale) che verifichi geometricamente C,FD. Se | (xo)
é primo (%) (risp. (xo0) é primo) in k [V1, k[V] é un C, FD.

DIiMOSTRAZIONE. Infatti V kcomponente affine di V) verifica C; FD
ed € normale. Per la proposizione 2 di [5] e per la proposizione 7 di [4],
si perviene alla tesi.
|
() E sufficiente l'ipotesi che gli ideali primi minimali sopra x, siano radi-
cali di principali (cfr. Osservazione alla prop. 17 §4), il che & sempre verificato se
V verifica geometricamente C, FD.
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PROPOSIZIONE 9. Sia V una varieta proiettiva normale, che verifichi

geometricamente Cs FD (risp. (). Se (xo) é primo, k [V] & un UFD.
(cfr. § 4, prop. 18). :

§ 3. Il problema di transfer relativamente a R—> R [X] per domini
C; FD.

Nel tentativo di risolvere il problema di transfer R—R [X] per anel-
li UFD, C; FD e costatato che le difficolta maggiori si presentano nello

studio degli ideali primi della famiglia G (), appare opportuno dare le
seguenti caratterizzazioni:

PropPOsIzIONE 10. Detto R un dominio d’integrita noetheriano ed
f (X) un polinomio a coefficienti in R di grado positivo, si ha che: 'ideale
f (X) R [X] é primo se e soltanto se f (X) K [X] & primo e I£P per
ogni PeP (R) (}), dove con I indichiamo lideale di R generato dai
coefficienti di f (X) (K corpo dei quozienti di R). (cfr. [7])

OSSERVAZIONE. E interessante notare che Iipotesi I-'=R, equiva-
lente alla proprieth IdEP per ogni P €P (R), individua relativamente
agli UFD la ben nota proprietd di primitivita del polinomio f (X). D’al-
tra parte (per R non normale), in un’accezione pilt ampia, la medesima
ipotesi equivale al fatto che:

Ass (%(%)l)gg ovvero che il polinomio f (X), oltre ad essere pri-
mitivo (cfr. [5]), non ammette componenti immerse.

Infatti, considerata una decomposizione primaria ridotta di
f (X) R [X], gli ideali primi di altezza uno associati alla decomposizione
non possono essere di tipo F e ve n’® uno solo della famiglia G (Q=
=f(X)K [XINR [X]). Se poi esistesse un ideale primo P associato
ad f(X) di tipo immerso (i. e. QEP), risulterebbe P =(f (X)): g (X)
con g (X)¢(f (X)) e quindi esisterebbero un elemento non nullo aeRN P
ed un polinomio 4 (X) tali che f (X) k (X)=ag (X). Per la (6.13) di [13]
ne consegue che in particolare nella relazione precedente si pud supporre
b = h(X)eR. Ne conseguirebbe quindi che b/a apparterrebbe a
I7'=R, il che ¢ assurdo in quanto b¢(a).

() Indicheremo con ¢ la famiglia degli ideali primi Q di R [X] con
Q= PRI[X] dove P & un ideale primo di altezza uno di R, e con @ la
famiglia degli ideali primi Q di R [X] con QN R = (0).

(®) P (R) = {"P e Spec (R); P minimale sopra ideali del tipo (a): b (a, beR)}.
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ProrosizioNE 11. Con le notazioni della prop. 10, lideale

VFX)R[X] e primo se e soltanto se Vf(X)K[X] é ¢ primo e IE?P
per ogni ideale primo P di alfezza uno di R.

DIMOSTRAZIONE. Sia Vf (X) R [X] primo e si consideri una decom-
posizione primaria ridotta di f(X) R [X]; in essa interviene un unico
ideale primario non immerso, con primo associato di altezza uno ap-
partenente alla famiglia G. Da cio segue che f(X) K [X] & primario.

Viceversa, poiché Vi (X) K [X] & primo, ne segue che f (X) K [X]
¢ primario e quindi nella deoomposizione primaria ridotta di f (X) R [ X]
interviene un solo primario non immerso, ovvero Vf (X) R [X] risulta
primo.

ProOPOSIZIONE 12. Con le notazioni precedenti, l'ideale f (X) R [X]
é primario se e soltanto se { (X) K [X] é primario ed 1EP per ogni
primo P€P (R).

!‘

DI1MOSTRAZIONE. Segue in{mediata‘mente dall’osservazione preceden-
te e da considerazioni gid svolte in sede di dimostrazione della prop. 11.

Nel caso che I'anello R, supposto C,FD, risulti pure normale (o
di Krull), sussiste il teorema di transfer (cfr. [5], Teor. 2). Diamo qui
di seguito altre condizioni sufficienti.

ProrosizioNe 13. Sia R Lm dominio noetheriano C,FD tale che
sussista la seguente proprieta:

(w) preso f(X)eP R fX], P primo di altezza uno di R, esi-
stono (n,r)eN* e g(X)ER[X]1+PRI[X] con f(X)"=pg(X) e
VpR1X] [X] P RI[X] (peR). |

L’anello dei polinomi R [5(] e pure C. FD ().

DIMOSTRAZIONE. E banale!far vedere che ogni ideale Q di & & ra-
dicale di un ideale principale. Sia Qe@ ed f(X)K [X]=QK [X]
con f(X)eR [X]. Considerati| gli ideali primi minimali sopra f(X)
(necessariamente in numero ﬁmto), ed osservato che ce n’¢ uno solo
della famiglia @ (i. e. Q), s1ano SDI, v s Ps 1 primi minimali sopra f (X)
di F.

Sussistendo la relazione f(X)"zp'f‘--- pe-g(X) con Vpi=P: e
gX)¢P;: (i=1,2,...,5), se ne deduce che Vm=(2.

‘ C.V.D.

(®) La proprietd (g) & verificata qualora R sia normale.

|
|
\
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ProrosizioNE 14. Sia R un dominio noetheriano C, FD di dimen-
sione finita e catenario, ed R la sua chiusura integrale. Se per ogni
ideale primo P di altezza uno di R esiste un solo ideale primo di R sopra
P (% allora R risulta pur esso C; FD.

DIMOSTRAZIONE. Sia Q’ un ideale primo di R con htQ'=1 e sia
P=Q'NR. Per la finita dimensione di R e la catenarietd, essendo

dim R= dim R, ne segue ht P=1 e quindi P= V(p) (p€R). Essendo
R di Krull, gli ideali primi minimali sopra p in R hanno altezza uno
(cfr. [13], pag. 115) e contengono P e quindi Q’= Vp_R.

C.V.D.
Per il raggiungimento della prossima proposizione premettiamo
alcuni lemmi.

LEMMA 1. Sia R un dominio noetheriano. Condizione necessarid
e sufficiente affinché un elemento u=a/b (a, beR, b=+0) appartenga
ad R & che u appartenga a N Ry (M.

R
Pe A“s((_bj)

LEMMA 2. Sia R un dominio noetheriano. Ogni prodotto di elementi
puri € puro.

8
DIMOSTRAZIONE. Siano py, ... , ps elementi puri di R. Posto b= -ani’
sia P=(b): a un primo associato di b. Se a€(py), allora P =(b): a=
=(p2+ - +ps): r dove a=p; r e si procederebbe quindi per induzione di-
mostrando che At P=1.
Se invece a¢(py), sia P; un primo associato a (pi1): a. Essendo
PCS(p): aSP; e ht P1=1, per la purezza di p; ne segue la tesi.

PrOPOSIZIONE 15. Sia R un dominio noetheriano (R;), C:FD e

tale che ogni primo P di altezza uno sia radicale di un ideale principaled
primario (*). Allora R [X] é C,FD.

(1) La proprietd & sicuramente verificata se R verifica (R)), ed in particolare

quindi se R & I’anello delle coordinate di una varieta non singolare in codimen-
sione uno.

(1) Si pud altresi dimostrare che se u = a/b¢Rg, per qualche PeP (R),
esiste un ideale primo P’, associato ad I = (b): @, con P’'CP e u¢Reyy.

(?) E equivalente a dire che il generatore dell’ideale principale pud
essere scelto puro.
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DimosTRAZIONE. Consideriamo un ideale Q di R [X] della famiglia
G e sia f(X)eR [X] un polinomio tale che f(X)K[X]=QK [X].
Di ideali primi minimali sopr%l f(X) in R [X] ve n’® uno solo della fa-
miglia G (i. e. Q) ed un numero finito Py, ..., P, della famiglia F.
Sia P:= V(p) (pi€R) e (pib primario. Pensando invece f(X) quale
elemento di R [X] dove R & la chiusura integrale di R, gli ideali primi
minimali sopra f (X) sono 6%]‘(X) K[XINR[X] e P/, .., P, dove

P & l'unico ideale primo-! di R[X] sopra P;; riesce parimenti
—== 1
P = Vp,-R [X] (per le considerazioni svolte nella dimostrazione della

prop. 14). Con tecnica analoga a quella utilizzata in [5], Teor. 2, si

X)* — .
perviene ad un elemento g ()}): ]: 1( ) - di R [X] che appartiene ad
v P1* Ps
un unico ideale primo di altezza uno (i. €. Q).
Essendo R = n RoC n Ry, ne consegue che
ht @'=1 htP=1
Q'€ Spec(ﬁ) Pe€Spec (R)

g(X)e N Ry [X] (™). Poiché R verifica I'ipotesi (Ry), riesce
h

Pe Spec (R)

N Rep= N Ry.Perilemmi 1 e 2 e per l'ipotesi di
ht P =1 ht P=1 ‘
Pe€ Spec (R) Pe Spec (R) |
purezza dei p;, ne consegue che g(X)eR[X] e quindi Vg (X)=Q.
(C.V.D)

OsSERVAZIONE. Si noti che nelle ipotesi della Prop. 15 & verificata
la condizione (w), che risulta |sufficiente per il trasferimento della pro-
prieta C; FD ad R [X].

Altresi dalla Prop. 11 apparirebbe che la (w) non sia condizione
necessaria. Infatti I'elemento g (X) cercato (di R [X], tale che
I'g (X)=Q), se esiste, deve essere del tipo g (X)=1 (X)"a/b (a, b privi
di fattori irriducibili comuni) '(*) (a, beR).

(1) 11 significato geometrico degli anelli E@, supposto R anello delle
coordinate di una varieta V, & ovvio; trattasi infatti degli anelli di valutazione
(discreta) relativi ai divisori primi di prima specie della varietd V. -

(") Infatti l'elemento g(X) deve appartenere a f(X)K [X] N R[X] ed
inoltre g (X) K [X] deve essere primo. Supposto g (X)=f (X)q (X), (g (X)eK [X]),
ed utilizzando una decomposizione in fattori primi di g (X) in K [X] si deduce
che ogni fattore primo di g (X) c“: associato ad f (X).
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Va sottolineato peraltro che la proprieta (w) pud venir meno anche
nell’ipotesi di anelli che siano k-algebre finitamente generate o che siano
anelli C,FD.

Infatti, relativamente all’anello R=C [#,#*] (C corpo complesso),
si ha: £4+£e¢ V= £) ma (B+£)" (per ogni n€N) non pud essere
scritto sotto la forma #" g (f) con g ()eR~ V(_tz) ; inoltre nell’anello
locale C;FD R’'=C [#, £]p,5 potremmo parimenti considerare I’ele-
mento #+£€f £ R

Infine I’anello R'[X] non ¢ C, FD, pur essendo R’ un dominio che
verifica la proprieta (a). Consideriamo infatti 1’elemento #2 X+4£; esso
genera in K [X] (K corpo dei quozienti di R’) un ideale primo la cui
traccia su R’ [X] indichiamo con Q. Per quanto detto in precedenza,
se Q fosse radicale di un 1deale principale g (X) R’ [X] (g (X)eR [X])

risulterebbe g (X)=(£ X +£)". — (a beR’), anzi si pud supporre a, beR.

Da cid: g (X)b="a (X +t)”, pensata detta relazione nell’ anello
C [¢t, X1, poiché b divide #" a, ne segue g (X)=(X+0"h (t) (h (HeC [1]).
Da un lato, se ord h (f)<1, si avrebbe che g(X) non appartiene ad
R’ [X], dall’altro, se ord & (f)=2, g (X) non sarebbe pr1m1t1vo (4. e.

g X el ().

§ 4. Prolungamento di proprieta (globéli) geometriche.

Con riferimento alle notazioni e considerazioni del § 1, siano
R=Fk [V]=k [Yy,..,Y.] e Re=k [‘7] =k [X, ..., Xn](Y,:%—) I’anel-
0

lo delle coordinate di una varieta affine V e della sua chiusura proiet-

tiva V.

ProrosiziONE 16. Supposto R un dominio UFD e supposto che
gli ideali primi minimali sopra Xo (in Ro) siano tutti principali, la val
rietd 'V verifica geometricamente UFD.

DiMOSTRAZIONE. Infatti con riferimento alla sequenza (*) del para-

grafo 2, si ha immediatamente che V verifica aritmeticamente UFD
e quindi geometricamente.

CoroLLARIO. Supposto R un dominio UFD, condizione necessaria

e sufficiente affinché V verifichi aritmeticamente UFD é che Xo sia
primo in R.
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DimosTRAZIONE. Discende dalla proposizione precedente e dalla Re-
marque 3 del § 1 di [10], essendo X, omogeneo di grado uno.

‘OSSERVAZIONE. Si noti che se V verifica geometricamente UFD, ne-
cessariamente (Xo) € primo in |[Ro (essendo Xo omogeneo di grado uno) e
quindi V verifica aritmeticamedte UFD. Di conseguenza «Xo) ptrimo in Ro»
risulta condizione necessaria ¢ sufficiente per il prolungamento geome-
trico della proprieta UFD.

PROPOSIZIONE 17. Sia R un C.FD e supponiamo che gli ideali pri-
mi minimali sopra X, siano radicali di principali, e che sia verificata la

i

proprieta: |

(o) per ogni elementJ omogeneo fo di Ro, detti P; i primi
minimali sopra X,, esistono' s elementi omogenei b, ...,bs€Ro ed
1,71, ., 1s€N tali che fy=0]" -- by -1 con A¢ Vb; = P; per ogni
i=1,..,s. 1

Riesce allora che V veriﬁca geometricamente C, FD.

DIMOSTRAZIONE. Sia Qo un ideale primo omogeneo di altezza uno
di Ro. Se Xo€Qy, allora Qoe{ Py, ..., Ps}.

Sia Xo€¢ Qo. Considerato 1’ideale *Qo=Q (cfr. [12], II), primo di
altezza uno di R, riesce Q= V@(ieR). Considerato un elemento omo-
geneo fo€ Ry tale che %fo=f, pér I'ipotesi (wo) si ha la relazione:

fo=br---by* -1 con A¢P; (i=1,2,..,s)

e quindi A€Qo. Inoltre essencﬁo Xo€ ' bi, sussistono relazioni del tipo:

1

Xe=b"w  (i=1,..,5);

: |
disomogeneizzando dette relazioni, si deduce che il disomogeneizzato

! 8
di b{" & unitario in R. Posto m= II m;, si ha:

=1

fo"=b1" - bp™ A" da cui V(D=I(2).

Sia Y1=Q:N...NQ; (S Q), glove i Q; sono i primi minimali sopra A.
Posto Q;=Qy (conseguenza immediata dell’inclusione precedente) e poiché
V= Y{H=qQ, gli ideali Qj, ..., Q:, se esistenti, contengono necessa-
riamente X, e quindi sono primi minimali sopra Xo. Essendo A¢P;
(i=1, ..., 5), riesce Y (A)=Q1=Qu. (C.V.D))
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OsSERVAZIONE. Va notato che nell’ipotesi che Xo sia prodotto di

primi (i. e. Xo primo), la proposizione 17 pud essere dlmostrata p1u
semplicemente.

Infatti in relazione alla sequenza:

(+%) R—> R [Xo] = R [Xo, Xo~'] = Ro [Xo~'] < R,

considerato un ideale primo omogeneo Qo di altezza uno di Ro (Xo€ Qo),
Qo [ X~ 1] riesce il trasformato di un ideale Q di R, o di un ideale Q*
di R [Xo] della famiglia . In considerazione del fatto che il teorema
di transfer della generazione principale sotto radicale vale per gli ideali
della famiglia F (cfr. [5]) e che sussiste nelle ipotesi fatte il teorema di
Nagata, ne consegue che Q, ¢ radicale di un ideale principale.

Va notato che, difformemente al caso UFD, possono esistere va-
rieth proiettive che verificano geometricamente C, FD .ma non aritme-
ticamente; in questo caso, oltre alle difficoltd di « inversione » del teo-
rema di Nagata (cfr. prop. 4) nel caso Ro non normale, non sussiste la
proprietd di transfer in generale relativamente a R — R [Xo].

Il passaggio da V a V delle proprieta geometriche UFD ¢ C,FD &
di immediata dimostrazione e senza alcuna ipotesi.

Per quanto attiene i domini C; FD e quelli che ver1ﬁcano la pro—
prietd (a), si pud dimostrare la seguente:

PROPOSIZIONE 18. Sia (Xo) primo in Ro. La varieta V verifica geo-
metricamente C; FD (risp. (@), se e solo se V verifica C3 FD (risp. ()).

DIMOSTRAZIONE. Siano p un elemento irriducibile di R € po un
elemento omogeneo di R, non divisibile per X, tale che °po=p
(i. e. p=po/Xs*). Considerata la sequenza (**), I'elemento p permane
irriducibile in Ro [Xo~!], ovvero po risulta itriducibile in Ro [Xo™'];
poiché po non & divisibile per Xo ed (Xo) € primo, ne consegue (%) che
po & itriducibile in Ro. Riesce allora: V(py) primo e’quindi V_(_po =
=V (#po)= I (p) ideale primo di R (risp. (po) primario e quindi * (po)-—
=("p))=(p) primario).

(15) Sussiste infatti la seguente proprieta:

— Siano A un dominio d’integrita ed S un sistema molttplzcatzvamente chiuso
generato da elementi primi {p;};,; di A, ed a un elemento irriducibile in
S-1 A (aeA), non divisibile da alcun p;. Allora a é irriducibile in A.
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Viceversa, sia go un elemento irriducibile omogeneo di Ro. Se go
¢ associato ad Xo, la tesi & verificata. Altrimenti, go permane irriducibile
in Ro [Xo~']; P’elemento g =qo/X*®€R & pure irriducibile in R [Xo, Xo™1],
quindi in R [Xo] (per la nota precedente), e quindi pure in R. Riesce
percid ¥ (q) ideale primo di R, ovvero Vgo/Xs™ primo in Ry [Xe~']
(risp. (¢) primario in R e (go/Xo*) primario in Ro [Xo™']). ,

Per le diverse formulazioni del teorema di Nagata (cfr. [4], prop. 6
e [14], prop. 4.2), si ha la tesi.

OSSERVAZIONE. Sotto l’ipi)tesi (Xo) primo in Ry, e se fosse verificata
la proprieta di transfer per R—> R [Xo] relativamente alla proprieta

Cs FD (risp. (@)), dal verificare V geometricamente Cs FD (risp. (a)) ne
seguirebbe che V verifica aritmeticamente C; FD (risp. (@)).

§ 5. Il caso locale.

Detta V una varieta pronttwa ed R P’anello omogeneo delle coor-
dinate di V, tale anello pud essere interpretato come anello delle coor-
dinate del cono affine C (V) associato.

I1 problema che ci si propone di studiare & di ricercare condizioni
sufficienti affinché una proprieté locale valida in ogni punto di una varieta
affine W continui a su551stere anche nei « punti impropri » della sua

chiusura proiettiva W.
In tal senso, osservato che I’anello delle coordinate A di W non

puo dare alcuna mformazwne relativamente alla varietd proiettiva W,
ma che dette informazioni sonb insite nel punto generico di W, ovvero
nella generazione di A come k-algebra, appare opportuno rlcercare le

succitate condizioni nell’anello!
nella coppia (4, R). :

A tale scopo si ricercano 1re1azioni fra gli anelli locali di A ovvero
anelli locali geometrici di R e gli anelli locali (aritmetici) di R; enunce-
remo i risultati seguenti in una forma pilt generale.

Sia R= @ R; un domlmo graduato noetheriano con R;=%0. Detto
i=0

M un ideale primo non 1rr11evbnte di R, si indichi con P 1’1dea1e primo
omogeneo generato dalle forme di M. Supponiamo inoltre che esista un
elemento omogeneo r; (ER;) non appartenente a P (e quindi non ap-
partenente ad Nty ().

(16) Gli anelli omogenei R cfelle coordinate di una varietd proiettiva veri-
ficano queste ipotesi.
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Riesce:

Rp =(Rpy[rD p-

Considerata I'inclusione canonica R()—> Ry, indichiamo con *
(risp. %), Poperazione di estensione (risp. di contrazione) di ideali, ciog:

" a—"a=(a Rp)[n]) z_p =a Ry (a ideale di Rgp));

“ B—>B=BNR (B ideale di Ryp).

OSSERVAZIONI.

1) Considerato un ideale a di R(py, si indichi con a I'ideale

omogeneo di R generato dalle forme che compaiono a numeratore nei
vari elementi di a.
Riesce:

(I7\ ~

ho= (a Rip) [r1]) pop = aRyp.

2) Considerato un ideale f di Rp, ciot f=v5 con y ideale
di R, indichiamo con y* I'ideale omogeneo di R generato dalle forme
diy.
Riesce:
“B="(rp)=7 ) =7{).

Da cid ne consegue che gli ideali contratti in R(pysono tutti e
soli quelli ottenuti per contrazione da ideali « omogenei» (del tipo
v % con y* omogeneo) di Rp ed in tal senso 'operatore # verra in seguito
applicato soltanto agli ideali « omogenei» di Ry . Si osservi inoltre
che tutti gli ideali di R p)sono ideali contratti, e che tutti e soli gli
ideali « omogenei » di Rp sono gli ideali estesi.

3) E ben noto (cfr. [12], 1) che gli operatori * ed ¢ stabiliscono
un isomotfismo tra gli ideali contratti di R,y e gh ideali estesi di Ry

rispetto alle « ‘operazioni » di somma, prodotto, mtersezmne, quoz1ente,

(7) Infatti RgR(@) [r41.
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radicale. Precisamente per 'operatore * valgono le seguenti proprieta:
(a, B ideali di Rp)

i) Se a<p, allora h&g_"ﬁ;
i) "(a+pf)="a+"B;
i) "a-f)="a-p;
iv) Manp)="an"g;
v) "(a: fy="a: "B;
vi) (Y @) ="a;
vii) Se Q & primo in R(p , allora *Q & primo in Rgp.
viii) Se a & Q—primariq in R(p), allora "a & *Q-primario in Ro.

|
Per operatore ¢, relativémente ad ideali « omogenei» (i. e. este-
si) (*) di R, sussistono analdghe proprieta.
Inoltre, in relazione alle decomposizioni primarie, valgono le se-
guenti proprieta:

» |
a) Se a= N Q; ¢ una decomposizione primaria ridotta, al-
i=1
11

lora "= N "Q; & pure una Hecompomzmne primaria ridotta.

f=]
(Infattl la decomposmohe rimane ridotta nel passaggio Rp,—>
—> R(p,[r], e cosi pure nella successiva localizzazione rispetto a
R = P in quanto QiR ,[r] & disgiunto da R = P).

b) Se f= ﬂ Q/ & una decomposizione primaria ridotta in
. j=1

primari «xomogenei» Q;’ dell’ideale omogeneo f§ di Rp allora’f= N °Q;
: : | _ =1
e una decomposizione prima‘r{a ridotta.
(11 fatto che 1'ultima deéomposmone risulti ridotta & conseguenza
della parte a) e delle i) e 1v))

4) Se a, ideale di R 3),¢ generato dagli elementi gy, ..., s, allora
ha;(¢1; e s Ps). |
Se f,ideale di Ry, & generato dagli elementi omogenei ¢, ..., s

Il

|

(18) Si ricordi che la saturazione tramite un sistema moltiplicativamente
chiuso d1 un ideale omogeneo & pure omogenea. :
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di R, riesce:

aﬁz( b )

P T R I

5) Sia S un sistema moltiplicativamente chiuso di R conte-
nente un elemento 7 €R;. Possiamo considerare il sistema moltiplica-
tivamente chiuso S* costituito dagli elementi omogenei di S.

Riesce: '

Risy=R(sy € Rs= (Risy [n])s; Rs*=Rsy [, ri7'].

Tutte le considerazioni fatte finora relativamente alla coppia (R o)y,
R3), possono essere ripetute con ovvie modifiche per la coppia
(R(s", Rs). '

Conservando le precedenti notazioni, sussiste la seguente:

ProprOSIZIONE 19.

a) R(py é normale se e solo se Rp ¢ normale (risp. Ry e nor-
male) (cfr. [8]).

b) R(p) é regolare (risp. C-M) se e solo se R é regolare (risp.
C-M) (risp. Roy ¢ regolare (risp. C-M)) (cfr. [15]).

) R(@) ¢ UFD se e solo se Ry & UFD (risp. Roy & UFD).

(W73

d) Se Ripy e C;FD normale, allora Ry & C, FD normale (risp.
Roy é CyFD normale).

e) Se Ryp & C:FD, allora Ry e GGFD (risp. se Rqp € C.FD,
R(9y é C,FD).

DIMOSTRAZIONE.

¢) Supposto R(py UFD, la fattorialita di Ry discende dal teor-
rema di Gauss. Viceversa, considerato un ideale primo di altezza uno

Q di R(g) , "Q risulta primo di altezza uno e quindi principale, per 4).
d) (cfr. [5]).
) Considerato un ideale primo di altezza uno Q di R(g), *Q

risulta primo di altezza uno e quindi del tipo V(P (dove # pud essere
supposto omogeneo appartenente ad R). Ne consegue che Q=4*Q)=

=V4fRep) =V (/).
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CONSEGUENZE GEOMETRICHE.

a) Sia Z una sottovarieta irriducibile della varietd affine W
e supponiamo che I’anello locale v (Z, W) di Z in W sia normale
(risp. regolare, C-M, UFD, Cz‘FD normale). Considerato il cono C (W)
ed il sottocono C (Z), riesce |v (C (Z), C (W)) normale (risp. regolare,
C-M, UFD, C,FD normale). [noltre, considerata una qualunque sotto-
varietdh Z’ sezione iperpianal di C(Z) con Iiperpiano di equazione
Xo=a (a+0) dove X, ¢ la [variabile aggiuntiva, riesce v (Z’, C (W))
normale (risp. regolare, C-M, \UFD, C, FD normale).
Infatti, detto R 1’anello omogeneo delle coordinate di C (W) e P
Iideale primo di C (Z) e ‘77( I'ideale - di Z’, riesce v (Z, W)= =R (9,3

Ry =v(C(2),C(W)), Royy= y (Z’,Cc (W)).

b) Utilizzando le osservazioni precedenti, alcuni teoremi gid

noti si possono ritrovare in imaniera molto semplice.
— Condizione necessaria e sufficiente affinché una varieta proiettiva
V sia normale ¢ che il condutto1e di R, anello delle coordinate di V, sia
irrilevante. (Infatti considerato il cono affine C (V) associato a V, ri-
sulta V normale se e soltanto se tutti i punti di C (V), eccezion fatta
al pilt per il vertice, risultano|normali.)
— Condizione necessatia e sufficiente affinché una varieta proiettiva V
sia aritmeticamente normale é che il vertice di C (V) risulti normale
(cfr. [8]). |

Analogamente, per una yarleta proiettiva normale V, considerata
la proprieta geometrica locale! UFD (risp. C, FD) e corsiderato il luogo
degli ideali primi %P di Spec (k [V]) tali che Ry & non UFD (risp. non
‘C, FD), sia a l’ideale della chiusura di tale luogo.
— Condizione necessaria e Sufﬁmente affinché V sia localmente UFD
(risp. C. FD) & che a sia irrilevante.

Sussistono inoltre le segt!lentl proposizioni:

ProrosizioNE 20. Sia Ri: @ R; un anello graduato. Sia S un
| iXo

.sistema moltiplicativamente chiuso di R con SNRi+=D. Sia Rs di

Krull. Indicato con Dg (Rs) il gruppo generato dai divisori degli ideall,

primi « omogenei » minimali di Rs e con F, (Rs) quello individuato dagli

D, (Rs)

ideali principali « omogenei », e posto C, (Rs)— F, (Rs ),rzesce C; (Rs)=

=C (Rs). ‘

'DIMOSTRAZIONE. Considerato il sistema moltiplicativamente chiuso T
degli elementi omogenei di R, riesce D, (Rs)=G, dove con G indichiamo



ALCUNI CRITERI PER IL PROLUNGAMENTO DI PROPRIETA ECC. 121

il gruppo generato dagli ideali primi minimali « omogenei » con traccia
su T.

Considerato I’anello T-! Rs che risulta UFD in quanto una loca-
lizzazione di Ko [X, X~'] (X indeterminata e Ky il corpo degli elementi
quozienti di elementi omogenei dello stesso grado di R, (cfr. [9])), riesce

C (T-! Rs)=0. In relazione all’omomorfismo canonico i: C(Rs)—>C(T'Rs),
si ha:

G Dy (Ry)

keri=C (Rs)= GNF(Rs) F; (Rs)

=C, (Rs).

PrROPOSIZIONE 21. Con le notazioni della proposizione precedente,
si ha:

C (R)=C¢ (Rs).

DIMOSTRAZIONE. Infatti ’omomorfismo canonico it D (Ris)—>D (Rs)
pud fattorizzarsi tramite gli omomorfismi canonici:

D (Rs)) = D (R(sy [11]) = D (R¢sy [111s)=D (Rs)

ed & tale che il divisore relativo all’ideale primo minimale Q di Rs)
viene mutato nel divisore dell’ideale *Q di Rs. D’altronde i(D(Rs)=
=D, (Rs) ed i (F (R(s)))=F¢ (Rs), da cui la tesi.

PROPOSIZIONE 22. Con le notazioni delle proposizioni precedenti,
essendo Rs=(Rs, [n])s=Rs [r])z dove S é il sistema moltiplicativa-

mente chiuso saturato individuato da S in R [ri], riesce S generato
da elementi primi.
DiMOSTRAZIONE. Infatti C (Rs))=C (R(s) [r1]1)=C (Rs), da cui per

[10], Remarque 3 del §1, S & generato da elementi primi.
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