V-MONOIDALITA, V-AGGIUNZIONI
E FUNTORI MONOIDALI II (%)

di MARIA CRISTINA PEDICCHIO e FABIO ROSSI (a Trieste) (**)

SOMMARIO. - Si inverte il teorema 4.4 di [7]1 e si caratterizza una classe di
strutture premonoidali derivanti da una struttura di comonoide.

SUMMARY. - We prove the converse of the theorem 4.4 of [7] and this leads to
a characterization of a class of premonoidal structures coming from a struc-
ture of comonoid. '

Introduzione.

In questa nota si prosegue lo studio, iniziato in [7], delle rela-
zioni esistenti fra comonoidi in una categoria V-monoidale A e la como-
noidalithd di A stessa in Vi, ove V & una categoria monoidale e sim-
metrica.

Pit precisamente, dopo aver fornito (n. 1) alcuni risultati com-
plementari alla nota [7], si giunge (n. 2) all’inversione dei teorema 44
di [7]. Cio permette, successivamente, la caratterizzazione (nel caso di
V chiusa e bicompleta) di una classe di strutture premonoidali su una
V-categoria A derivanti da una struttura di comonoide su A stessa. In
tal modo si ottiene una parziale inversione di un risultato di Day

(cfr. [2]).

1. RISULTATI PRELIMINARI. In questo numero faremo alcune con-
siderazioni preliminari per giungere all’inversione del teorema 4.4 di

[7] §2.

(*) Pervenuto in Redazione il 2 marzo 1978.

Lavoro eseguito, limitatamente al secondo autore, nell’ambito del GNSAGA.

(**) Indirizzo degli Autori: Istituto di Matematica dell’'Universita - Piazzale
Europa 1 - 34100 Trieste.
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Osservazione 1.1.:11 teorema 4.4 si pud formulare, con ipotesi
leggermente indebolite, al modo seguente: '

Teorema 4.4*.: Sia A= (A, J, e) un comonoide in Vs. Esistano, un
V-funtore V-aggiunto destro h: 9 — A al V-funtore e: A— I ed un

V-funtore V-aggiunto destro ® al V-funtore §: A—> A ® A (). Risulta
allora che: '

a) E possibile assegnare una struttura V-monoidale canonica
su A, con unita Z=h (%).

by Ogni A(r, —): A=V ha struttura fortemente monoidale.

¢) Ogni oggetto r di A ha struttura di comonoide in A.

Infatti & possibile definire a, ), p’ come in 2.1, 2.2, 2.5 di [7] §2
sostituendo al posto di e: Z—> A (k,Z) 1 aggiunzione &g Z =
=9 (e (k), *) > A (k, h (»))=A (k, Z); utilizzando poi le medesime tec-
niche del n. 3 di [7] § 2 ¢ agevole constatare che a, ) ;’, sono isomot-
fismi V-naturali, da cui si conclude in maniera ovvia.

Si osservi ancora che il V-funtore h: 9 — A deve necessariamente
coincidere con il V-funtore JZ, essendo Z="h (=) cfr. [4]).

Il legame tra le ipotesi di 4.4 e quelle di 4.4* risulta dalla:

Proposizione 1.2.: Condizione necessaria e sufficiente affinché esista

un oggetto Z di A tale che e: A (a, Z) —> Z sia isomorfismo per ogni a di
A, é che e ammetia un V-aggiunto destro h, V-pienamente fedele, con
h (%) =Z.

La dimostrazione si ottiene con facili verifiche.

Si noti ancora che, nel caso che Z sia un oggetto terminale di V
(per es.: V= Set; V= categoria cartesiana), le ipotesi di 4.4 e 4.4*
risultano equivalenti.

Osservazione 1.3.: In [7] §1 abbiamo provato che, se A & una
V-categoria V-monoidale, ogni struttura monoidale (@, @) su A (r, —):
A —>V induce una struttura di comonoide (J,e) su r e viceversa. »

Si osservi che effettuando successivamente le sopraddette costru-
zioni si presentano i due seguenti casi: |

(1) Si ricordi (cfr. [7] §2 n. 2) che V & una fissata categoria imonoidale e
simmetrica; per la definizione di V, si veda [4], 3.4 pag. 519; ogni V-aggiunzione
fra V-funtori verrd intesa nel senso di [5] Th. 6 pag. 24; cfr. anche [7] §2.
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a) (D,Dy) induce (0,e); (3, e) induce (?D, @) ove, in generale,
o=3, |
b) (3, e) induce (D, Do) e (D, o) induce (3, €).
Daremo ora degli esempi in cui la situazione descritta in a) non
si verifica; ossia in cui @ =a.

Premettiamo la seguente definizione.

Definizione 1.4.: Siano V una categoria (simmetrica, monoidale)
ed A, B due V-categorie V-monoidali. Diremo che un V-funtore
F: A— B é V-monoidale, con struttura (9, ®,), se (F, D, @g) & monoidale
e O: F(a) ® F(a)—>F (a1 @ @) & una trasformazione V-naturale in
a, ar.

Proposizione 1.5.: Se V & (monoidale, simmetrica) chiusa ed
(A (r, —), D, Do) & V-monoidale, allora il seguente diagramma commuta:

A(r,)@A(r,b) . ‘wA(r,aéb)

@1 4

A6 (1)

*a (r®r,a8b)

Essendo 8: r—>r®r la comoltiplicazione su r indotta da ®.

Dim: &: (A ® A) ((r, ), (—, —)) > A (r, —® —) & V-naturale nel-
le variabili mute, per definizione; la tesi segue immediatamente essendo
V chiusa, dal teorema di rappresentazione per V-funtori 10.8 di -[4]
pag. 469.

La proposizione 1.5 assicura che =49,

Osservazione 1.7.: Indicato con (A (r, —), D, Do) il funtore forte-
menteé monoidale di cui al punto b) di 4.4*, si noti che ® verifica il dia
gramma 1.6, (. ,

Dunque il punto ¢) di 4.4* pud essere ulteriormente precisato nel
seguente modo:

(® Si ricordi che V & monoidale e simmetrica, non necessariamente chiusa.
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c*) Ogni oggetto r di A é comonoide tale che la struttura mo-
noidale indotta su A (r, —) sia forte.

~ Infine, ricordando che l'unita Z di una categoria monoidale A

assume struttura « canonica » di comonoide (6,€) ove 6=A"1=(p})

ed e=1, assegnamo la seguente proposizione che fornisce un’ulteriore
legame fra 4.4 e 4.4*:

Proposizione 1.8.: Nelle ipotesi di 4.4 il funtore A (Z, —): A=V
induce su Z la struttura canonica di comonoide. Viceversa, se nelle
ipotesi di 4.4*%, Z viene dotato di struttura canonica di comonoide, allo-

ra il morfismo e: A (a, Z)—>Z é un isomorfismo per ogni a di A e le
strutture monoidali su A e sui funtori rappresentabili costruite mediante
44 e 4.4* coincidono.

DiM.: E agevole intanto constatare che, nelle ipotesi di 4.4,
e': Z—> A (Z,Z) coincide con iz
Inoltre, il seguente diagramma:

-1 _ ®, 5
A
7 e—— 7,07 ---—--A(z 7)8A(Z,7)

, Z®A(Z z)

)

commuta per definizione di A-! (cfr. [7] § 2, def. 2.2) e per I’osservazione
precedentemente fatta; onde, ricordando la costruzione della struttura

indotta su Z (cfr. [7] § 1 n. 2), si conclude che essa & canonica.
Viceversa, I'isomorfismo @o:Z=9 (e (Z), *)—>A (Z, J? (x))=A(Z,Z)
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deve coincidere con j;, onde, ricordando la definizione di counity
di una V-aggiunzione, ne COnsegue che &: ef% (%) —> = coincide con
1: *+ — *. Ben note proprietd della V-aggiunzione (cfr. per es. [7] §2,

n. 1) portano allora a conéludere che e: A (¢, Z)— Z coincide con
@), per ogni a di A. Pertanio e risulta essere un isomorfismo per ogni
a di A, ed inoltre le costruzioni delle strutture monoidali in esame effet-
tuate in 4.4 e 4.4*, coincidono.

2. INVERSIONE DEL TEOREMA 4.4*. In questo numero glungeremo
all’inversione del teorema 44”< (Cfr. n. 1).

Sia (4, ®, Z,a,p, ) una V-categoria V-monoidale, con V monoi-
dale e simmetrica; supponiamo inoltre che ogni r di A sia un comonoide
(7,6, e, tale che la strutturé monoidale (@,, @) indotta su A (r, —)
sia forte (cio¢ @, e @y, siano isomorfismi in V).

Proposizione 2.1.: Sia 6: A—>A® A definito da:

) ;
1) a->(a,a) per ogni a di A
2)

£(,B) e £(a,0)0A (2, b)=(884) (), (5b))

4(1,8,)

A(a,bBb) ‘

Allora é é un V-funtore ().

Dim.: Si tratta di verificare la commutativitd dei diagrammi VF 1’
e VF2' (cfr. [4] pag. 497).

VF 1’ risulta essere:

| ;
() Converremo d’ora in poi, per semplicita di scrittura, di omettere gli
indici in §,,e,, ®,, @, ]:
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Pt

A
-

Z —----.., 782z - (AGA)((aa), (aa))'

A(a, a@a)/

M) =g

La sua commutativitd & immediata per [4] pag. 505, 8.10 e per l'os-
servazione 1.3 b) del n. 1. '

La commutativita di VF 2’ segue dal diagramma della pagina se-
guente. In tale diagramma le regioni I e VIII commutano banalmente,
la II per la definizione di &, la V e VII per la naturalita di M, laIX e
III per la definizione dell’isomorfismo @, la VI per [4] pag. 508 ¢ la
IV per il seguente diagramma 2.1.1 commutativo per definizione di 0 e
di struttura monoidale indotta.

0S | - -
A(b, c) & —a= A (b8, cBc)

A(1,38)

-1

A(b’CEC) —-—-—'—DA(b,c)QA(b’C) _ A(g’1)

(2.1'1)

1

v

Abye) — 5(1,9)

~m= A (b, c8c)

Proposizione 2.2.: Sia e: A— J definito da:

[
1) a—>* per ogni a di A.

2)

A(a,b) S

-t 3(*1*)=Z

A(1,9

A'('a.,Z)

Allora e risulta essere un V-funtore.
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Dim.:

VF 1’

segue immediatamente dalla definizione di e.

risulta dal seguente diagramma:

VF 2’

T,m ‘

(2‘2)v —

(2‘2)ve(z‘z)

7%

707 =

n
\f

eQ| =t

R ORE)

o@&@( GJZ&@.NV«_

3‘1L)Vol

(ate)ve(z‘z)y |

2N

(a‘e) 7oz == -
_‘l

(a'e)ve(z'q) V-

— AN rmVé*‘I!l!IadlﬂM-ﬂl AOh.mvd.

Eh °$¢L)V

(a‘B)ve(o )V
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i

La cui commutativita discende 'subito dal diagramma

A2, b)mmets 7, i A (Z, 7)

(2,.2.1)
A(D,,1)

|
Proposizione 2.3: L’isbmorﬁsmo D: (AR A) @ (a), (b, ©)—
—> A b® c) é naturale in a ed in (b, c).

|

: cq . o o
Dim.: Consideriamo il diagramma:

(s8) (e2) foc) e A(eR0)

I
A(a@a,b§c)
(tea)(é(£),1) | A(B(S(£), 1) A(f,1)
,“ Ai(a'§a',b5c) 4 I\” o
A g
(a64) (a'a'), (b)) —— : oA (a!,bic)

ove f: @’ — a & un arbitrario morfismo in A.

I e IV commutano per definizione di @, II per la V-funtorialita di
®; III osservando che, dal diagramma 2.1.1., 8 & una V-trasformazione

naturale 6: 1 — ® & e quindi pure naturale per i funtori associati. Da
cio segue la naturalita di @ rispetto ad a. Per quanto concerne la naturalita
rispetto (b, ¢) essa segue in maniera analoga dal diagramma:



V-MONOIDALITA, V-AGGIUNZIONI E FUNTORI MONOIDALI II 89

(A84) (S(a), (be)) $ » A(a,bdc)

~ A
N‘A(a@a,b@c)y

(aea)(1,f) 14(1,8(£) 1a(1,8(8))

& / A(aBa,v Qd)\L&‘ &

(aea) (S (2), (b' ) » - A (a,b'8c')

Si consideri ora @, come isomotfismo: Po: T (e (@), *)—>A (a, JZ(x))
ove J%: 9 — A & l'unico V-funtore tale che JZ (+)=Z (cfr. [4]).

Proposizione 2.4: @ T (e (a), *) —> A (a, J* () & naturale in a
ed in *.

DimM.: Immediata, ragionando come in 2.3 e ricordando il diagram-
ma 2.2.1.

Siamo ora in grado di provare il seguente:

Teorema 2.5: Sia (A, ® Z,a,p, ) una V-categoria V-monoidale
con V monoidale e simmetrica; supponiamo inoltre che ogni r di A sia

un comonoide (r, 9, €) in A, tale che la struttura monoidale (D, o) indot-
ta su A (r, —) sia forte. E possibile allora assegnare su A una struttura

(8, e) di comonoide in V4 , tale che & risulti V-aggiunto sinistro a R®, ed
e V-aggiunto sinistro a JZ (9.

DiM.: Siano §: A—>A ® A, ed e: A—> I i V-funtori definiti nel-

le proposizioni 2.1, 2.2 rispettivamente; e risulta essere counitd destra
e sinistra:

(4) Nel senso di [5] Teor. 6 pag. 24; cfr. anche [7] §2 n. 1.
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A(a,b8b)

i A(a,v® ZB

-1
N S e
s otle ) 2081 03 en e 7) Lop ) o

i

i |
Infatti, il diagramma soprascri{to commuta per la naturalita di @, per
la monoidalita di A (a, —) e poiché b & comonoide in A.
" Con analoghe verifiche si prova il diagramma simmetrico e la coas-
sociativita di ¢. |
Si deve ora dimostrare che @: §4® e Do: e—JZ risultano essere
due V-aggiunzioni. Per le proposizioni 2.3 € 2.4 & e P, sono gia V-
aggiunzioni tra i funtori (ordinari) associati; resta quindi da verificare
che le strutture di V-funtori inéotte canonicamente da ® sud e ® e da
@, su c e J%, coincidono con qLelle che essi gia possedevano. (Cfr. [5]
Teor. 5, pag. 24).

Relativamente a ® dovra' commutare il diagramma:

- A(28b, c84d)

|
|
‘I-.

(168) (6) , (o) —

(a84) (€, ] % (_2,.'5'1) |

(A84) (@b, aBb), (cd))

ove € ¢ la counita dell’aggiunzione @, definita da (cfr. [1] pag. 72):
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A ‘] = A (afb,28b)
| -1
3 | , 53
(404) (5 (28b), (ab))

Qualora si ricordi che 6: a—> a ® a risulta essere l'unitd dell’aggiun-
zione @ (Cfr. Osservazione 1.3 b)) da ben note proprieta di un’aggiun-
zione ordinaria segue la commutativitd di 2.5.1:

(2eA) (Bb),(ca) ~§—-— A (a8, cBd) ===A(a8b, c84)

4@\ N
(a84)(€,1) ) ;v
(861 X(aBb,28)  (0a) et H(aB0)8 (a1) , B)

Il caso di & si riconduce banalmente alla sua stessa definizione. Infine

per ¢ ed J? possiamo ripetere considerazioni analoghe alle precedenti.
Ricordando ora il Teorema 4.4* ed il 2.5 si pud concludere con il
seguente:

Teorema 2.6: Condizione necessaria e sufficiente affinché una V-
categoria A sia comonoide (A, 8, e) in Vi ed esistano V-aggiunti destri
a d ed e, & che A sia V-monoidale con ogni r di A comonoide in A
e struttura monoidale indotta su A (r, —) forte.

Qualora V risulti oltre che monoidale e simmetrica anche chiusa
il Teorema 2.6 si modifica nel modo seguente:

Teorema 2.7: Condizione necessaria e sufficiente affinché una V-
categoria A sia comonoide (A, 8, €) in V4 ed esistano V-aggiunti destri
adede éche A sia V-monoidale ed ogni A (r, —) sia fortemente V-
monoidale.

DiM.: La sufficienza si prova immediatamente ricordando la de-
finizione 1.4, la proposizione 1.5, ed il teorema 2.5.

Per la necessitd si ricordi il teorema 4.4* ¢ la proposizione 3.1
di [6].
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3. UN’APPLICAZIONE. Sia ota V una categoria chiusa (cioé simmetrica,
monoidale e chiusa) e bicompleta.

Se A & una V-categoria | piccola, comonoide nella categoria Ve
¢ ben noto che la struttura di comonoide induce su A una struttura
premonoidale P (cfr. [2] pagé. 32 e 33) Tale struttura premonoidale
definisce allora una- struttura V-monoidale e V-bichiusa sulla V-categoria
[A, V] dei V-funtori e delle ttlasfonnazioni V-naturali.

Osserviamo ora preliminarmente che:

Proposizione 3.1: 11 V—fu)gtore valutazione E°: [A,V] =V ¢ for-
temente V-monoidale per ogni ¢ di A.

- Dim. (%): Sia % E°(S) ® E°(T)—> E° (S = T) il seguente morfismo
(cfr.’anche [2] pag. 35): : .

50870 —L =Y. (4(4, c)852)8(4 (b, c)eTh)

|

¢

528(To8(4 (2, c)8A (b, ) =
Sa?_(TbgP(arbsc»

n

Usando i Iemrrﬁ 2.5¢€ 2.6 di [2] pag. ‘9-12 e ricordando che A & piccola,

si verifica agevolmente che ¢ & un isomorfismo V-naturale in S e T.

Si ponga inoltre, o: Z--->«1 °(J) uguale a 1;: Z— Z.
Si tratta ora di verificare la validita di MF, MF,, MF; di [4] pag.
. |

f173 . | J :

MF; risulta dalla considerajiione del seguente diagramma

%
() Useremo le notazioni di [2] e [3]. Per le strutture monoidali useremo
|

a invece di @, Z invece di I in V (@, Z in K).
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(o8 (o ‘) v)6{ass(° ‘a)v)eou’

(6'xie)de (% ‘P a)depl)Bas)e=y
‘/\/\II

X
Y

{((x*2*q)dEPL) 84S )8 (0 ‘x) V) 8(2uB(° ‘=) V) A

Tee—

% 111X

AIX
H  (o'p*9)atrr)Eas)e (= (o te)v)

/

{ IX
((°*p*a)d8on)6as) 60U

& X )

Ve
&
xy

e

Y

, 2 Aao.x.w%? P pv&%.seﬁvﬁm

((=tpta)as(ox) v) @ (o ‘o) V)BPL) 89S ) By

18(18(18(18y))

(((>'p‘a)de (o ‘) v)Bor)6as )8ey

((oB1)6L)6e1L

X1

A eern———
(z8L)8L)6L

ITIA

aenesnut————

s ((o"p*x)dBer)8((x a‘e)dees)gen)
\ 1IA

(o v *x)a8(x 2 e)q)Fpusas ) ooy 2

e {P18(2‘P)v)e (x*a‘e)deas)eeu)s(o x)}

(2 *®)¥® ((**a‘e)dB(o x)V)Ers)Tasen \
. IA

A@&Aoé%s@ (PYV)p EEB(k) -

e \%@

0

3
=
9
3 ?.@?.3520psmﬁuzé 2
=y
2@0.35?.p.avmv%cv%.mv%m
A Y

0 2
o1® ((I58(2*a)v)e(=Es (0 e)Y))

111 a(@& =

] 1|
(eze(o‘p)v)a(ase(o‘q)v)e(=ud (2 ‘e)v) ®

'

5

)

oI® Ro.p.svmx,.mvemmv

W.

5» _

ZgeseoE

(°1893) @Y =m

s

ove commutano

IT, IV. X, XIV, banalmente,

ioni

la regione I per la naturalita di a, le reg

le IIT e XII per la Ens-naturalita degli isomorfismi indotti, le VII, V, XI,
XV per la coerenza degli isomorfismi indotti, la VIII per la coerenza in-
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; 3

((°*P) V8 (2 *q*)d)BPL) BAS ) §eY S e AE_@?.Sﬂﬂaonpimmﬁvm@

“Per la VI (e simmetricamente per la XIII) si éonsideri il seguente

dotta, la IX per definizione di a.
sviluppo:
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ove le regioni III e IV commutano per la naturalitd e la coerenza degli

isomorfismi indotti, e le regioni I e Il per una proprietd analoga alla
29 di [2] pag. 16.
Analogamente, per MF, avremo:

Sc8JC amtmimee (A (2, c)@Sa)®(A(b c)8Jb)

\/

(A(a,c)@sa)eTc

. (Sa?f_A(a'v C)) Q(JbQA(b, C))
3
Sa@(JbQ(A(a,%)@A (b,c))
2 .

r (Tu8(A(a, c)iA(b, c))gsa
2
r (A(a,c)®(A(b,c)®Ib)) 8Sa
(18y)®1
Y 4 ®1
Sc Q—LA(a,c)gSaq = (4(a,c)@Tc)@sa

MF, si prova con le medesime considerazioni. Sorge spontaneo a questo
punto chiedersi se la condizione 3.1 ¢ anche sufficiente per assicurare
che una struttura premonoidale P su A sia indotta da una struttura di
comonoide. |

In tale direzione, poggiando sui risultati ottenuti, proveremo la se-
guente : '

Proposizione 3.2: Siano A una V-categoria V-monoidale e P’ la
struttura premonoidale ad essa associata. Si supponga inoltre che gli
E°: [A, V] =V siano fortemente V-monoidali per ogni ¢ di A. E
possibile allora assegnare una struttura di comonoide (A,d,e) su A,
in modo che la struttura premonoidale da questa indotta coincida (a meno
di « isomorfismi » (°)) con P’.

(¢) Cfr. [2], introduzione.
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Dim.: Osserviamo in primo luogo, che il diagramma:

(o} .
OPD. .a%PP (r,=)

A g

(a,v]

e commutatlvo ove Y ¢ 1’1mmers1one di Yoneda (cfr. [3] pag. 186).

Infatti, a norma della 5.1 d1 [3] pag. 185 € possibile considerare E’
come [A, V] A (r, =), —). Essendo ora A°’? una sottocategoria piena
di [A, V] con immersione Y, rléulta [A, V]I (A (r, =), =) Y=A? (r, —)
avendosi Y (r)=A4 (r, —). |

Considerando ora la struttura V-monoidale su [A, V] determinata
da P’ e quella ovvia su A°?”, si pud provare che Y & fortemente V-monoi-
dale; dalla supposta V-monoidalita forte di E” segue, allora, che
A°?? (r, —) & pure fortemente V-monoidale per ogni r di A.

A norma del teorema 2.7'¢ possibile assegnare su A°’? una strut-
tura A°P?= (A", ¢°7?, e°’") di |comonoide in Vj, tale che 6°7 sia V-
aggiunto sinistro ad ®°r? ed eorr V-aggiunto sinistro a J? (essendo @ e
@, le rispettive aggiunzioni).

~ Pertanto A stessa r1su1ta dotata di struttura A= (4, ¢, ) di comon01de

con ®—3 ed JZ —e. I

Si tratta ora di verificare éhe le strutture premonoidali P’ (A, P, J’,
Ap',a'ye P(A,P, ], 2, p, a) determinate rispettivamente dalla struttura
V-monoidale e da quella di comonoide « coincidono ».

I due V-funtori P(a,b,¢): A ® A ® A—V e P’ (a,b,c):
A%? Q) A" Q@ A—V delle sépraddette strutture risultano essere V-
naturalmente equivalenti in virth di @. Analogamente J: A—V e
J': A=V sono V-naturalmenté equivalenti mediante la @,. Infine oc-
corre ancora verificare che i seguenti diagrammi commutano.
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=3

P(a,b,x)8P(x,c,d)

-+ P(b,c,x)8P(a,x,d)

pop| o |sed

P'(a,b,x)8P'(x,c,d) - P'(b,c,x)8P%,x,d)

Jx@P(x,2,b)

léo?;%

J 'x8P'(x,a,b)

—s-A(2,b)

J;@_P(a,x,b)'

2,8%

738 (227

Ci limitiamo ai primi due, essendo il terzo analogo al secondo.
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(P @9 9T ((x'o)ve(x‘a)v)= (2*0)va(P*x)V)B ((x'q)ve(x‘e)¥)=

nﬁd.x.dvmeﬁNﬁ | ‘1\“.?10.unvnm..&?m.n_...mvn.H
(x*ota)qe(p'x)v)e(p e)V (p*o)ve (x‘a‘e)de(p‘x)vV)
s ¢ 111X !
~ N @
> VO
58 &f (po)veeramee)va—(eto)me (P Ave(een) \E  5g
X1 _ 111A
(1) 11X | (x‘oga)ve(p'x)v)e(p‘e)v | 3, o3l (P o:a (x*age)ve(r*x)V) A
\ y A N
“““ 1 e*x)ve(r'e)v)o(x o)y &\ | 11 « /0 (p*o)ve(pix)V)B(x‘age)V
(p‘oga)ve(pie)v @.,33?5@@:.
tod sgr M v\m N I 35 o¢
| (0 682)8°) ¥ ——ms=® (P10BEEY) ¥
| == (L'=)v == |

(v .Nm.m:m?.omncd.“ ?.omxv«w?.pmm:u
=(p‘x‘e),de(x0'q):d RZ =(p‘o*x),do(x‘q‘e)d
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La regione I commuta per definizione di o’, le II, IV, VIII e IX per

la naturalita di y, la III per la monoidalitd di A (—,d), le V e XII

banalmente, le VI e XI per la naturalith degli isomorfismi indotti.
Per le regioni VII e X si adoperano tecniche analoghe alle 2.8 e

29 di [2] pag. 14-16.

J'x8P'(x,a,b)= —-—--.--.A(z 82,b) m—— e AT ’1) A(a,b)

=A(Z,x)8A(x8a,b) 4
R .
: y \

. I A(z,x)e(a(x,b)eA(a,b))-——-»A(z b)@A(a,b)
$.0% 1

\ v '1 2)

(A(x.b)gA(z,x)) eA(a,b) :

v $:01

(183,)91
Jx@P(x,2,b)=
.zg(A(x,b)aa(a,b))—z—»(A(x,b)ng)eA(a,b)-;e?z&a(a,b)

VI

La regione I commuta banalmente, Il e VI essendo y un isomorfismo
naturale, III per la monoidalita di A (—, ), IV per la naturalita degli
“isomorfismi indotti, V per motivi analoghi a VII e X del diagramma 1.
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