V-MONOIDALITA, V-AGGIUNZIONI E FUNTORI
MONOIDALI (*)

di MARIA CRisTINA PEDICCHIO ¢ FABIO Rossi (a Trieste) (**)

SOMMARIO. - Si caratterizza la monoidalits di un funtore K (r,—): Ky=>V, da
una ‘V-categoria V-monoidale K ad una categoria monoidale e simmetrica

V e si assegna una struttura canonica V-monoidale a certi comonoidi K
dl V#

SUMMARY. - We give a characterization about the « monozdalzty » of a functor
K (r,—): Ky=> V, from a V-monoidal V-category K to a symmetric monoidal
category V; moreover we also give a canonical V-monoidal structure on
a comonoid K of V#.

Introduzione.

Se C & una categoria con prodotti finiti € ormai un risultato
classico che ogni funtore rappresentabile C (r, —): C—> Set preserva
tali prodotti (preservando tutti i limiti). D’altra parte & anche ben noto
che una tale categoria pud essere pensata come una Set-categoria, Set-
monoidale, relativa alla categoria monoidale, simmetrica (e chiusa) Set.

I risultati ricordati porgono allora, in particolare, che ogni funtore
C (r, —): C— Set ammette una struttura di funtore monoidale.

Per una categoria V monoidale e simmetrica (non necessariamente
chiusa e che, per semplicith supporremo sempre riferita alla normaliz-
zazione V (Z, —): Vo—> Set) si introduce il concetto di V-categoria
V-monoidale (cfr. ad esempio [2]); se K & ora una tale V-categoria,
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sorge spontaneo il problema di chiedersi quali funtori K (r, —): Ko —> V,
sono monoidali. Nella prima parte di questa nota caratterizzeremo la
monoidalita di K (r, —): Ko—> Vo, dimostrando che questo funtore &
monoidale se e solo se r & comonoide in Ko; come caso particolare ri-

sultera, dunque, la struttura monoidale (canonica) del funtore normaliz-

zazwne relativa K (Z, —): Ko—> V.

"Nella situazione precedentemente - esposta relativa a Set, si- pre-
senta, tuttavia, un risultato pill particolare. In effetti, in tale caso, la
struttura monoidale di ogni funtore C (r, —) & ottenuta mediante iso-
morfismi (monoidalita forte del funtore) E ben noto che cid dipende,
principalmente, dall’esistenza di un funtore aggiunto destro al fantore
diagonale d: C— CX C. Nella seconda parte della nota generahzze-
.remo tale situazione pervenendo al seguente teorema 4.4.:

Sia K=(X, 6, ) un comonoide in Vy (cfr. [4] prop. 3.4. pag. 519)

‘Esista un oggetto Z di K tale che la counita e: K— I del comon01de

subordini un 1somorﬁsmo K (a, Z) -—>Z per ogni a di K. Esista, inoltre,

‘un V-funtore ®: K® K=K che sia V-aggiunto destro al V-funtore
5 (cfr. § 2 n.-1). Risulta allora che: |

a) E possibile dotare canonicamente K di<struffi11lai ‘V-monoidale;

b) Rispetto a tale struttura K (r, —): Ko—> Vo & fortemente mo-
noidale per ogni r di K; ’

. ©) Ogni oggetto r di Ko ha la struttura di comonoide in K.

- Rimane ora il problema di vedere se, e in quale modo, & possibile
invertire il risultato precedente. Ci proponiamo di affrontare il quesito
in una successiva nota, indagando, in particolare, sulle relazioni esi-
stenti fra comonoidi in una categoria V-monoidale K e la comonoidalita
di K stessa in v, M. '

0. TERMINOLOGIA. La terminologia e le notazioni impiegate in questa
‘nota -sono quelle di [4], [1] e [3], a parte qualche inessenziale cam-

(1) In corso di redazione di tale nota si osserva, inoltre, come le ipotesi del
teorema 4.4 possono venire ulteriormente indebolite e se ne discute il significato
strutturale (cfr. n. 1 di « V-monmdahta, V-agg1unz1om e funtorl monouiah II»
in corso di stampa).

Nel caso che V oltre che monoidale e simmetrica (come supposto) sia anche
chiusa, il teorema 4.4 pud essere provato anche utlhzzando strutture premonmdah
‘e tecniche connesse (cfr. [2]).
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biamento che andiamo a specificare. Abbiamo inteso anzitutto adottare,
in generale, lettere minuscole per denotare gli oggetti di una categoria.
La categoria monoidale e simmetrica V a cui sempre ci riferiremo (ad
esclusione che nel n. 1 del § 2) avra struttura denotata con (Vo, ®, Z, p,

,1,:1: ¢) invece che come in [4]; inoltre, la normalizzazione di tale ca-
tegoria sard sempre realizzata dal funtore V (Z, —): Vo—> Set. Il concet-
‘to di categoria ordinaria associata ad una data V-categoria A si inten-
dera, quindi, sempre riferito a tale normalizzazione. Come in [3] fa-
remo la convenzione di considerare una V-categoria A allo stesso tempo
sia come V-categoria che come categoria ordinaria, usando cosi soltanto
un simbolo « A »; analoga convenzione verrd fatta per i V-funtori. Di
[3] adotteremo anche la notazione « A (—, —): A% A —V » in luogo
di «hom A » di [4]; ’azione di un funtore A (g, —): A=V su un
morfismo f: b— b’ di A verra inoltre denotata con A (1, f): Aa, b)—>
—> A (@, b"); analogamente nel caso duale. Per cid che concerne la
definizione di V-categoria V-monoidale K vedasi, per esempio, [2] p. 2.
Osserviamo che, ovviamente, ogni V-categotia V-monoidale K & anche

una categoria monoidale (ordinaria) riSpetto al funtore @o: KxK—>K
(categorie ordinarie) che risulta da

ove 17# & il funtore (fra categotie ordinarie) definito in [4] p. 520.

Nel seguito noi useremo, senza creare ambiguitd, soltanto il simbolo .
Infine, per cid che concerne la problematica fondazionale, si rimanda
(per esempio) a [8].

§ 1. Comonoidi e funtori monoidali.

1. SULLA MONOIDALITA DEL FUNTORE K (r, —): K-> V. Sia V una
categoria monoidale e simmetrica. Indichiamo con K una V-categoria
V-monoidale e consideriamo il funtore K (r, —): K—V con r=(r, J, e)
comonoide in K. Ci proponiamo di dimostrare che tale funtore assume
canonicamente una struttura di funtore monoidale.
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. Definiamo anznutto una trasformazione naturale ®=@,, per ogni
p.q di K.

. Deﬁn‘zzzone 1.1.: Sia @,,;:

B K(r,p) e K(r,o)u--—-;K(r,p@q)

‘ 'K(I‘é'r,pzéq)

ove S: r—>rQ®r ¢ la comoltiplicazione del comonoide. :
- Si verifica immediatamente la naturalita di ® mediante la commu-
tativita del seguente diagramma:

X(r,p) © x(r.q)—-—-»x(wr 2 KDy (e, 580)

K(1,£) 0 K(1,g) K1, f@g) - K(1,18)

K(r,p')8 K(r,q")——> K(I‘@r.p"éq')-g—(fﬁ-r K(r,p'®q*)

con f: p—>p’ e g: q—>q’ morfismi arbitrari di K.
Il diagramma a destra commuta, infatti, perché K (—, —): K°x
XK=V & un bifuntore, quello a sinistra essendo —@—— un V-funtore.

Definizione 1.2.: Indichiamo con @y Z—s K (r,Z) la counita
e: r—>Z del comonoide r.

- Proposizione 1.3.: &, ®, verificano MF 1 (cfr. [1] p. 70).
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Dim:
(K(r,2) 8 K(r,b) 8 K(ryc) ot 0 o 8 K(r,a) ® K(:8rvBc)
1 / ] et
€01 . [1T = |
k@ | g, .
< 4 » ;J )
VI K($81,1) Vv *
K(,1)081 K(581,1) Vil _ M k(s k(8,1
L ] \rk‘\’ v [I\LQL. v
K(r,ab) 6 K(r,c) * -+ o * X(r,20(b®c))
, ) K(éﬂ) K(1,2)

I diagrammi I, 1I, commutano per definizione (cfr. n.0), VII e VIII
sono banali; IV essendo a una trasformazione V-naturale; V per l'as-
sociativithd del comonoide, III e VI poiché — @ — & un V-funtore.

Proposizione 1.4.: @, D, verificano MF 2.

Dim:

1 7
S V v
K(r,p) -+ K(r,p8 Z)

-1

K(1, )

I & banale; II commuta per definizione di 7 ® —; IV commuta per la
proposizione 4.1 di [4] p. 524, V poiché p &€ una V-trasformazione



10 MARIA CRISTINA PEDICCHIO € FABIO ROSSI

naturale, VI poiché r & un comonoide ed e ne & la counity. I diagram-
ma III risulta:

(-8 Z)®(1§e)

»K(r8 Z,p0 2‘)@ K(r@r,r?@? Z)

\'é)e\ M
)N

o

* X(r8r,p€ Z)

X(r,p) (_g}z) aa X(18e, 1)

ove il triangolo superiore & banale, il trapezio a sinistra commuta es-
sendo p una trasformazione naturale, ed il trapezio a destra per de-
finizione.

Proposizione 1.5.: @, D, verificano MF 3.

Dim: : R ¥

K(I‘,p)
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I commuta per coerenza; II commuta per la naturalita di c; IV per
4.1 di [4] p. 524, i rimanenti diagrammi sonc analoghi (con qualche
scambio inessenziale) a quelli della 1.4.

2. SULLA COMONOIDALITA DI r. Si supponga ora, ferme restando le
ipotesi del numero precedente su V e su K, che, per qualche oggetto r
di K il funtore K (r, —): K—> V sia monoidale con struttura (P, Po).
Ci proponiamo ora di invertire la proprieta precedentemente stabilita,
dimostrando che 7 assume canonicamente una struttura di comonoide.

Definizione 2.1.: Sia &: r—>r® r il morfismo di K definito dal
seguente diagramma:

$

K(r,r) © K(r,r)-—-—-;-’ K(r,r8r)

Definizione 2.2.: Sia e: r—>2Z i1 morfismo di K definito ponendo
e=®y: Z—>K (r, Z). '

Proposizione 2.3.: ¢ é coassociativo. .
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Dim

((ag7)gx)s +—o

n
(1'$'2)

()8

(281 a)H8(2@(28T) ‘I81)N)®((1L) BT ‘1 (IQT) )N

3

< ;

A ——

3

-

DD

I

I11

(2@x‘x)Ne((I0r)8x Ip1)]

(98(189)) 8z

$

> o

s8(r8 1)
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A sua volta, il diagramma III risulta:

-1 -
2 . (194)84

2 > K(r®r,r8(r®r))eK(r,r8r)
II1
v oo
=1 ' M

(&)
Cs
<

—» K(r,70(r®r))

111, & banale; III; e III; commutano per definizione; III, e IIl
commutano per la naturalita di A e & rispettivamente, IIIs per il
diagramma 8.10 di [4] p. 505 (si ricordi, che, con la normalizzazione
da noi scelta, si ha i=1).

Il diagramma I di 2.3.1 & analogo al precedente e quindi la sua
commutativith si prova con le medesime tecniche. Rimane ancora
da verificare la commutativita di II. Essa risulta da:

18059, o (X(z,r8r)6K(r, 1))

9%

703;

. I I . P ki )
/ Nll "
v

sy 'K(r,:‘a(rsr))

T et



14 MARIA CRISTINA PEDICCHIO € FABIO ROSSI .

II;, IIs, 11 sono banali; 11, IIs e IIy 'commutanO"per definizione;

II;, IIs, II;, IIy commutano essendo g € A 1somorﬁsm1 naturali;
IT; per la supposta monoidalita del funtore.

Proposizioné 24: e & una counita destra e Sinistra.

DiM: Verifichiamo solo la + commutatmta del segucnte dlagramma
24.1 (e= coumta smlstra), Taltro segue analogamente per s1mmetr1a

K(r, Z)@K(r,r) (‘¢51)®_é

L7

K(r Z ®r)d———-—-h(r®r 7 ®r)®K(r r®r)
| M | |

-1

Ly

Dimostriamo ora la commutativita del diagramma a sinistra:

LT,
N

K(riZ)eK(r,2)
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11-trapezio in alto commuta per la naturalita di A; quello in basso per
la supposta monoidalitd del funtore; i triangoli commutano banalmente.
Rimane ancora da verificare la commutativita del diagramma a
destra di 2.4.1.
Essa si raggiunge sub1to considerando il seguente diagramma:

5!

. 1®(»~J®3’) ;zg(K(r,r‘)@K(r,r))
B | & ($,61)09
,\x N |

La commutativitd di tale diagramma & immediata ricordando la natu-
ralita di @.
Possiamo pertanto concludere col seguente

Teorema: Siano V una categoria monoidale e simmetrica, K una
V-categoria V-monoidale; condizione necessaria e sufficiente affinché
K (r, —): K=V sia un funtore monoidale, é che r abbia struttura di
comonoide in K. ’ '

DiM: Segue immediatamente dai numeri 1 e 2.

§ 2. V-monoidalith e V-aggiunzioni.

Ci proponiamo in questo secondo paragrafo, di giungere al teorema
citato in Introduzione.

1. OSSERVAZIONI PRELIMINARI. Faremo in questo numero alcune
osservazioni sulla V-aggiunzione fra V-categorie relative ad una me-
desima categoria monoidale V con lo scopo di assegnare alcune pro-
posizioni in-una forma utile per il seguito (cfr. anche [11, [5], [6D).

Siano V una categoria monoidale, A una V-categoria qualsiasi e,
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per ogni x€A,a.: A(x,y)—> A (x,z) un motfismo in V. Si indichi
inoltre con f: y=> z il seguente morfismo di A:

A(y, ) Sy A(yy2)

2

Proposizione 1.1.: a) Condizione necessaria e sufficiente afﬁnché
A (1, f)=a. per ogni x€A, ¢é che il diagramma

Aly,7) 8 Alx,y) it w4 (y,2) @ A(x,y)

M | , M

Alx,y) — A(x,2)
%y

risulti commutativo, per ogni x€A;

b) Se A(1,f)=a. per ogni xe€A, { é un isomorfismo se e
solo se lo ¢ a. (per ogni x€A).

DiM: a) Se A(1,f)=a. per ogni x, il diagramma in questione
commuta per la naturalith di M. Viceversa, il diagramma

-1
91
A(x,y)—é—t ZOA (%, y) o A(y,y)® A(x,y)
£01

\

v ® M

° dq«J

M
v v
A(x,z) @ A(x,y)
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& allora commutativo; ma M(f®@ D A=A,/ ed MJ® 1) A'=
=A(1,1)=1; onde A(1,f)=a..

b) Se a. ¢ un isomorfismo per ogni x, basta applicare il
funtore V (Z, —): V — Set ed usare una ben nota proprieta Set-relativa.
Il viceversa & banale.

Siano ora A e B due V-categorie, F:B—> A, G:A— B due V-funtori
arbitrari e §: F—G una V-aggiunzione (nel senso di [5] Th. 6 p. 24:
cfr. anche [6] p. 84).

Proposizione 1.2. Il seguente diagramma

-1

B(1,0a) ® B(x,1) 8 wa(F1,a) ® B(x,1)
l 16F
M e
br
B(x,Ga.) ’ - » A(Fx,a)

¢ commutativo per ogni 1, x€B, a€A.

Dim: Il diagramma in questione risulta

-1
e 0 1
B(1,Ga) © B(X,]l) ety A(F1,2) © B(x,1)
& I 18F
@p :

.-

AlE) @ 1
M ;
SR i

v /'1\/%. VM

B(x,Ga) — » A(Fx,a)
%

essendo &: FG — 1, la V-trasformazione naturale counita dell’aggiun-
zione. 1 diagrammi II e IV commutano perché # & una V-aggiunzione,
I commuta per definizione di V-funtore, e III per la naturalita di M.
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" Proposizione 1.3.: (). Siano G: A—>B e G': A—>B due V-funtori
V-aggiunti destri al medesimo V-funtore F: B —>A St ha allora che:

o a) Se T e Pisomorfismo (naturale) canomco fra i due funtorz
associati, il dtagramma :

A(Fb,a) & +» B(b,Ga)

B(1,0)

B(v,G'a)

e commutativovin V, per ogni aeA e beB;
b) 'ZZ e anche V-naturale

DIM a) Detto infatti a: B (b, Ga)—>B(b G’ a) I'isomorfismo di

V definito da
-1
4

B(b,Ga)T-bB(b,G'a)

A(Fb,a)

¢ allora noto che T: Ga—> G’ a risulta essere il seguente:

B(Ga,Ga) X e B(Ga,G'a)

Z
Ma il diagramma:

() Per tale proposizione confronta anche [6] p. 87 .prop. 2.3.
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®1
B(Ga,Ga)® B(v,Ga)

»B(Ca,G'2)8 B(b,Ga)
8“7@7 . ) 9‘@'\‘ |
M )N | M

e

V/\'

B(b,Ca) » B(b,G'a)

commuta per definizione di a e per 1.2. La proposizione 1.1 porge
allora subito la prima asserzione.

b) 11 diagramma:

A(Fb,a) o »B(b,0a)
A(1,1) | B(1,0)
A(Fb,a) A »B(b,G'a)

& commutativo (per a) ). Essendo 1 e ‘C trasformazioni naturali aggiunte
si pud immediatamente concludere con la V-naturalita di T (cfr.
[51 p. 25 Th. 7).

2. DEFINIZIONI E PRIME PROPRIETA. In questo e nei successivi
numeri supporremo sempre di operare con riferimento ad una categoria
V monoidale e simmetrica.

Sia K=(K,é8,e) un comonoide nella categona monoidale Vg;
esista nella V-categoria K un oggetto Z tale che la counita e: K—> g
subordini un isomorfismo e: K (@, Z)—>Z in V per ogni aek; il V-
funtore § ammetta un V-funtore ®: K ® K —> K V-aggiunto destro (nel
senso del n.1). Cid posto assegnamo le seguenti definizioni.

Definizione 2.1. Si denoti, per ogni g, b, ¢ di K, con il morfismo

@ @@ Pc—>a® B o)
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di K definito da:

K((a®b)8c, (aBh)BC) mmmmn » K((a8b)®c,ad(b8c))

Z

ove, per ogni h, a, b, ¢ di K, a sia Iisomorfismo di V che risulta da:

({1, 2)0K (1, 5) )8 (1, ) s K (1, )0 (K(1,5)0K (1))

$
& 01 100
K(h,a8b)eK(h,c) K(h,2)8K(h,b8c)
A54 .
K(h, (a8b)8c) = » K (11,28 (b8c))

(@ & 1a V-aggiunzione data).

Definizione 2.2. Indichiamo, per ogni a di K, con 1: a—>Z ® a
il morfismo di K definito da:

| I‘{A’(a,a’) L JK(‘é;,-Z.‘-@éa)

ove, per ogni a,k di K, §: K (k, a)—>K (k Z®a) sia 1’1somorﬁsmo
di V che risulta da
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-1

2 © K(k,a) S k(k,7) @ K(k,a)
)‘-1 | %
K(k,a) - > K(k,7 8a)

(e= counita di K).

Proposizione 2.3.: Per ogni k a di K, risulta =K (1, 1"). Inoltre,
A" & un isomorfismo.

Dim: A norma di 1.1 ¢ sufficiente verificare la commutativita del
diagramma seguente: ‘
Le »K(2,Z 82)0K(k,a)

I

-1
(e 8181 . Q@\

1=
e®ﬂ®?\ Ve
@y *

(e®1)®(e<§m) _
< (cBe)e1 ¥

e\ X {rem . M8M
e Ay "

T X
K(k,a)
, P

K(a,a)8K(k,2) -
\

<

»K(k,Z Ga)

I diagrammi II, III commutano per coerenza, I e XII per definizione
d1 B, V perché K & comonoide in V, VI per 1.2, X poiché e: K— I
& V-funtore, XI per definizione di prodotto in K ® K. I rimanenti

sono banali.
La seconda asserzione della proposizione segue subito da 1.1 b).

Osservazzone 24.: Detto 4 ® a—> a l’isomorfismo inverso di
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A, e immedivato che risulta K (1, )3=;B‘1 per ogni k€K e per ogni
I S N . ‘ S
a€kK, e che § ]Z®a_ , per ogni aeK.

Definizione 2.5: Sia p’: a—a ® Z il motfismo di K definito, per
ogni aeK, dal seguente diagramma:

K(2y2) s K (2,85 )

‘ove ¥ & isomorfismo di V risultante da:

-1
K(ky2) 8 22 K(k,a) ® K(k,Z)
-1
g 8
| o .
- K(k,a) -» K(k,a@ Z)

Osservazione 2.6.: Proprietd analoghe a 2.3 e 2.4 valgono, come
facilmente si verifica, anche in questo caso.

3. V-NATURALITA DI a. Siano & e (— ® =) ® — i due V-funtori
definiti da:
8 31

3K —+K@K—— K®K QK;
o g o
(—®-)®—=(K®K)®K@'&K®K§K.

Dimostriamo, in primo luogo, che:
- et
Proposizione 3.1: L’isomorfismo (K(h, a)@K(h, b)XK(h, c) —>
_ 6 - _ ‘
—>KMha@b)®K(hc)—>K(h (a® b Q® c) definisce una V-aggiun-
zione 0: 6+4(—®—) ® — (ove & e (—®—) ®— si pensino come fun-
- tori ordinari; cfr. [5] p. 23 n. 4 o [1] p. 72-1.7). :
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Dim: La naturalitd dell’isomorfismo 0 in ((a, b), ¢) si ottiene infatti
dal seguente diagramma:

((keK)eK) (§(n), (ab)c)-_—-—é———b K(h, (;é?b)é?g) .
l( (keK)eK) (1,£) IK( 1, ((-§7)6-)f)
o

((keK)€K) (3 (), (a'b*)c") —— K(n, (2'8b)8c')

ove f: ((a, b), c) = (@, b"), ¢’) & un arbitrario morfismo di (K ® K) ®K.
Ma il diagramma precedente risulta essere:

() 6) (30  (80) 0) s (K6K) (8 ()  (aB) o) itk 1, (50))
(kex)e)(1,8) (oY12) K(1, ((8-)8-)£)

((xex)eK) (S(n), (a'5 1)c?) = (K6K) (§(h), (a."éb')c')?K(h, (280! Yoct)
081

con C definito da:

(k(a,8')eK(b,b))eK(c,c") = ((K@K)@K)((ab)c,(a'b')c')

£ | 201
. « v
z -t K (a8b,2'0b!')8K(c,c"')

G- &

5 N
~)f k((a8b)8c, (a'8b*)8c?)

Poiché II & commutativo essendo @ la V-aggiunzione 0: §4®, & suf-
ficiente provare la commutativita di I. Essa risulta da
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1o 8

(vo'u)ae(1a8:e‘U)Y - —r ; A.o.ﬂue:.p.é%%.é&

| [TA .4
;lgacewmvv... aegvc.\\,s\ﬁ\ﬂ\l ,.»

*

((2‘u)w(age‘u))e _

le(leg)
(('u)xe(age‘u))e

((o*u)xe((a‘u)ie(= u)x))8

g(:o‘0)u8((1a‘a)e(iete)N)) Cﬁ.mv ® (L8l) - ®((12*9)38((+a‘a)de(ie‘e)x))
| 1 11 !
L@y L8F
zo.éxﬁpmﬂé&@u (16,57 67 v:o.‘gvxe:p.émﬁm.”vu:eu
,_‘l/\ | A w _‘IK
(o'u)xe(age‘u) - W (o‘u)xe((a‘u)xe(=‘y))

10ne

*

ove III commuta perché &: & ® — 1 ERQK ¢ una V-trasformaz

naturale (cfr. n. 1), IV perché 6 & una V-

- o
N 3=
—( m..d

i 3

5= 8
=T
N
oy
a
Re
2
)

[

t-

di prodotto in (K@ K)® K ¢ KQ K

tivamente, I, II, V, VI banalmente; la commutativitd di IX

VIile X per definizione

seguente diagramma 3.2:
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((age age) {uu)) (3e)@

W
((raue)  (um) o) < e(hcie)‘ (age age)Xex)
4 i
W N 9oL
».A T ,wl g
(¢°%) (98L)81 L O
" < -
? ~
(3'1) (zex) el (167)6L
. <
Tegeer % .
(M @ vou ' (\y ?@Tu
((age‘age’ (uu)) (161)8 - ((ae)‘(uw)) (Clex)®
8((1aue) ‘ (a=)) (3IeM) =37 . - Sol 8( (a8 (ae)) (363)

la cui commutativita & banale dSservando che 1 ® K®K)(,¢))-

(1R®H=1® 4.

Per ¢id che concerne la naturalitd di @ in A & sufficiente verificare
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che, se f: h—k, & un arbitratio morfismo in K, risulta commutativo

il seguente diagramma:

?..nmmv.g @) (2103) «a o 5 (°(®) (W) (e(xen))
Sl L
Yey . L8(es) /¥
i 16(18, 8) '4 xv\ -y

(143) 9) (z1e2) . 8(16, 9) vw%% C_E.eg%@v
(3)581 |

\U —

\

+ (07age) (1) p) (Glen) =
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Tenendo conto di 1.2 e della definizione di J, tale verifica & immediata.
Rimane dunque stabilito che 0: §+4(—®—) ®— & una V-aggiun-
zione, considerando i V-funtoti § e (—® —) ® — come funtori ordinari.

Proposizione 3.3: La struttura di V-funtore che 0: §—(—®—) QR—

definisce su S e (—®-) (>§ — rispettivamente, coincide con quella
che i due funtori hanno per definizione.

DiM: Si tratta in effetti di dimostrare che co‘t:nmtitano i seguenti
diagrammi: '
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((2)2*(=)2) (8 (28))

> >
N

(108(iag:%®) ‘og(age))x
8

00859 fo(00%) (°a(2g) “0a(48°))) (30(10%)) *rrroy ez (120 %) o () i0(23))
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ove ¢ risulta da:

(¥((28b)8c,2)8K((28b)8c,b) )&K( (a8b)8c, c)

M)

&le1

Z € ym K((280)Bc,a80)6K({28b) 8¢, C)

| 9-1
(X((28b)8c, (a8b)&c)
e 0®—> 1k ® K counitd di 6)

mentre 7 da:

(K(a,2)8K(a, a))eK(a,a)

oe1
i)
A~ 8 -
AR Z@Z-—?—-‘]—-’ K(a,282)0K(a,a)
74

K(a, (aRa)8a)

(n: 1x—> ® & unita di 6)

Ricordando ora che §: 64 ® & una V-aggiunzione (cfr. n. 1), basta
verificare la commutativith dei due diagrammi seguenti:
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T (@em(agate)i - (ag(agq) “e)x
| (e
lo(e)a] E (&)
((a2) (%)) (03) = ————— (a"0)x

(104 ¢ (o*ag?) (o)

(09 ala) ou(g?) () = —

164 | . el

(s 3@ ‘og(age) (8(age) *08(eg?)) (e (8 = g ey €29 A@VQ&%&V

-
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Essi risultano rispettivamente:

(1°‘0p(a@9)®
8(.a8:® oeﬂpamvv

+ st (10*0) %8 (1 ag1‘2g®) N

* vy

~ —

—l  ©
=3 |

t

= =
2 2
= = <
3 e >
164 < = % 18(188) 188
X = »,
2] S VN
| . N > «.w
zﬁ% w /mw 2
, o
2
- N
k 1 *) |
(P(a® fog(age) (9B (9g®) <

‘og(age))) (8 (J63)) Mz * g+ =757 .AT%.Iooh.p@.o?mvvgaﬁe@.
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K(a,b) © ———=K(2,0)6K(a,b)
- / -1
A Qd A 91
¥ /l 81 or
° e o ol
o1 @ 5 5 (v81)81
& o =
‘ \&:* "2y (024]
Y ! | *v o Vo
e e o wegiis ¢
e @1 o
M# \ MO 1
K(a, (b180)6b) —.-K(a b@b)@K(a b)

La commutativita di tali diagrammi si verifica agevolmente sfruttando
essenzialmente la 1.2, il diagramma 3.2, la V-naturalitha della counitd
dell’aggiunzione @, la definizione di V-categoria e quella di V-funtore.

Si & cosi dimostrato che 8 & una V—agglunzwne fra V- funtorl (cfr [5]
th. 5 pag. 24).

In maniera perféttamente analoga a quanto fatto precedentemente
si pud osservare che :

1®4
K®a)® (Kb QK (k) — K (ha) ®

_ 0 — _
QK" b®c)—+KHha® (b ® c)

definisce una V-aggiunzione 4’: 8" C><S’, essendo &’ il V-funtore di

0 1®30 o
K—K® (K® K) definito da K—K ® K—®—> K®K®K), e ®’

10® J
il Vfuntore definito da K@ (K® K)—— K ® K g K.
Proposizione 3.4.: a: (—®@—) ®— = — @ (—®—) é un isomor-
fismo V-naturale, essendo —® (—®—) il V-funtore ®'a. )
DiM: Consideriamo il prodotto delle due V-aggiunzioni a: ;“.?AQ:

0': &4®’, ove a & il V-funtore « associativith » in Vi (cfr.. .[4]
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p. 519). Tale prodotto risulta ancora una V-aggiunzione b=0 a:
218’4 ®’ a; ma a16'=¢8 poiché K & comonoide in V4 e 8 ne &
la comoltiplicazione; onde —® (- ® —) risulta un V-funtore V-aggiunto

destro al V-funtore &. Ricordando ora la definizione di a (cfr. n. 2),
ed applicando la proposizione 1.3, si raggiunge la tesi.

Osservazione 3.5: Dalla proprizione 1.3 risulta, inoltre, che
a=K (1,q) per ogni A, a, b, c di K. (cfr. def. 2.1.).

4. V-NATURALITA DI A E DI p. Osserviamo intanto che:

Proposizione 4.1.: L’isomorfismo f: K (k,a) = K k,Z ® a) (cfr.
def. 2.2) determina una V-aggiunzione f: 14Z ®—, essendo 1,
Z ®—: K —>K funtori (ordinari) associati ai due V-funtori 1 e ZR®-—
con la ovvia V-struttura.

Dim: In effetti, per assicurare la naturalita di f rispetto a k &
sufficiente verificare la commutativitd del seguente diagramma:

-1 -1
K(k,a)-—-A—--p Z@K(k,a);{-—-e——@-— K(k,i)@K(k,a)
' g-’-’I lf f_1
.“;\®1 .\e¢®j>®1 ‘1' .
19f
A | ‘ y
K(f,1) 18f X (K8K) (S (£),1)
yy&ﬁ
v 8

M (e@ el 3
| \\ {

K(h, a)-—-—-—w-Z@K(h a)-—-——-——-o- K(h,Zz)®K(h,2a)

essendo f: h—> k un morfismo qualsiasi di K ed e: K— J la counita
del comonoide K in V. Tale commutativita discende essenzialmente
dalla struttura di comonoide e dal fatto che A(e® 1): K®K—>K ¢

un V-funtore; (si ricordi che e: K (I, @) = Z & un isomorfismo se a=27).

3
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La naturalitd' di § rispetto ad @ si riconosce facilmente essere dipen-
dente dalla commutativitd del seguente diagramma:

Kk, 2.) e — Bk (k,F)eK(k,2)
=1

... 182 - 18(e®1)
/lA e
X 91

/ly/l(a@fmﬁm)

) e®1 )8(e81)

M M

31 o1

Andiamo ora a verificare che:

Proposizione 4.2.: La V-aggiunzione determina sui funtori (ordi-
nar) 1 e Z @ — la medesima V-struttura di partenza.

Dim: Bisogna, a tale scopo, osservare che commutano i diagrammi:

K(a,b) X170

— K (2,7 8Ob)

N’

K(a b)
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K(&',1)

K(a,b) — K(Z 8a,b)

e\

" p

\
K(Z ®a,Z @b)

essendo 7’
/ k>, b)
1{5
(cfr. n. 2)
e €
3 K(Z 8a, 78a)
/ -1
7z P
C.-,_-)-.\\ - -
K(Z ®a,a)
(cfr. n. 2)

Ma la commutativith del primo diagramma & assicurata dal fatto che
K (1, A")=p (cfr. proposizione 2.3), mentre quella del secondo risulta
da:
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@

(a'=)e(2'z)x

Yol

%.mﬁgﬁ%ﬁdﬂmﬂlAﬁgm 2)78(z'%8 2)X)8(a9x

Lo, ¥

306l

AlllmeS.va. ;& (a9

l
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ove si & espresso ¢ in termini di £ (counita dell’aggiunzione 0) e sié
usata la definizione del V-funtore Z 7 ®—. La commutativita di quest’ul-

timo diagramma si raggiunge agevolmente osservando che A: IRQK—K,

e: K— 9 sono V-funtori, che § & una V-aggiunzione e ricordando la
definizione di f.

Proposizione 4.3.: L’isomorfismo Z @— —> 1 di K (cfr. oss. 2.4)
¢ V-naturale.

DiM: Si & appena osservato che la V-aggiunzione B 1 4Z®—
determina sui funtori la medesima V-struttura di partenza. Il teorema 5

di [5] p. 24 porge allora immediatamente la tesi, ncordando che 1 &
la counita di f. :

In modo analogo, ricordando la deﬁmzlone di p (cfr def. 2.5), se
ne prova la V-naturalita.
A questo punto, possiamo concludere ol seguente teorema:

Teorema 4.4.: Sia K=(K, 8, e) un comonoide in V4 con V monoi-

dale e simmetrica. Esista un oggetto Z di K tale che la counitd

e
e: K— 9 del comonoide subordini un isomorfismo K (a, Z) —> Z per

ogni a di K. Esista inoltre un V-jimtore ®: K ® K— K V-aggiunto
destro al V-funtore 6. Risulta allora che:

a) E possibile assegnare una struttura V-monoidale canonica su
K, con unita Z;

b) Ogni K(r, —): K=V ha struttura fortemente monoidale
(cfr. [6] p. 84);

c) Ogni oggetto di K ha struttura di comonoide in K.
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DiM: a) Si definiscano a; 4, ;come in 2. Da 2 risulta che )T, E; sono
isomorfismi di K; da'"3 segue 'che @ € un isomorfismo V-naturale, mentre

la V-naturalita-di 1, p & provata in 4. Rimangono ancora da verificare le
proprieta MC 2 ed MC 3 (cfr. [4] p. 472). ,
Entrambe risultano immediatamente dai due diagrammi seguenti:

K(1,3)=c

- (h,28(Z b))
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((eg(og)ge‘u)i -

(pe:A(o8a)8®) ‘U

w=(e'L)}
(%) i
L= -8 8l rarlm wum
e K = o’o‘ PY ]
,3732 1®(68L) w
Y
o g m w
e gL Yol 2ol L 8B L®¥ (@ en
v
m. o ol o o ) Og—
-— / =
4 w 0@ ) =
v /.\4 \/dv -
o an o ol ° s o wag o aglf)- o Qo=
401 g Y I ® 18, 8
8 8
o -8
‘ ’ ‘
AAA.@@OVL@Q.V.@.N ﬂva - Joﬂhms_‘v,uH nd JoHAmﬁrva A.@@AO@AD@.&V Qvum
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La commutativitd di tali diagrammi & assicurata dalle definizioni di
a,f,y, da 2.3, 2.6 e 3.5, dalla naturalitd di 6 e dal fatto che V & una
categoria monoidale. MC 2 si ottiene (a parte I'inversione delle freccie)

Ja@b - i o :
applicando Z—— K (a ® b,a ® b); MC 3 in modo analogo.

b) Posto infatti @ =0, Pp=e"!, ricordando le definizioni dij
a,f,yele 24,26 ¢ 3.5, si raggiunge immediatamente la tesi.

¢) Immediata da § 1.

Osservazione 4.5.: Se K(K,8,e) & un comonoide commutativo
(cfr. [71) & possibile inoltre dimostrare, usando le stesse tecniche ap-
plicate in questa nota, che K assume anche struttura V-simmetrica e
che ogni K (r, —) & anche simmetrico.
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