- PROPRIETA DELLE FUNZIONI
A VARTAZIONE SECONDA LIMITATA
IN SENSO GENERALIZZATO (*)

di CANDIDA GoRi COCCHIERI e MARCELLO RAGNI (a Perugia) (**)

SoMMaARI0. - Si definisce la variazione seconda generalizzata di una funzione mi-
surabile’ f: [a, b] —1TR come integrale alla Burkill-Cesari di una opportuna
funzione d’intervallo associata' alla f, proponendo cosi un metodo diretto
per la sua determinazione. Si esaminano poi varie proprieta delle funzioni
a variazione seconda limitata in senso generalizzato.

SUMMARY. - We define the second éeneralized variation of a mesurable function
f: [a, 6] — 'R by means of Burkill-Cesari - type integral of a proper interval
function, obtaining in this mdnner a direct method for its calculus. We

establish then several properties of bounded second generalized variation
functions. '

Introdﬁzlone.

E nota la generalizzazione del concetto classico di variazione, data
da L. Cesari [5], allo SCOpo di estendere alle funzioni misurabili le
nozioni di lunghezza e di area. Nello spazio delle funzioni misurabili
viene cosi definito un funzionale variazione generalizzata, che si pud
anche introdurre come prolungamento alla Fréchet della variazione dj
una poligonale (G. Goffman [8]) e che C. Vinti [14] ha mostrato es-
sere un perimetro alla De Giorgi [7].

(*) Pervenuto in Redazione il 22 novembre 1976.

Lavoro eseguito nell’'ambito del Gruppo Nazionale per I’Analisi Funzionale
e le sue Applicazioni del C.N.R.
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Recentemente M. Boni [2] ha ripteso la definizione di L. Cesari,
facendo vedere che tramite questa si ottiene un metodo diretto per de-
terminare la variazione generalizzata con peso di una f: [a, b] = R
misurabile. Questo procedimento, che non tiene conto dei valori che la
f assume in opportuni sottoinsiemi di [a, b] di misura nulla, trova
poi, come ha mostrato lo stesso Boni in [2], un naturale inserimento
nella teoria dell’integrale alla Burkill-Cesari.

In questo lavoro, ricollegandoci ancora all’idea originaria di L
Cesari, abbiamo definito la variazione seconda generalizzata V@ [f]
di una funzione f: [a, b] = R misurabile come la variazione di una
funzione d’intervallo associata alla restrizione della f su un dato insie-
me Ec[a, b] di misura b—a, mostrando poi l'indipendenza di questa
definizione dalla scelta dell’insieme E. La funzione presa in considera-
zione era gia stata da noi studiata in un precedente lavoro [9], dove
si era definita la variazione seconda (non generalizzata) di una funzione
f: [a, b1 >R continua; ma qui abbiamo preferito sviluppare la teo-
ria in modo completamente autonomo dai risultati contenuti in [9]. Cosi
operando si sono ottenute non solo varie generalizzazioni e migliora-
menti di proposizioni gia stabilite in [9], ma anche dei risultati che
esprimono nuove proprieta delle funzioni misurabili a variazione se-
conda generalizzata limitata.

Nel primo paragrafo si & tra l’altro provato che nella classe delle
funzioni a variazione seconda generalizzata limitata (2-VGL) tale va-
riazione V@ [f] & come si & gia detto, indipendente dalla scelta
dell’insieme E sul quale si considera ristretta la f (Proposizione 3) ed
ha una rappresentazione analitica (Proposizione 14) analoga a quella
nota per la variazione prima, sia classica (E. Baiada [1], C. Vinti [13])
che generalizzata (C. Vinti [14], M. Boni [2]). La suddetta Proposizione
14 da un’ulteriore dimostrazione dell'indipendenza di V@ [f] dal-
I'insieme E. Inoltre la stessa variazione seconda generalizzata V,® [f]
si pud ottenere come integrale alla Burkill-Cesari della funzione d’in-
tervallo associata in due modi diversi, ciog sia rispetto alla famiglia D
di tutte le suddivisioni finite di [a, b] ¢ ad una mesh non ordinaria
(Proposizione 10), sia rispetto ad una opportuna sottofamlgha di D
e alla mesh ordinaria (Proposizione 11).

Nel secondo paragrafo abbiamo esaminato alcune proprieta della
variazione seconda generalizzata considerata come funzione d’intervallo
ed abbiamo stabilito una condizione necessaria e sufficiente affinché
una f: [a, b] = R misurabile sia 2-VGL (Proposizione 17).
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Premesse. , 5

Sla [a, b], a<b, un 1ntérvallo chiuso, {I } la collezmne d1 tutti
gh intervalli chiusi non degeneri contenuti in [a, 6] e D la famiglia
di tutte le-suddivisioni D=[I] di [a, b] costituite da un numero finito
di intervalli di {I} non socrapponentisi.
) Per « mesh » su Q) (Cfr. L Cesari, [6]) si intende una qualunque
apphcaz1one 8: D— R+ tale k:he

(dl) 0<é (D)<+oo ﬁer ogni D(—:CD
(d2) per ogm >0 es1ste DeD tale che & (D)<£

- Una funzione d’1ns1eme fb 1)) deﬁmta per ogni Ie€{I} e-a valori
teali si dice « quasi additiva >‘> (Cfr. L. Cesari, [6]) rispetto alla fa-
miglia &) e alla mesh & (D) sé S

L ' l :
($) per ogni >0 esiste un!n=7 ()>0 tale che s D= [I] € un
- qualunque elemento di @ con 6 (Dg)<7 allora esiste un A=
= (¢, Do) >0 tale che ﬁer ogni D=[J1€D con 5(D)<l si ha

@ Elzcb(n ~0 ()] <e

IED()

@ B <.
) AR

o Sl dice invece che <15(I)l Ie{l}, & «quasi subaddztzva » (Cfr
L. Cesari, [6]) rispetto alla famiglia @ e alla mesh & (D) se si ve-
.rlﬁca una condizione analoga alla (¢) con (¢1) e (¢2) sostituite da

(¢3)_ oz [z;qﬁ(/) @ (D]-<,

IEo

dove se meR, m~ —(lm] —m)/2

Si dice poi che @ (I), I e{i }, & « quasi subadditiva in senso forte »
se per ogni €>0 ¢ per ogni Dy€ Desiste un =21 (¢, Do)>0 tale che per
ogni D=[]J]1€D con & (D)< vale la (¢s).

Si chiama «integrale alla Burkill-Cesari » della funzione: & (I),
Ie{I}, rispetto alla famiglia Q) e alla mesh & (D), il limite, se esiste,
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lim S (@, D), dove S(®, D)= X & (I). Tale limite si denota V (®)
8D) - 0 IeD

e quindi .
V@)= lim S(®,D).

é(D) -+ 0

La particolare mesh definita per ogni De D dalla massima ampiez-
za degli intervalli di D la chiameremo mesh ordinaria.

Diremo che una funzione y: [a, b] = Ry & « D -ammissibile » se
Iapplicazione 6,: D—> R+ definita per ogni DeD, D=[I], I;= [ai-1,a:],
i=1,2,..,N, da

| . N—1
0,(D)= max (@—ai)+ = y(a)
1<i<N i=1
¢ una mesh su Q. |
Diremo che @ (I), Ie{l} & « y-subadditiva » (Cfr. M. Ragni, [10])

se per ogni intervallo Ie{I} e per ogni suddivisione di I in un numero
finito di intervalli parziali J;=[b;_, b;1, j=1,2, ..., M, risulta

M M— .
oM=< Z S (U)+ I v b

j=1

Diremo che @ (I), Ie{I}, & « continua in prossimity di un punto »
c€ [a, b] (Cfr. M. Ragni, [10]) se per ogni >0 esiste un o=o0 (¢, c)>0
tale che per ogni intervallo Ie{I} con I< [c—a, c] oppure IC [c, c+ 0]
risulta |@ (I)] <e. :

Diremo che @ (I), Ie{l}, & «assolutamente continua in prossi-

mita di un punto» ce[a, b] (Cfr. M. Ragni [11]) se per ogni £>0
esiste un =0 (¢,¢)>0 tale che per ogni numero finito di intervalli
I:ie{l} con I,c[c—o, c] oppure I,.C[c,c+0o] e I’NIP=Q per i%j,
risulta

Zi @ (I)] <e.

§1.

Sia f: [a, b] =R una funzione misurabile ed Ec [, b] un insie-
me tale che m (E)=b——a.‘ Indichiamo con fz la restrizione della fun-
zione f all’insieme E. Per ogni intervallo I =[u,vlc[a,bl, u<v,
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consideriamo la funzione d’intervallo

Dy, ()= sup ,M_ inf ‘fE(ﬂ)_fE((Z).

apeIine f-a apeIne f—a
alp alp

Porremo per semplicita di scrittura

. (ﬂ;:]:::}Ka) e rrp (=" inf fe (B)—1z (@) .

RfE (I): : sup

afeInE a,peInE f—a

DEFINIZIONE 1. | ,

Diremo 'che f: [a, b] —1R & a « variazione seconda generalizzata
limitata » (2-VGL) ‘in [a, b] se esiste un insieme EcC [a, b] con
m (E)=b—a tale che :
' sup S('(pr,D)<+°°,
De®

|
: ]
dove S (@r,, D)= Z &7, (). |

IeD :

ProPOSIZIONE 1. 1 o
Se f: [a,b] >R ¢ 2-VG1, allora {r e lipschitziana.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che per ogni intervallo I=[u, v] C
C[a, b] con u<v e u, veE, fisulta

rrg (NS

- () — e (
fE 1% —f; u) SRfE(I)

1%

e che, essendo la f 2-VGL, e‘ rig(D] <+4o0 e |Ry,(D)] < + oo,
In seguito faremo uso della seguente

PrOPOSIZIONE 2. _

Se f& & assolutamente continua, per ogni intervallo 1= [u, v] C [a, b]
con u<v, u, vekE, esiste un insieme ACINE di misura positiva tale
che per tutti i punti pe A risulta

feW—fe@ _,,
(1) == <1 (o)
e analogamente esiste un insieme BINE di misura positiva tale che
per tutti i punti q€B risulta
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fe W) —fe (W)

v—u

(1)

=fe' ().

DIMOSTRAZIONE. Se fz & assolutamente continua & derivabile quasi
ovunque in E e risulta per ogni u, ve [a, b] NE

fe () —fe ()= [ 12 () dx.

Se l'insieme A dei punti p per i quali vale la (1) fosse di misura
nulla, allora quasi ovunque in [u, v] NE si avrebbe

/& (v) fs (1)

>fe" (8.
Risulterebbe allora
fe (Vl),:if (u) ff ) di< fe (V) fE (w)

che & assurdo. Si ha quindi m (A)>0. Analogamente si prova la (1°).

PROPOSIZIONE 3.
Se f: [a,b] >R ¢é 2-VGL e se E ed F sono due sottoinsiemi di
[a, b] di misura b—a tali che

sup S(¢fE’D)<+°° e sup S(¢stD)<+°°s
Ded De :

allora risulta

sup S(@;E,D)-— sup S(@;F,D)
DeD

DIMOSTRAZIONE. Sia H=ENF; ¢ m(H)=b—a. Per ogni inter-
vallo Ic [a, b] risulta ovviamente R/p(I) = Ryz(I) € rrp(I) < 15 (D).
Proviamo che Ry, (I)<Ry, (I), analoga & la dimostrazione che risulta
rrg (D=rsg (I). Per ogni >0 esistono due punti a, SEI°’NE con
a<f tali che
e (B)—f= (@)

f—a

Per la continuitd della funzione fg (Cfr. Proposizione 1) ed essendo

R-fE(I) —eL
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mH)=b—a, & possibile determinare due punti o', /e HNI con
asa’'<f'<f se Ry, (I)>0, oppure con a’<a<f=<f se Ry, (I)<0
(se Ry, (I)=0la dimostrazione ¢ analoga) tali che

ﬁ

1

fe (B —fe (B) < -

Zee fe (@) —fe (@) <

Per I'opportuna scelta che si & fatta per i punti o’ e f si ha

e B) = @) fu (B)—fn (@) _ )12 @)
f~a | f=a e

i
i

e quindi risulta

fe (B)—f& (06)

RfE (N —e<

f—a
fE(ﬂ) fE(ﬁ)+fE(.3)—fE(a)+fE(a) fE(a)
ﬂ a
=B —f=(B) fu (B)— fH(a) fE(a')—fE(a)
= e e el o
<E+fH(ﬁ2 fH(a)<RfH(I)+é,

ciot Ryy (I)<Ryz (I) per larbitrarieta di e.
E allora @7, () =D/ (I) per ogni Ic [a, b] e quindi

sup S(Ps,,D) = sup S (@ ,D). Analogamente si prova che
De® De) ! ,

sup S (@rp, D)= sup S (D, ,D) e quindi I’asserto.
DeD - De® | : -
La Proposizione 3 dimdstra che il numero sup S (Ds,,D), se

fe 2 VGL, non dipende dall 1ns1eme E di partenza e qu1nd1 possibile
dare la seguente |

DEFINIZIONE 2. | D
Se f: [a, b] —>1R 2-VGL ed E & un sottoinsieme di [a, b] di

misura b—a tale che sup S(Py,, D)< 4 oo, allora chiameremo « va-
Decp

riazione seconda generalizzatd » della f in [a, b] il numero

Ve? [fl= sup S (@y,, D).
DeD
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Conseguenze della Proposizione 3 sono i due seguenti risultati,

PROPOSIZIONE 4.
Se f: [a, b] >R é 2-VGL e se h: [a, b] = R & una funzione tale
che f=h q. o. in [a, b], dllora g & 2-VGL e risulta Vg‘” [f1=V,2 [Ah].
La dimostrazione ¢ immediata.

PROPOSIZIONE 5.
Se f: [a,b] = R & 2-VGL e se E ¢ un qualunque sottoinsieme
di [a,b] di misura b—a, tale che fs & continua, allora risulta

Ve® [f1= sup S (@sy,D).
| DeD

DIMOSTRAZIONE. Sia EC: [a, b] un insieme di misura b—a tale
che fr sia continua e sia FC[a, b] un insieme di misura b—a tale
che V@ [fl= sup S (Psp,D). Posto H=ENF, in modo analogo a

quanto fatto nel corso della dimostrazione della Proposizione 3, si

prova che per ogni Ic[a, b] & @pp (N=Fry (N=Psp (I) e quindi
I’asserto. _ :

Data una funzione f: [a, b] =R 2-VGL, poniamo la nostra atten-
zione ora nello studio di alcune proprieta della funzione d’intervallo
®;,, dove E & un qualunque sottcinsieme di [, b] di misura b—a
tale che fz ¢ continua.

PRrROPOSIZIONE 6. _
Se f: [a,b] = R ¢ 2-VGL, allora la funzione d’intervallo ¥yy
¢é continua in prossimita di ogni punto di [a, b] (Cfr. Premesse). =

DIMOSTRAZIONE. Proviamo che la funzione @, & continua a
destra in prossimita di ogni punto cel[a, b[ e ciot che per ogni
cela, b[ e per ogni €>0 esiste un ¢>0 tale che se Je{I} & un qua-
lunque intervallo contenuto in [c, ¢4 o], allora risulta @y, (J)<e. Ana-
logamente si provera che @, & continua a sinistra in prossimita di
ogni punto c€la, b] e quindi continua in prossimitd di ogni punto di
[a, b]. Fissato un punto c€ [a, b[, supponiamo per assurdo che esista
un numero ¢>0 tale che per ogni ve€jc, b] risulti @y, ([c, v])>e.
Fissato un punto VOG]C b] ¢ allora

2 - Drp([e, vol)=Ryz(lc, Vo])—-rfE([C VO])>€

Per le proprietd delle operazioni di estremo superiore e di estremo
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inferiore che definiscono Ry, e ry, rispettivamente, & possibile de-
terminare quattro punti &', o, a”, fo”’€ [c, vo] NE con o’ <fo e
a0’ < B’ tali che

o I —fr (@) o (B —fe (@)
(3) ﬂo’»—'ao' - jﬂO”"—aO" >

>Ry ([e, vo]) —rr5 ([c, vo]) —g/2.
Per le Proposizioni 1 e 2 esistono due punti x’'€la,f’[NE e
xo” €ay”, B [NE tali che

(4) fE' (xo') _‘fE’ (xoll) > VE (ﬂl)’) _fE (aO’) . fE (ﬁ()”) _'fE (050") .

! ﬁol—'aol ﬁo”—iao”
Posto v;= min {x’, %"}, risulta c<vi<ve e dalle (2), (3), (4) si ha
Bry ([v1, o)) 22 (1)) — s’ (x6") > e/2

e inoltre & per ipotesi @, ([c, n])>«.
Iterando il procedimento, si costruisce una successione (Vn)nem

tale che w>wu>..>v,>.. e per ogni neM risulta ¢ < v,
]
Drg ([Vnss, val)>€/2, By ([, va])>e.
Cid contraddice chiaramente il fatto che f ¢ 2-VGL. Allora pér
~ogni £€>0 esiste un numero lo>0 tale che Ds ([c, c+0])<e. Poiché

@y, ¢ monotona non decresc‘;ente rispetto alla relazione di inclusione,
per ogni intervallo < [c, c+0] risulta Dr, (NN<e.

Per ogni ce[a, b] —E poniamo

fe (@©= lim fz (x)
(¢ facile provare che tale limite esiste).

PROPOSIZIONE 7. 1
Se f: [a, 61 >R ¢ 2-VGL; per ogni ceE esistono finiti i limiti

Dilfs @l = tim EOZ12O oy gy W=/ @

x -t T —c— X—c

(con ¢<b nel primo e ¢>a nel secondo); e per ogni c€[a, b]—E
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esistono finiti i limiti

Da [fe ©]= lim fe (?:ZE © e D, [fz (©)] = lim fe () —fEe (©)

- X—C

X —C xX—cC

(con ¢<b nel primo e ¢>a nel secondo).

DIMOSTRAZIONE. Proviamo che esiste finito il numero Dq [fz (¢)],
analoga & la dimostrazione relativa a Ds [fz(c)]. Sia cela, b[NE.
Per ogni coppia di punti ¥, x”€[c, V] NE con c<v<=b risulta

fe()—fe (@) fe(x")—fe ()

x'—c x'—c

<&, ([c, v]).

L’asserto segue allora immediatamente dalla Proposizione 6. La dimo-

strazione dell’esistenza finita dei numeri Dd [fe ()] e Ds [fz ()] & ana-
loga alla precedente osservando che per ogni ce€la, b]—E e per

ogni x€E &

fr@—fe@ _ o fe @1 ()

X—C x ¢ X—X

" Per ogni x€ [a, b] definiamo la seguente funzione

|D4 [fe ()] —Ds [fe (x)1| se x€E

(3) Yy (®)=19 4 A
|Da [fe ()1 —Ds [fe (x)1| se xe[a, b]—E
PROPOSIZIONE 8. '

Se f: [a,b] >R & 2-VGL, allora risulta y (x)=0 in [a, b] a
meno di una infinita numerabile di punti.

La dimostrazione & analoga a quella fatta per provare le (a2) e
(a5) del Teorema 10 di [9]. Pure analogamente al Lemma 2 di [9]
si dimostra la seguente

PROPOSIZIONE 9.
Se f: [a,b] = R é 2-VGL, allora la funzione d’intervallo @z
¢ y-subadditiva. o

PropPosSIZIONE 10.
Se f: [a,b] >R & 2-VGL, allora la funzione d’intervallo Dy (I)
1e{l}, & quasi additiva rispetto alla famiglia D e alla mesh
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1 N-1 .
8y D)= maxi {(@i—ai.)}+ 2 v (a)
. i=1‘

(dove DeD, D=[I], I,= [a,-il, al, i=1,2,..,N); inoltre esiste finito
Uintegrale alla Burkill-Cesari |

e risulta V,(D7,) =V, [f]. |

DiMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 8 la funzione y definita in
(5) & D-ammissibile (Cfr. Premesse). Allora in virti delle Proposizioni
6 € 9, dalla Proposizione 3 dj [10] segue che la Dryp € quasi subadditiva
in senso forte rispetto alla famiglia @D e alla mesh oy (D). Da cid
segue (L. Cesari, [6], Rémark}pag. 98) che esiste V, (&y,) e risulta

V) @)= sup S (dy,, D)=V, [{];
De®

inoltre (L. Cesari, [6], 2. v p?ag. 97) la @y, & quasi additiva rispetto
‘alla famiglia @ e alla mesh & y (D). ‘ '

Nella Proposizione 10 si & visto che la variazione seconda gene-
ralizzata di una funzione 2-VGL & uguale all’integrale alla Burkill-
Cesari della funzione d’intervallo @ 7g € tale integrale & stato ottenuto
operando con una mesh non! ordinaria. possibile in questo caso
operare anche con la mesh ordinaria, purché si consideri una opportuna
restrizione della famiglia Q. i

Sia N={x€[a, b]: Y (x)50}. Per la Proposizione 8, N & al pitt
numerabile e consideriamo linsieme M = [a, b] — N. Indicata con
Du={Du} 1la famiglia di tutte le suddivisioni dj [a, b] in un nu-
mero finito di intervalli i cui *éstremi appartengono ad M, sussiste la
seguente i '

Prorosizione 11. | .
Se f: [a,b] > 1R & 2-VGL ed & M={xe[a, b]: v (x)=0} allora

esiste finito il limite
VM (@)= lim S (®sy, Dy)
1 8(Dyr)—+o0
(dove & ¢ la mesh ordinaria su Du) e risulta

Ve (D ) = Wy (‘pr) =V,® [f1.
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DIMOSTRAZIONE. Poiché la f ¢ 2-VGL, esiste una costante H>0
tale che risulta y (x) <M per ogni x€ [a, b]. Consideriamo la funzione

_ H se xel[a, b]—=M
Y ()=
0 se xeM

che & D-ammissibile (Cfr. Premesse) essendo m (M)=b—a. Per la

Proposizione 12 di [11], essendo ¥ (x) <7 (%) per ogni x€ [a, b], esiste
V. (@yp) e risulta V, (Dry)=V, (s;). D’altra parte per ogni De D
con & (D)<H risulta De Dy e quindi si ha

VM (D)= lim S(Ps,, Du)= hm S (@fE, D) =
3(Dyr)—0 5=(D) ~

= V. @)=V, @yy).

Se f € 2-VGL ed E un insieme contenuto in [g, b] di misura
b—a tale che fg ¢ continua, per le Proposizioni 5 ¢ 1 fz & derivabile
quasi ovunque, cio¢ esiste un sottoinsieme F di [a, b] di misura
b—a tale che fr & derivabile ¢ risulta inoltre

Ve® {f1= sup S (®ysp,D).
De®

Sussiste la seguente

PropPOSIZIONE 12, | «
Se f: [a,b] >R ¢é 2-VGL ed F é un sottoinsieme di [a, b] di
misura b—a, tale che fr & derivabile, allora f¢ é continua.

DIMOSTRAZIONE. Fissato un punto ceF, c=b, esiste finito il limite

(6) 11m+fF x)=f¢" (c+0);

infatti per ogni intervallo [c, v] con c<v<b e per ogm coppia di
punti x’, x”’€]c, v] NF risulta

e’ () —1 ()| <Dsg ([c, v]) j
e quihdi la (6) per la continuita della @7, in prossimita del punto ¢

(Proposizione 6). D’altra parte per ogni veEF con c<v=<b esistono
per la Proposizione 2 due punti x’, x”€] ¢, v]-F tali che
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fr W) —fr (c)

vV—c¢C

fi' () =< =fr (x")

e quindi risulta f¢" (c4+0)= ]‘r' (¢). Analogamente si prova che &

# (c—0)= Tim A1 @ ©

€ —c

i
|
i

per ogni ceF con c=a. B

Osserviamo che della Proposizione 12 non sussiste il viceversa,
ciog se in un sottoinsieme F di [a,b] di misura b—a risulta f7
continua, in generale la funzwne f non ¢ 2-VGL; ad esempio la
funzione _

xjsen(l/x) se x€]0, 1]

fx)=9 |
(0 - se x=0

¢ derivabile con derivata continua in [0, 1], ma non €& 2-VGL.

Data una funzione f: [a,T 'b] > R, con f . indichiamo la sua deri-

vata in senso distribuzionale.|Se f ¢ 2-VGL in [a, b] € se Fc [a, b]
¢ un insieme di misura b—aq tale che fr & derivabile, risulta f x)=f (x)
g. 0. in [a, b] e sussiste inoltre la seguente

ProrosizioNE 13. |
Se f: [a, 6] >R ¢é 2-VGL, allora la derivata in senso distribu-
zionale ' & a variazione gener¢lizzata limitata (VGL) e risulta

Ve [f T=V2 [11,

dove Vg ['] & la variazione generalizzata della §'.

DIMOSTRAZIONE. Sia FC[a, b] un insieme di misura b—a tale
che fr sia derivabile e inoltre sia f (x)=f" (x) per ogni x€eF. Per ogni
intervallo I=[u, v] C[a, b], con u, veF, u<v, risulta

' ) =1 @] <Bsp (D)

e quindi f' & VGL in [a, b] (Cfr. M. Boni, [2]). La variazione generaliz-
zata della f’, essendo f#’ contiﬁua (Proposizione 12), ¢ data dal numero

Velf1= sup = A 12 (D)
1)F €Dp I€Dp
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(dove A f& (N=f W)—f () se I=[u,v] e Ds={Dr} ¢ la famiglia
di tutte le suddivisioni di [4, b] in un numero finito di intervalli i
cui estremi sono in F) e con un procedimento analogo a quello fatto
per dimostrare il Teorema 7 di [9] si prova che & V, [f'1=V? [f].

PROPOSIZIONE 14.
Se f: [a,b] >R é 2-VGL, allora risulta

V(Z) [](]_ 11m f I'f Geth)— th(zx)+f(x h)| dx.

a+h

La dimostrazione & analoga a quella del Teorema 1 di [9].

§2.

Sia f: [a,b] >R una funzione 2-VGL e per ogni intervallo
I=[u,vl]c[a, b] consideriamo la variazione seconda generalizzata
V@ [f, 11 della funzione f nell’intervallo I. Risulta in virth della
prima parte del lavoro

VS(Z) [f: I] = lim S (‘QfEs Dl)= sup S (¢fEs DI):
6 (.DI) -+0 DIE(DI ’

L4
dove EcI & un insieme di misura || tale che fz & continua € D;={Dr}
¢ la famiglia di tutte le suddivisioni finite dell’intervallo I.

E noto (Cfr. [3]) che lintegrale alla Burkill-Cesari di una fun-
zione d’intervallo non negativa, considerata come funzione d’insieme, ¢
superadditivo, cioé per ogni intervallo I=[u,v]C[a,b] € petr ogni
ic€]u, v[ risulta

(7) VE(Z) [f: [u’ V]] ZVg(Z) [f: [uJ C]] +Vg(2) [f: [C, v]];
inoltre dalla Proposizione 9 si deduce immediatamente che ¢ anche

®) VAL [ v1I=<V2 [ [u, 14V P [, [c, vI1+7 (0.
Proviamo che sussiste la seguente
ProrosizioNe 15.

Se f: [a, b] >R ¢é 2-VGL, allora posto N={x€[a, b]: v (x)=0}
si ha per ogni intervallo I=[u, vl [a, b] e per ogni c€lu, vl
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!
(9) v AVg(Z) [f} [u’ v]] =Vg(2) [f: [u: C]] +Vg(2) [f: [C, V]] Se C¢N

A0V, [ [0, v] 1=V, [f, [, cT1+V,® [1, [e, w1147 (© s¢ ceN

DiMosSTRAZIONE. La (9) é‘ immediata conseguenza delle (7) e (8)
essendo ¥ (¢)=0. Proviamo 1a (10). Per ogni fissato £>0 esiste un
m>0 tale che se Duci€ Dpuey con 0y (Dpu,c1) <71, allora risulta

(11) IS (@, Druc) =V [f, [, 11| <.

Analogamente esiste un 7,> 0 tale che se D)€ Die,vy con &, (Die,ep) <72,
allora risulta

(12) 1Sy, D)=V [, [e, v1]] <.

- Per la continuitd della funzione Py, in prossimita del punto ¢ (Propo-
sizione 6) esiste un numero {73>0 tale che per ogni intervallo Jc
C [c—mns, c], oppure J< [c, c+ns] risulta Drp(D<e. '

Posto 7 = min {11, 2, 93,y ()}, sia Drum€ Dty Dpun = [11],
i=1,2,..,n, con 8, (D.)<7n. Essendo Y (€©)>06, (D), il punto ¢
¢ interno ad un intervallo di Dy, che indicheremo Ii=[aj-1,a]] e
porremo I/’ ={[a; 4, c], I” =c, l‘a,']. Risulta

(13) V@ If, [, v11=S (®s, Diuuy) =
j—i } n
= X Qs (I)+Dsy (I + Z D, ().
iz:lr t=j+41

Si noti che la suddivisione Diyer=[I;, I, ..., I;1, I/] ha la mesh &,
minore di 7, la suddivisione Dicvi=[I", I;s1, ... , I,] ha la mesh & ’
minore di 7,; inoltre essendo c—fa,-_1<773, € aj—c<m;, risulta Oy, (1) <e
e Dry (I)<e; infine & y ()< By, (I)).

Allora dalla (13), anche in virtd delle (11) e (12), risulta

Vg(Z) [f: [u: 17]] =S ((pr ,VD[u,C])'H‘S (¢fE s D[c,v])+¢fE (Il)"'
s — D ()= @ s (1) >
>V I, [u, 11—+ V@ [f, [c, v]]—e+7 () —e—e=

=Ve® I, [w, 11+ VP [, [e, v]1]+7 ()4 e.

Per P'arbitrarieta di € e dalla (8) si ha la (10).

|
|
i
|
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ProPOSIZIONE 16.

Sef: [a,b] >R & 2—VGL, alqua la funZione d’intervallo V@ [f, 1 1
e continua in prossimitc‘z di ogni punto di [a, b].

DIMOSTRAZIONE. Proviamo la continuitd a destra della V,? [f, I]
in prossimith di ogni punto di [a,b[, analoga sara la dimostrazione
della continuitd a sinistra in prossimitd di ogni punto di ]a, b]. Fissato
un punto c€ [a, b[, supponiamo per assurdo che esista un £€>0 tale che
per ogni intervallo [c,v] con c<v<b risulti V,® [f, [c, v]] >¢. Per
la continuitd della @, (dove EC[a, b] & un insieme di misura b—a
tale che fr sia continua) in prossimitd del punto ¢, esiste un >0 tale
che per ogni intervallo JC[c, c+n] risulta @s, (J)<e/4. Sia vo un
qualunque punto con c<v<b e si fissi una suddivisione Dic,v) € Dic,ve)s
Dicva=1[1i], Ii=1[ai-1, ail, tale che si abbia 8, (Dieve)<n €

Ve® If, [c, ]1<S (Prg s Dicwa)) +€/4.

Per la continuita della @y, in prossimita del punto ¢ & @, ([c, a1]) <e/4
e quindi risulta

V@ [f, [a1, 1011 >8 (D15, Dicow)) — Py ([, 1) >

>V [f, [c, ]l —e/4—e/4>¢/2,

ed & pure per ipotesi V@ [f, [c, a1]] >e.

Posto vi=a;, nell’intervallo [c, 1] € possibile ripetere le stesse
considerazioni fatte nell’intervallo [c, 1]. Si viene a creare cosi una
successione (Vn)nem decrescente e tale che per ogni m risulta v,>c,
Vg(Z) [f, [c,va]]>€ € Vg(Z) Lf, [Vas, Vn]]>€/2-

Tenuto conto della Proposizione 15, per ogni n & allora

Vg(Z) [f: [C, VO]] =Vg(2) [f! [C, v"]] + 'é}l VE(Z) [f: [17{, Vi—l]] -+

n—1 ‘n—1
+ 2 ro)>etget Iy

Cid ¢ assurdo perché la f ¢ 2-VGL.

PROPOSIZIONE 17.

Condizione necessaria e sufficiente perché f: [a, b] —> R sia 2-VGL
¢ che esista un insieme EcC [a, b] di misura b—a tale che fe sia lip-
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schitziana e che la funzione ®;, sia assolutamente continua in pros-
simita di ogni punto di [a, b] '(Cfr. Premesse).

DIiMOSTRAZIONE. La ‘condiiione necessaria € conseguenza della Pro-
posizione 1 e della Proposizione 16 che implica immediatamente I’as-
soluta continuita della funzione @y, in prossimita di ogni punto di [a, b].

Per la condizione sufficiente si osservi che se fz & lipschitziana
(con EcCa, b] di misura b—b), allora la @y, & vy-subadditiva, ciog
vale la Proposizione 9. L’asserto segue allora dalla Proposizione 11
di [11]. '
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