SULLA ESISTENZA DI SOLUZIONI LIMITATE
PER LE EQUAZIONTI DIFFERENZIALI
ORDINARIE NON LINEARI

di ALFONSO AVERNA e GIULIANELLA COLETTI (a Perugia) (**)

SOMMARIO. - Si forniscono condizioni necessarie e sufficienti per la limitatezza
in | =[ty, + o) di (almeno) una soluzione, di tutte le soluzioni, di una
sola soluzione di un’ampia classe di equazioni differenziali ordinarie non
lineari.

SUMMARY. - Necessary and sufficient conditions are given for the boundedness in
J= [ty + ) of (at least) one solution, of all solutions, and of one and
only one solution of a wide class of nonlinear ordinary differential equations.

§ 1. Introduzione.

Nel 1964 W. A. Coppel [1], utilizzando un Teorema di J. L. Massera
e J. J. Schiffer [2], ha fornito una condizione necessaria e sufficiente
per lesistenza di almeno una soluzione limitata dell’equazione differen-
ziale ordinaria:

(L) x—A ®) x=b(t) per ogni beCy(]),

essendo Co (J) lo spazio di Banach di tutte le funzioni continue e limi-
tate definite su J=[ty, 4+ o) e a valori in ™, con la norma data da
|blo, = sup ||b (#)||, ove ||...|| rappresenta la norma in MR".

tedJ
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Successivamente, W. A. Cbppel ([3]1, cap. V) ha studiato il caso

beL;Rﬁ(]), essendo L;Rn(]) lo épazio di Banach di tutte le funzioni a
valori in 1R” che sono L-1ntegrab111 su J con la norma fornita da
+eo |

1b] 1 = / 116 )] dt.

R

to

Il caso generale beLmn(I), 1=p=+ oo, in cui b & un elemento
dello spazio di Banach di tutte le funzioni a Valon in R* con |[b||?

L-integrabile su J e la norma forAlta da |b| ( f IXG] dt) , & sta-

to considerato da R. Conti [4], che ha studlato in particolare, i due
casi estremi: quello in cui « tutte » le soluzioni di (L) sono limitate e
Paltro in cui « una sola » soluzﬁone di (L) & limitata.

V. A. Staikos ha esteso [5] [6] i risultati conseguiti da W. A.
Coppel e da R. Conti alla classe di equazioni differenziali non lineari:

(E) C E—AWOx=g(,),

ove A: t+— A (f) € una funzionL a valori in ™ # L-localmente somma-
bile su J e g: (¢, x) g (¢ x) é una funzione appartenente alla classe

F1R (JX R"), 1=p< + oo, di ltutte le funzioni f, a valori in 1R"*, de-
finite su JX R, che soddisfano alle condizioni di Carathéodory ([7],

n. 14, ¢)) e, inoltre, alle seguenti ipotesi:
|

(i) esiste un leLT’l’z(])?in modo che risulti:

IF &, 0—F & )l 4 @) [lx—yl]

per ogni (¢, %), (1, y) €] X R";

() F(-,00€Lgn (J).

Scopo di questo lavoro &|di generalizzare un risultato di V. A.
Staikos ad una pilt ampia classe di equazioni differenziali non lineari
(cfr. il Teorema 1 di [5] con il nostro Teorema I) e di estendere
un risultato del citato autore a classi di equazioni differenziali non
considerate in [5]. Abbiamo | inoltre fornito nel Teorema II una
condizione necessaria e sufficiente perché ogni equazione della classe

.da noi considerata abbia una sola soluzione con norma limitata da un
assegnato numero H.
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Nel Teorema I abbiamo sostituito alla condizione (i) sopra ci-
tata Iipotesi (h) riportata nel § 2 che & pitt generale di quella, come
risulta dal fatto che l'ipotesi (i) implica la nostra (h) (cfr. §4), mentre
esistono classi di equazioni differenziali non lineari (come quelle consi-
derate negli esempi riportati nello stesso §4) che, pur ammettendo
soluzioni limitate, non soddisfano alla condizione (i), ma soddisfano
alla nostra (h).

Per quanto riguarda i Teoremi III e IV facciamo osservare che
esistono ampie classi di equazioni differenziali non lineari (cfr. §4)
aventi « tutte » le soluzioni limitate e verificanti le ipotesi dei nostti
Teoremi ma non quelle dell’analogo Teorema 2 di [5].

§ 2. Consideriamo la classe delle equazioni differenziali « non
lineari »:
(B | x—A (t) x=g (t, %),
essendo:

A: t— A () una funzione a valori in R™", localmente sommabile (se-
condo Lebesgue) su J=[t, 4 o0);

g: (t, x) — g (t, x) una funzione appartenente alla classe F .an(] xR di'

tutte le funzioni f, a valori in R", definite su ] X R", che verificano
le condizioni di Carathéodory.

~

In questo modo ¢ assicufata ([71, Teorema 14.1) 1’esistenza delle so-
luzioni di (E) suil’intero intervallo J.

‘Sia poi F1R (JXR™), 1=p=+, la totalita delle funzioni di
F1R” (JX R*) per le quali si abbia:

(h) per ogni insieme «limitato» BC W™ esiste AzeLyg())
in modo che risulti:

(hh) e , 0Ly (J).

Indlchlamo ora con X; il sottospaz1o di IR" i cui elementi sono i
valori che le soluzioni « limitate » dell’equazione omogenea:

(L) y—A () y=0
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assumono per t=t,, mentre con | X, denotiamo un qualunque sottospazio

di ™ « supplementare » a X; ([8], pg. 241). -
Chiamata inoltre P; la « proiezione » ([8], pg. 240) di R* su

X: (i=1,2), poniamo per te ]*
- !

|
i

t ! +oo 1
[ / ¥ () Py (9] ds+ f Y )P Y (5)|7ds|°
oo i -

@.1) m (5 Py, Py=] | | se 1=g< o,

th=s=

sup [¥ (1) P Y~ () + sup [Y () P, Y (5)],

se g=oo,

essendo Y (f) la « matrice fondamentale » di (Lo) scelta in modo che
Y (t) coincida con la matrice identica I, | ...| una « qualsiasi » norma
di matrici nxXn e

— 58 1<p<oo |

se p=oo

- sé p=1.

Sulla funzione m (¢; Py, P;) formuliamo le seguenti ipotesi:

1

(hhhy) - esista un numer?o reale K>0 in modo che risulii: |
m(t; Py, Pz)§iK per ogni tej;
(hhhr)  esista un numerb K>0 in modo che risulti:
m(t; 0, I)§Kl per ogni te];
(hhhiy)  esista un numer?o K>0 in modo che ﬁsulti:
mt; 1, 0)§k per ogni tej,

|

, | |
che saranno utilizzate, le prime due, rispettivamente nei Teoremi I, I1
e la terza nei Teoremi III e IV.

Sussiste il seguente - !

i
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TeoREMA 1. Sia data lequazione differenziale (E) con

ge’l:“';zn (JXR"), 1=p< + . Condizione « necessaria » e « sufficiente »
perché questa -equazione ammetta « almeno » una soluzione limitata
su ] e che sia soddisfatta Uipotesi (hhhy).

Proviamo prima la condizione sufficiente. Sia x€Co (J). Poiché da
(h) discende:

(2.2) llg ¢, x )] =& (t) x| 0, + ||g ¢, 0)]],

ove B & un insieme « limitato » di ™ contenente x (f) e il vettore nullo,
risulta (cfr. (hh)):

23) g, x)eLgn()),  per ogni xeCo()).

Utilizzando il Teorema di Holder (cfr. [9], pg. 208), da (2.3) e (hhhi),
segue allora che esistono finiti i due integrali:

t

(2.4) f Y () PLY ' (s) g (s, x (5)) ds,
: )
+o0 »

f Y (£) P, Y1 (s) g (s, x (5)) ds, \f te],

t
e possiamo quindi considerare I’operatore « T »

t
(2.5) T: x()—»Tx ()= f Y (t) Py Y1 (s) g (s, x (5)) ds+

¢

+oo :
— /Y () P,Y 1 (s) g (s, x (5)) ds, x€Co (J).
t

Poiché risulta peraltro:

(2.4')

=

t : 400
/ Y () PLY (s) g (s, x (s)) ds— f Y () PY (5) g (s, % (5)) ds

t t
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, L
=c ( [IY () P Y- (s)] ds)q ( /llg (s, x (s))||7 ds)p +-
o i | |
|
: 1

+’?o « l +o0 1
+C (]IY (t) P, Y! (S)]é ds)q (/”g (S, x (S))Hp ds)p é

1

. to ' -
§cK( fllg (s, x (s))||7 ds )p,

|

P'operatore (2.5) trasforma lo spazio di Banach Cp (J) in sé.
Preso ora I’insieme ﬂycd) ()

26) Ru={x€Col]): |x|0, =H, H>0},

vogliamo provare che

a) g & « T-invariante », cioé T (2y)CRu;
LY J“ © .
aa) T & una « contrazione » in y.

Per ogni xeRy si ha (cfr. (2.2) e (hhhy)):

2.7) ||Tx @] §c§ / Y (1) P, f-‘ &) [Azg () [x]o, + llg (s, 0)|I] ds+
b |

“+o0
+ [ OPY O 12y © o, + llg 6,011 ds] =

d,_—)<__C'I<{I—I IABH‘L% +lg(',0)|L11"2n},

1
avendo indicato con By I'insieme (limitato) dei valori delle funzioni ap-
partenenti a 2g. - o
Poiché spostando opportunamente # (!) & possibile rendere:

i
i

(1) Nell’eventualita che occorra spostare #, in #;* (>#;) si potrebbe ritenere

che la limitatezza di una soluzione x* di (E) risulti provata soltanto nell’intervallo
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1 H

) <
é4cK7 Ig(’O)lLA‘Z;zn=4:cK,

(2.8) |zBE1LfR

da (2.7), tenendo presente (2.8), segue infine:

1
2.7) Txlo, < 5 H,
e pertanto risulta T (2z) C2u, ciod Ny € « T-invarian_ie ».
D’altra parte, utilizzando (h), (hhh;), possiamo scrivere:

t |
Qm'IM%JMUM§HWWM§ﬂY@ﬂy4®Hﬁﬂ9ﬁ+

~+-o0
+ / ¥ @) P, Y )] Ay ) ds$ <K [Lagl » [x=3lo, ¥ yeu,
; R
da cui, assumendo o5 =cK IABEILP , si ha:

(2.9) |Tx; Tylo, Sdag|x—y]oss

e pertanto, tenendo presente la prima delle (2.8), segue che l'operatore
« T » & una « contrazione » in £2pg.

Essendo soddisfatte per il nostro operatore « T » le ipotesi a),
aa) esso (cfr. [10], pg. 54 o [11], pg. 8), ha un punto unito x*€Ry.

Poiché, come si verifica facilmente, x* & soluzione di (E), resta
provata, nelle ipotesi in cui ci siamo posti, la condizione sufficiente.

La condizione necessaria si prova come in [4].

OsserVAZIONE I. Il procedimento da noi adottato e che ci ha
condotto all’esistenza per 1’equazione (]:f) di una soluzione limitata

J* = [#*, + o) cJ. Ma si vede subito che tale soluzione x* & limitata in tutto
- ] = [t3 + oo). Infatti, per le condizioni di Carath€odory, esiste una soluzione
x: +—>x(f),te], che coincide con la x* per #*=t< co; €ssa si pud ottenere
prolungando a sinistra, da f,* a £, la x* e assumendo per condizione iniziale

della soluzione di (AE) il valore, in t, di tale prolungamento. Poiché la x &
continua in [#y,%,*] essa ¢ limitata in questo intervallo; d’altra parte, la dimo-

strazione del Teorema I prova che la x = x* ¢ limitata in J*; ne segue che x
¢ limitata in tutto J = [#5, + o0).
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x*€fy ci consente di dare anche una « valutazione approssimata »
di questa soluzione. Nelle condizioni in cui ci siamo posti & noto infatti
(cfr. [11], pg. 8) che:

B la successione {xn}:,gm, ove

i
|

xn+1:Txn, n=0,1, aee

e«T» loperatore definito medlante la (2.5), converge, qualunque sia
il punto iniziale x% di £2g, verso il punto unito x*€u;
1
BB) Terrore di approsé1maz1one p (x*, X) = sup [|Gtn—x*) (®)]|

¢ limitato da:

Yoy
p(x*, x,) = —‘T p (X1, Xo).

— o,

i

§ 3. Proveremo ora il segdente

TeoREMA II. Sia H>0 e 1< p< + oo, Condizioné « necessaria » e

« sufficiente » perché l’equazzone (E) ove geF r* UX R™), ammetta
«una sola>» soluzione lzmztata x tale che |x|o, = sup. |x ®)|| =H,

J¥=1[t*, + ) O, é che sia sbddzsfatta Uipotesi (hhhu)

, Per provare la parte necessaria del Teorema, osserviamo intanto che
risulta verificata la (hhhy), poiché per ipotesi I’equazione ('I\E') ha una
soluzione limitata (cfr. Teorema!I) e che, d’altra parte, per g=0 la (E)
si riduce a (Is), per la quale la soluzione nulla & allora ’unica soluzione
limitata. Ne discende che X;= {O} X>=M" e di conseguenza la (hhhy)
si riduce alla (hhhp).

Per dimostrare la condmoﬁe sufficiente osserviamo che, se & sod-
disfatta 1la (hhhy), I'unica sohizmne limitata di (Lo) & la soluzione
nulla (cfr. [4], Teorema 3) Ne 'segue che X;={0} e X,=1R": la pre-
detta COI‘ldlZlOI‘le altro non & allora che la (hhh;) e pertanto I’equazione
B, per il gia citato Teorema L[ ha almeno una soluzione limitata x

e questa ¢ tale che, per tej*, lxloo =H, come abbiamo provato -nel
Teorema 1.

(® cfr. le (2.8), e 1a nota (1).
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La soluzione corrispondente y di (Lo):
4
G yO=x0- f Y (Y (5) g5, % () ds, hSt<+oo
& :

¢, peraltro, pure limitata, poiché da (3.1) utilizzando (h), (hhhy)
discende:

t 1
(3.1 lly Ol = |¥lo, +¢ < f Y () Y- (s)l"ds)q~

| oo '
[( [1e@ ot as) + a2 ] =
. to .

= |xla, +cK [lg(-,O)IL%n + [xlo, IlB|L$R]<+o°, per ogni te]j,

avendo, al solito, indicato con ¢ una costante che dipende dalla scelta
della norma |...|. Allora y & la soluzione nulla di (Lo) e pertanto da
(3.1) segue: -

t :
(3.2) x (1) =fY OY 1) g x (s)) ds, hh=t< + oo,
{o

Dimostriamo ora che la x, limitata su J, & la sola soluzione tale che
|x|o, =H in J*. ' _
Supponiamo, infatti, che oltre a tale x ci sia un’altra soluzione x
della (E), con [x]o, = sup [lx®| =H:
teJ*

i
(3.2) xO={Y®O Y1) g, x(s) ds, teJ*.
to
Posto & ()=x () —x (t), te]J*, si ricava
(33) EN={Y )Y (s) [g(s, x(s))—g (s, x (] ds,

%
to
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da cui:

| -
63) IE@IE [IY O Y O IE Ol 2ny 0 do=

3
t 1
a q
=c (t f Iy ¢ v~ (s)nqu) Aax],z sup [ @I,

essendo By Dinsieme dei valori delle funzioni appartenenti a 2y (cfr.
(2.6)). Tenuto conto della (hhhi) si ottiene:

(3.4) sup [[E O] = CK 1285l z sup € @),
€ percio: |
(.4 [1—cK IAB%, %] sup [IE )| = o;

ma, per il modo come & stato gcelto to*, risulta 1—cK |/13']L »>0; dun-
4 E R
que £ (£)=0, ciog x ()= x(t),ke]*.

OsSERVAZIONE II. Dalla dimostrazione del Teorema II risulta evi-
dente che la condizione necessaria continua a sussistere anche per
~ p=1; non altrettanto pud dirsi per la parte sufficiente, poiché la pro-
posizione 3 di [4], qui utilizzata per provare che la (hhhy) assicura che
I’equazione (E) ha una sola éoluzmne limitata, & valida soltanto se
1< p< + oo, ’ 1

Formuliamo ora la seguente ipotesi:

(hh") f(, x)eL"‘(]) per ogni xe AC (]),

essendo AC (]) la totalita del]e funzmm assolutamente continue su J e

a valori in R”, e indichiamo con F 1R"(] XMR™), 1=p=4 o, la totalitd
delle funzioni di an (JX R che verificano I'ipotesi (hh’)

Sussiste il seguente |

TEOREMA II1. Sia data I equazione differenziale (ﬁ) ove
|

gean (JX R™). Condizione «|necessaria » e « sufficiente » perché essa
abbia « tutte » le soluzzom limitate & che sia soddisfatta Uipotesi (hhhi).
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Per dimostrare che sussiste la parte necessaria ossetrviamo intanto
che, nelle condizioni in cui ci siamo posti, ¢ verificata (cfr. [4], Teo-
rema 1) la (hhh;). D’altra parte, poiché, in particolare, tutte le solu-
zioni di (Iy) sono limitate e risulta, quindi, X;=MR", X,={0}, la
(hhhy) si riduce per I'appunto alla (hhhm).

Per provare la proposizione inversa teniamo presente che da
(hhhi) discende la limitatezza di tutte le soluzioni di (Lo) (cfr. [4],
Teorema 2), cio¢ esiste un numero M >0 in modo da aversi:

(3.5) Y () =M _ per ogni te].
D’altra parte, se x & una qualunque soluzione di (E) risulta:

t

(3.6) x(@®=Y (t) x (to) + f Y ()Y 1(s) g (s, x (s)). ds, te f,

to
da cui, tenendo presente (3.5) e utilizzando (hh") e (hhhu), segue:

400 1
»
(3.6") lx O =M ||x (to)||+cK( fllg (s, x (N7 ds) ,
. to
ove c &, al solito, una costante che dipende dalla scelta della norma | ...|.
Il Teorema & cosi completamente dimostrato.

Formuliamo infine la seguente ipotesi:

(hhhh) esista una funzione peLq (J) tale che

lf &0l Se @ |lxll, per ogni (£ x)eJX R,

e indichiamo con @%n (Jx 1R")CF1R1; (JX R™), 1=p< + o0, la totalita
delle funzioni di F.an (J X R™) che verificano I’ipotesi (hhhh).

Sussiste il seguente

TEOREMA 1V. Sia data I’ equazione differenziale (']:f), ove

ge(b;zr. (J X 1R"). Condizione « necessaria » e « sufficiente » perché essa
abbia « tutte » le soluzioni limitate é che sia soddisfatta Uipotesi (hhhmi).

Per provare la condizione sufficiente facciamo osservare che anche
qui sussistono le relazioni (3.5) e (3.6) e che dalla (3.6), tenendo pre-
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sente (3.5), (hhhh) e (hhhm), segue:
t

’(3.7) llx || =M ||x ()] +fco @Y O Y6 |x @) ds=

to
t

=Mlx @] + sup [x @[ o © 1Y O Y @] ds=

to

=M |)x (t))| +eK sup lx )| lcole ,

da cui si ottiene facilmente

< Mlxw)

3.7 sup ||x ()| =
3.7 Io<s£t [l @ 1‘*CK|§0ILp

‘ N e 1
Poiché, spostando eventualmente f,, & possibile rendere |¢|L » < B

segue infine:

Ml @l _-
1—cK ]qo]L,,
R

(3.7") - el =
La condizione necessaria si prova come nel Teorcma ITI.

§ 4. Il nostro Teorema I contiené, come caso particolare, il Teo-
rema 1 di V. A. Staikos ().

E intanto ovvio che la nostra ipotesi (h) & implicata dall’ipotesi (i)
del citato autore (cfr. §2 ¢ § 1) '

i

©) Osserv1amo che il citato Téorema 1 di Staikos sussiste per 1< =p<L 4o
€ non per p = + oo, come invece risulta dall’enunciato.

Inoltre nel corso della dimostrazione & affermato: « Since a ﬁmte shifting
-does :not affect the substance of the ploblem without loss of generality, we

can assume that K is less than _L_M’_. i. e. <1 ». Poiché lo spostamento
L .
di to non pud garantire che diminuisca il valore della funzione m (¢, P,, P,), T’affer-

imazione & errata anche se con quello spostamento ¢ effettivamente possibile
rendere < 1.

6
i
i
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Per provare allora che la (h) & effettivamente pit generale dell’ana-
loga di cui in [5], illustreremo ora un esempio di una classe di equa-
zioni differenziali non lineari che non verificano I'ipotesi (i) mentre
soddisfano alla nostra (h). '
~ Pertanto, con il nostro Teorema si pud dedurre per queste equa-
zioni la limitatezza "delle loro soluzioni, laddove questa proprietd non
pud essere dedotta applicando i risultati di cui in [51. .. .

Consideriamo, dunque, I’equazione scalare: e

5 2 | |
(E) T—eOx=gtn), 1€ [h,+), >0,

alla quale & associata I’equazione lineare:

' ‘ dx
ry : ;ﬂ —a (t) x=0,

con a€ Lio (J), gEﬁﬁz (X R).
Come ¢ ben noto, I'integrale generale di (Lo) ¢ dato da:

4

X (t)=Cexpfa (?) d T,
to
. t ..

mentre una soluzione fondamentale & fornita da Y ()= exp / a(t)dr,

to
t

e risulta xeCo(J) se sup / a(7)d7 < + . In queste condizioni,
ted ,

fo ’ Lk .
« tutte » le soluzioni di (Lo) sono limitate e, quindi, il. sottospazio X
dei punti di R che sono valori per t=t, delle soluzioni limitate di
(Lo) coincide con 1R, mentre il suo supplementare & dato da X,={0}.
Pertanto, le corrispondenti proiezioni di IR su X; e X, sono P;=1 e
P,=0; si ha allora:
t 1
7 q
[/(exp/a(r)dr) ds} y 1=5¢g< o

f ]
(4.1) m (t; P, P)=m (t; 1,0)=/

t

sup exp/a(z')dz', g=oo,
to=s<t - N

8
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Se, ihvece, 1la (L¢) ha una soluzione non limitata, la sola sua Aso—_
luzione limitata &€ x=0. Si ha' allora X;={0}, X,= R,P,=0,P,=1 ¢
pertanto risulta: ‘

400 t

: 1
[](exp[a (r)dz'\)qu}q, 1§q<oo

8

(4.2) m(t; P, P)=m (t;0,1)=

sup exp (—fa(r)dr), g=oo
t<s<o0

t

Da qui si vede intanto che jper I’esempio da noi trattato potranno
essere presi in considerazione i nostri Teoremi. '

Se, in particolare, & a (f)=a= costante, t€], come ¢ noto la (L)
ha tutte le soluzioni limitate per a=0; mentre se ¢ a>0 1'unica solu-
zione limitata di (Lo) & x (£)=0. '

In questi casi la m (¢; P1,P2) si riduce a

. 1

i(1_e|qa(t—to» T <
(4.3) m (t; 1,0):; \ (—a) g ) y I=gs<e
\ 1 g=oo
se risulta a<0; si riduce a
1
(4.4) m (t; 1 o>=s““"t°)“” 1=¢<,
' ( o1 g= oo,
per a#O; infine per a>0 si ji‘iduce a
(31 1
/eiza(t—s) ds}q = (_1_)q , 1=g<o
(4.5) mE0,)=(1ty | 4 |
| sup e~9=1, | g=-co.
| (=s=co

Segue pertanto che se g (i, x) & una funzione che soddisfa alle con-
dizioni (h), (hh) e si prende per a>0

“46) K= (——) ,  1<p=eco,
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la (hhhi) del Teorema I & verificata: I’equazione studiata ammette allora
almeno una soluzione limitata per ogni geF 1’& UXR), 1<p=co.

Mostriamo ora che esistono effettivamente ampie classi di fun-
zioni g (¢, x) che soddisfano alla nostra (h), mentre non verificano la
(i) di [5]. Una di queste classi &, ad esempio, quella fornita da

47  gt=f@t-*,  a>0,xeR, te[t, + ), te>0,

con «f» a rapporto incrementale illimitato su 1R e limitato su ogni
intervallo limitato del reale come &, in particolare, la funzione f: x—x%

Infatti, limitandoci per brevitd a considerare nella “4.7) f (x)=x2
per ogni insieme « limitato » B R risulta:

llg (& ) —g &, )|
h
o |

=)s (1) per ogni (¢, x), (¢, y)€] XB,

con
As()=Apt™",  ApZ sup |x+y],
z,yeB

. ? 1
e risulta Age Ly (J), per p> —-

Poiché inoltre tali funzioni soddisfano pure alla (hh), risultano
verificate le ipotesi del nostro Teorema, mentre la (i) di [5] non puod
essere soddisfatta poiché risulta: : \

.8 le@ =gl _ ) i jme,

[lx—yl]

e la funzione [x4y| non & limitata in . |

Per quanto riguarda il nostro Teorema III e I’analogo Teorema 2
di [5], vogliamo osservare che, pur non essendo agevole un loro con-
fronto, vi sono tuttavia ampie classi di equazioni differenziali che
soddisfano alla nostra ipotesi (hh’) e non alle (1), (i).

E allora possibile, applicando il nostro Teorema ITI, riconoscere
che queste equazioni hanno « tutte » le soluzioni limitate, mentre cid
non ¢ possibile ricorrendo al Teorema 2 di [5]. |

Classi di siffatte equazioni sono fornite, ad esempio, da:

d
(49)  Z—ax=f@) 1", a>0, telh, +w), £>0, xeR,

con « f» limitata e a rapporto incrementale illimitato su 1R. Tale ¢, in
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particolare, la « f » cosi definita: -

410) frxe>f@=sinny, 2(1—1) 1Sx=2nm, n=1,2, .

i
|
i
|

comie’ Sl verifica’ facilmente. |
Perché'l¢ ipotesi del nostro Teorema I1T siano tutte verlﬁcate ba-
sta allora assumere (cfr. (4.3)):

1

| —

( 1 )ql se 1<.<: a<04

' se p=1, a=0,
nei quali casi le equazioni sopra considerate hanno « tutte » le solu-
- zioni limitate. :

E appena il caso y di osservare che non &, invece, applicabile a
queste equazioni nessuno dei Teoremi -di [5], poiché, risultando:

4.8)

IIg(t,x>_=g(i,y)|l_,f(x) FO) | pn
le—yll

e fion essendo 11m1tato su R ﬂ rapporto mcrementale f(—)——i—@) ,non ¢

verlﬁcata 1’1potes1 (i) p1u volte citata.

Per quanto riguarda infine il nostro Teotema IV, l’esemplo ri-
~ portato qui sotto prova che la classe di funzioni presa in considerazione
in questo Teorema, oltre ad essere diversa da quella considerata nel
nostro Teorema III, & anche' d1versa dalla classe di cui al Teorema 2
d1 [5].

Invero se andlamo a considerare 1’equazione:

dw “a(t)x =f(x) t’z, te [t, + oo), >0, xeR

conla «f »:deﬁni’ta come segue:

(0 x=0
, a1
411) . frxef)=(xsin— 0< [x| =1
x13 sin 1 x| >1
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si vede facilmente che la f(t x)=f(x) t? soddisfa alla condizione
(hhhh), ma non alla (hh’) del Teorema III (basta per questo assumere,
per esempio, x (f)=£"), né alla (i) di [5]. '
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