APPROSSIMAZIONE SPLINE NEL METODO
DI COLLOCAZIONE PER IL CALOCOLO
DEGLI AUTOVALORI DI PROBLEMI LINEARI(*)

di ALFREDO BELLEN (a Trieste) (*¥)

SoMMARI0. - In questa Nota si considera il metodo di collocazione per il cal-
colo degli autovalori di alcune classi di problemi lineari le cui autoso-
luzioni sono approssimate mediante funzioni spline. E dato un teorema
di rappresentazione delle funzioni spline attraverso una base per la quale
il metodo risulta stabile.

SUMMARY. - The use of spline functions in the approximation of eigenvalues
of linear problems using collocation is considered. A convenient basis for
spline functions that is stable in practice is given.

1. Premesse.

In [1], [2], [3] ¢ presentato il metodo di collocazione per il
calcolo approssimato degli autovalori di problemi lineari del tipo:

(1) Lu—A Hu=0 uel
nei seguenti casi:
a)
m dm-—k :
L= k‘_‘.‘o pr (x) e S x)=1 pr (x)eC° [a, b]

(*) Pervenuto in Redazione il 16 settembre 1976.
Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per I'Informatica Ma-
tematica del C.N.R.

(**) "Indirizzo -dell’Autore: Istituto di Matematica dell’Universita - Piazzale
Europa 1 - 34100 Trieste.
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‘r(x)I  I= operatore identita
H= r(x)+0 r(x)eC’la, b[

r(x)M M= operatore integrale di nucleo F (x, &) limitato su
[a, b] X [a, D].

U varieta lineare inclusa in C™ [a, b] i cui elementi verificano, assieme
alle loro prime m—1 derivate, m condizioni lineari ed omogenee ai
limiti e tali che in U l’equazione u™ =0 ammette la sola soluzione
nulla.

b) L=I+E
E ed H operatori compatti di L, [a, b] in C° [a, b] ed U=1L, [a, b].

I metodo consiste nell’approssimare le autosoluzioni di (1) con
successioni di funzioni {P,(x)}..nx di U del tipo

2) O PW= 2w () o ()€U,

i=1

In altre parole, per ogni n si considera il problema (1) in un sottospazio
S, (CU) a dimensione finita generato da {g; (x)}:.’___1 e si impone
che il residuo
LP, (x)—A HP, (x)
si annulli su n punti
2a={", 1, ..., x,}

detti « punti di collocazione ». Tale condizione fornisce, per ogni n,
il sistema lineare

2 i [L o (5 — A H o (x™)]=0 j=1,2,...n

=1

nelle incognite a; ... @, che risulteranno non tutte nulle se e solo se
il determinante dei coefficienti & nullo

(3) Det |L g: (™) — A H g; (x;™)] =o0. ;z ;, ,Z

L’equazione (3) risulta una equazione algebrica di grado #n in 1 se



APPROSSIMAZIONE SPLINE NEL METODO DI COLLOCAZIONE ETC. 197

e solo se
“4) Det |H @; (x;)] = 0.

Risolvendo l’equazione (3) si trovano, per ogni n,p (n) radici reali
1(1") wee 1‘9"\’)") .
Se linsieme I dei punti limite delle successioni

{li(n): i:1, 2, e s P (n)}u eN

¢ incluso nell’insieme < degli autovalori di (1), allora diciamo che
il metodo converge; quando Y= o allora diciamo che il metodo
converge completamente.

In [1], [2], [3] ¢ dimostrato che quando S, ¢ il sottospazio dei
polinomi algebrici di grado al pit m+n—1 inclusi in U, sotto op-
portune ipotesi sugli operatori L ed H e sulla scelta dei punti di col-
locazione, il metodo converge completamente.

In questo lavoro ci si propone di studiare il caso in cui le auto-
soluzioni sono approssimate con funzioni spline e si ricercano condi-
zioni su queste ultime e sui punti di collocazione che ci garantiscano
la convergenza e la completa convergenza del metodo.

2. Approssimazione spline. Teorema di rappresentazione.

Consideriamo lo spazio d‘,g [a, b] delle funzioni spline S’ja di
grado k e nodi AS:{a:§o<§‘1<‘.§-‘2<...<§s<Es+1=b} cio¢ le fun-
zioni di classe C*~![a, b] che coincidono con un polinomio di grado
al pitt k su ogni intervallo (§;-1,&) i=1,..,s+1.

Quando i nodi sono fissati, C'js [a,b] & uno spazio lineare di
dimensione s+k-+41 rappresentabile univocamente [4] attraverso la
base {o:}:

(X—Ei)ﬁ_ i:1929 e s 8 (l)
o; (x)=

xhts+l-i i=s+1,s+2,..,s+k+1
quindi

] k
Y ———% Z i (x—&) + Z fix': ai€R, fieR .

x—EF x>

1 —E‘)k=
" = 4+ xSE‘




198 ALFREDO BELLEN

. . . . . k .
Per quanto concerne la rappresentazione di funzioni di ¢ 4, soddisfa-
centi a certe condizioni agli estremi a, b dimostriamo il seguente:

TeEOREMA. Sia U (cC™'(a, b)) linsieme delle funzioni soddisfa-
centi a m (<k) condizioni ai limiti lineari omogenee sulle prime m—1
derivate per le quali il problema u™ =0 ammette solo la soluzione
nulla.

Lo spazio CZ. [a, b] NU ammette una ed una sola base del tipo
@i (X)=(x—p)% +-pi (x) i=1,2,..,5+k4+1—m

dove pi (X)€mm-1 (), pi...prs1-m SOMO costanti scelte arbitrariamente
ma tali Che p1<p2<...<pk+1_de € pk+1—1n+i:§i i:1, con ,S.

DiM. Sia £ I'operatore lineare di C™-' in R™ che esprime le m
condizioni lineari ai limiti, cio¢ tale che .2 (r(x))=0 per tutte le
r(x)eU. L’ipotesi su U implica che il determinante del sistema di
ordine m

L(p (x)=0 %p (X)=ao-+a X+ tma xm-1

¢ non nullo e quindi per ogni i esiste un unico polinomio p; (¥)€m-1
tale che:

(x'—pi)_’;_ +pi(x)eU
cio¢ tale che

L((x—p)s +pi (D)= L(x—p)*) + L (p: (x))=0.

Infatti la matrice del sistema lineare non omogeneo dei coefficienti di
pi (%)
Lpi@xN=—2 (Ce—pi))
€ non singolare. |
Per verificare che le ¢;(x) sono linearmente indipendenti nel-
Pintervallo [a, b] consideriamo 1'uguaglianza

s+-k+1—m
(5) 2  yigi(x)=0. yi€eR.

=1

Nell’intervallo [a, pri2-m], ciot in [a, &1, la (5) si scrive:

® 7,1 ¢ linsieme dei polinomi di grado al piu m— 1.
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kE41—m stk 41—m
Z ri(x—p)+ T yipi(x)=0.

i=]1 =1
Applicando a quest’ultima il principio di identita dei polinomi rela-
tivamente alle potenze di x da m a k si ottiene 1’uguaglianza

k4+1—m

S yipi=0 t=0,1,..,k—m
=1
che pud essere verificata soltanto per vi=7:=..=¥r+1-m=0.

Nell'intervallo  [prs2-m, prs3—m] cioe [&1,&2], 1la (5), tenedo conto
delle ultime uguaglianze, ha la forma

8+k+41—m
Yi+2-m (x“Pk+2—m)k+ P yi pi (x)=0

i=1
da cui 7Yis2-m = 0. Cosi prbseguendo fino all’ultimo intervallo
Pkist1-ms Press2—m], cioé [&s, b] si ottiene

yi=0 i=1,..,s+k3+1—m.

Per dimostrare che le ¢: (x) costituiscono una base basta osservare che
la dimensione di C’js NU ¢ s+k+1—m. Imponendo infatti alla gene-

rica funzione di S 4, la condizione di appartenenza ad U

8 ke
.Q(Z a; (x—fi)'j_ + Z 6 x") =0
i=1 1

i==p

si ottiene il sistema lineare

=0 i=m i=1

.Q(mz_'qﬂ,- aa") = — ( g ,8,-.70") ——BV(ZS o; (4 — fi)ﬁ-)

che ¢ risolvibile rispetto a fo, f1, ... , Bm-1.i quali risultano determinanti
come combinazioni lineari dei rimanenti a; e f.

Il teorema rimane cosi dimostrato; si osservi che per m=0 esso

esprime una nota proprietd sulla rappresentazione delle funzioni spline
in un intervallo limitato (3).

(®) Vedi per es. [5] pag. 128.
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Fissata una rappresentazione per le funzioni spline appartenenti
k . . .
a ¢ 4, NU, rappresentazione che indicheremo ancora con

Pn‘: 2 a; Q; (.X'),

i=1

si considera una successione {L.}x di operatori d’interpolazione tali
che, per ogni n, L, associa ad ogni f(x)eC’ [a, b] una ed una sola

funzione spline S (x)eC’;’,8 che la interpola su una n-pla 2, di punti
di [a, b] e tale che

fim [[Ln f—flleo =0

ci0 che equivale ad essere

(6) [Lullo = sup ||Laflle <¢ ¥n.

“fHoo:l

A questo proposito la letteratura fornisce vari teoremi di convergenza
di schemi interpolatori mediante funzioni spline, ne citiamo alcuni
che riescono ben utilizzabili nel metodo di collocazione esposto al
punto 1. Il primo si riferisce a funzioni spline linari (k=1) [6].

TEOREMA 1. Sia {2.}n una successione di insiemi di punti del
tipo: |
Q= lo=a) <af) <..<al), <o =)

e {A.}n una successione di insiemi di nodi del tipo
An_2=982,— { xO(n), xn(n) }-

Detto L, loperatore che associa ad f(x)eC’[a, b] la funzione
spline S che la interpola sui punti 2., si ha
An——2

Lol =1 ¥n

e per |2 = max ]mgjpl——wg”)]—ao, si ha ||L.f—{f]le = 0.

Un teorema analogo vale nel caso di funzioni spline cubiche
(k=3) [6].

TEOREMA 2. Sia {$2.}n la successione di insiemi di punti del teo-
rema precedente e sia {A.}n la successione di insiemi di nodi cosi
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definita

n
B = 2= (ol 0, ), 2.

Detto L, loperatore che associa ad ogni f(x)eC’ [a, b] la funzione
spline 82,1_4 che interpola f (x) sui punti 2., si ha

| b1+ 2 g2 ¥n

2. ]

3 (1) ___ p(n)
mim|:101._l_1 x|

dove ¢,= .Se |gu < ¢ Nn, allora risulta L, unifor-

memente limitato e per ||Q.||— 0 si ha

[|Ln f—f]|eo—> 0.

3.

Ricordiamo che I’equazione (1), tipo @) risulta equivalente al-
I’equazione

(7) (T+T) u™—) K ytm=0 K=HoK

dove K e T sono operatori integrali di nucleo rispettivamente G (x, £)
(funzione di Green relativa all’operatore Au=u™, uel) e

m . am—i G (w’ E)
e e

v

L’equazione (7) pud essere considerata in vari spazi. Se, come in

[1] e [2], T e K sono operatori compatti di L, [a, b] in C°[a,b], a
maggior ragione sono compatti in C° [a, b] per cui, a seguito della (6),
risulta (%)

(8) lim ||(I—Ln) Ko = lim ||(I— L) T]|eo =0.

Quando I'equazione Lu=jf ammette, per ogni f€C® [a, b], una ed una

sola funzione in U (cid che implica essere 14T dotato di inverso con-
tinuo), I’equazione

9) ' (I+L,T) P =L, {

(*) Cir. [7], Lemma 15.4 pag. 212.
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¢ risolubile univocamente per tutti gli #» da un certo np in poi () il
che ¢ equivalente ad essere risolubile per ogni n>mn, il sistema lineare

(10) Z Lot ar=f (™) h=1,2,..,n

k=1

E opportuno rilevare che I’equazione tra (9) e (10) si ha nel caso
che loperatore L, sia iniettivo. In queste condizioni risulta infine
I4+L, T dotato di inverso uniformemente limitato.

LEMMA 1. Supponiamo che per ogni feC®[a, b] Uequazione
Lu=f ammetta in U una ed una sola soluzione. Sia ¢, (x) una succes-
sione di funzioni continue in [a, b] tali che |les||co=>0. Detta Q, la

funzione spline appartenente a CZ‘“2 NU, con 2, e An_; fissati come

—_

nel teorema 1 in numero sufficientemente alto da avere

(11) LQ.=¢, su 2y,

risulta
lim ||Qul|ee =0.

Osserviamo innanzitutto che la funzione Q, (x) esiste ed & unica.
‘Per il teorema del n°2 essa sard del tipo

Q.= g: ai [(x—p_i)‘f"‘ +pi (%)]

1=1

p:i (x)en™ !, pi<p,<a. Quindi la funzione spline Q. appartiene a
?’tf,j”‘z[a, b] e, prendendo I'operatore L, definito nel teorema 1, I’equa-

-zione (11) risulta equivalente a
. (I+Ln T) Qn(m):Ln En

che, tenuto conto della nota (5), risulta risolubile univocamente da

() Cido ¢ vero quando per ogni n la funzione spline P,(m appartiene ad
un sottospazio di dimensione n (‘C’A"1 s=n—k—1) tale che la .successione
[
{CZ‘},EN ¢ definitivamente densa in C° [q, b]. Ciog MieC [a, b]"lj:t; d({f, C’Z‘)=0.
Tali sono ad esempio 4‘2 e C?’A dei teoremi 1 e 2. Cfr. [7] Teorema 15.3
2 n—.

"n— 4

pag. 210.
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ny in poi. Determinato univocamente Q,™, si ha

Qn(m) - (I+Ln T)-l Ln En
e quindi

Q5 oo < 1 (T 4 L T oo || Lin [Joo || & |Joo —> O.

Tenuto conto infine che Q,=KQ,™, si ha lim||Qu||e =O0.

In maniera analoga si dimostra il seguente:

LEMMA 2. Nelle stesse condizioni del lemma 1 sia Q, la funzione

spline appartenente a CT’;ZH U, con 2, e An_4 fissati come nel teo-

rema 2 in numero sufficientemente alto da avere

L Qn=¢, su 2.
Risulta allora: _
lim [|Q4|}e =0.

4. Teoremi di convergenza.

Nella risoluzione del problema (1)-a) applicando il metodo di
collocazione e approssimando le soluzioni con funzioni spline del tipo

indicato nel lemma 1) o nel lemma 2), valgono i seguenti teoremi
di convergenza.

TEOREMA A. Se per ogni fe€C® [a, b] lequazione Lu=§f ammette
in U una ed una sola soluzione, il metodo di collocazione converge.

La dimostrazione & quella del teorema 1 in [1] dove le funzioni
@i (x) sono quelle indicate all’inizio di questo numero. Basta osser-
vare che anche il sistema di funzioni spline ¢ ..., pud essere orto-
normalizzato in L, [a, b] nel sistema ¢ ... ¢ e che, come abbiamo gia
osservato, gli spazi generati dalle ¢, ... 9., e quindi da ¢, ... g,
costituiscono una successione definitivamente densa in C° [a, b].

TEOREMA B. Se oltre all’ipotesi del teorema A accade che la
funzione r (x) S (x, £) (©) é limitata sul quadrato [a, b] X [a, b], allora
il metodo di collocazione converge completamente.

G(x,8) se H=r(x)I
(6) S (zx, E) =
F(x,£) se H=—r(x) M.
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Valendo le ipotesi del teorema precedente, basterd dimostrare
che 9 A. Sia 1*€J e sia {l( ‘)}JEN tale che lim /1("‘) =A1* a cui

B*OO

si associa la successione di funzioni spline {Pu,}scx del tipo indicato
all'inizio di questo numero che risolvono il sistema

LP”S - AS:::\ r ‘P"G' == 0 Su Q"‘ .

Si puo sempre scegliere la successione in modo che sia

| P\ lo =1 per ogni s.

Posto
i¥ p
Q"s = AS" ) e
si ha
(12) L @y, (x) — A* 7 (x) @ (@) = en, (x) 81 .Q,,‘9
dove '
(13) &n, (@) = (aﬁj:" — *) 1 (@) Q. (@).

Per il modo in cui & stato definito Qu, si ha inoltre

A*

(ng)
l'ns

14 1| Q% lloo =

Scriviamo (12) nella maniera‘ equivalente
15 I+ Ln,T) Q%) —#* Ly r K Q7 = Ly, e, .

Per la limitatezza uniforme di Q’f,':) in C° [a,b] e quindi anche in
L, [a, b] & possibile estrarre una sottosuccessione {Qf,'f) }sew debol-

mente convergente in L, [a, b] e poiché gli operatori integrali rKeT
sono compatti come operatori di L, [a, b] in C° [a, b], allora le suc-

(m)

oy (M) .
cessioni {rK Q,1 Ysew e {T Qs }sen convergono fortemente in

C° [a, b], ciot esistono due funzioni continue f e g tali che

. ~ _(m) .
(16 lim|rKQy — /=0 lim|T¢); —gl=0.
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Essendo poi

(m) (m)

> ~ _(m) ~s  (m) ~
” L“;r KQ _f”“’ = ” L":rKQn: - rKQ:fz + r K Qn; __f”"og

= ” (I_ L”;)r K”°° ” Qn; ”°° + “ TKQ": —f”°°

(m) (m) (m) (m)
| 23 TQ = gl = | B TQ3 — TQ,7 + TQ2 — ¢ <

<[ —L) Tl | @y llo + [ Q3 — Il

per le (16) e per le*(8) si ha

o (m) (m)

(17) llm || L,,: r ki Q”* —f”oo =\ lim “ L,,;‘ T Q"* —9 ”oo = 0.
8 8 8 &
Poiché Q,x =K Q:;) , la (13) diventa

"* . hacd (m) -
ey (@) =T — 1) r @) K Q. ()
”8
(ng)
e per le ipotesi fatte sulla successione {/15,,: }sew e per la compattezza
di rK si ha
lim || ¢, |l = 0.
8

Per la (15) e la (6) si ha inoltre

(m)

(m) ~ (m)
” Qn;‘ + L”; TQM;‘ —* L": r K Q

*
He

”OOS ” Ln:”oo “ Gn:“oo——) 0
per 8-— oo

che, in virtt delle (17), ci consente di concludere che esiste una
funzione continua v tale che

(18) tim || Qs — V|| = O.

La funzione v, che risulta non nulla dato che, per la (14), &
lim HQf:)Hw:l, per la continuith di 7K e di T risolve I'equazione
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(7) con A=2A*%
(19) | (A+T)v—2*rK v=0
e quindi, per il modo in cui sono stati definiti K e T, la funzione

u* di U

b

(20 u*=Kv=fG(x,§)V(§) d§

a

risolve il problema (1) per A=A*
Lu*—A* ru*=0 u*eU.
Poiché vale I'ipotesi del teorema precedente, v+0 implica (I+T)<0
e, per la (19) e (20), sara u*=+0 e quindi 1*€«A.
5. Approssimazione delle autosoluzioni.
Per il modo in cui & stata definita la funzione Q. (x) e per la
(18) riesce lim HP,::) — |l =0 € quindi, per la (20),

lim || P'flm — u*m ||, = 0,
s 8

Tenuto poi conto che per ogni ueU

b

u(x)=fG(x, Eum (€)déE

a

si ha
b kg E
(m—F) m— 0" G (x, §) (m) ,
127" — e o [ | Z R0 g 2 o,
a .
e quindi
—k
lim || P — W o= 0  k=1,9, .. m.
. s

Si osserva dunque che approssimando le autofunzioni del problema
(1) -a) con particolari funzioni spline, anziché con polinomi algebrici,
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si ottiene in pill la convergenza uniforme su [a, b] ariche della deri-
vata m-esima di P,* alla derivata m-esima dell’autofunzione u*.

"S

Cio & vero pilt in generale per ogni proiezione L, tale che

lim ||Ls f—flls =0.

6. Approssimazione numerica degli autovalori.

Per quanto riguarda I’approssimazione numerica degli autova-
lori, il metodo & stato provato sul problema differenziale del IV ordine

| az x\3 d%u x
en WK“‘?) W]‘l(l“‘z‘)“"
‘2 (0)=u(l)=u"0)=u"(1)=0

gia trqttato in [1], approssimando le soluzioni con funzioni spline

. . . . (1g) .
cubiche. Si osserva che le successioni {/1,-“2 }s convergono agli "auto-
valori A; pilt lentamente rispetto al caso dell’approssimazione poli-

nomiale, ma d’altra parte per ogni n, dette 1, ... /1232 le soluzioni della

equazione di collocazione (3), gli errori [A;— 2| subiscono, al crescere
di i, una caduta di precisione meno sensibile.

Nella seguente tabella sono riportate le prime 6 radici dell’equa-
zione di collocazione ottenuta per =8 nel caso polinomiale (I) e nel
caso spline (II), i valori esatti (*) dei primi 6 autovalori di (21) e gli
errori percentuali nei due casi.

I 50,71638 838,012 4211,40 13484 32165 99800

11 50,71730 837,836 4213,16 13220 32591 76514

autov. 50,71623 838,209 4222,25 13306 32432 67185
% —1 0,00029 0,023 0,257 1,34 0,82 48,7
% —I1 0,00211 0,044 0,215 0,64 049 13,9

() Sono considerati esatti i valori ottenuti in [1].
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