EINIGE BEMERKUNGEN ZUM MASS-
UND KAPAZITATSBEGRIFF BEI CARLESON-
MENGEN (*)

von HANS STEGBUCHNER (in Salzburg) (**)

SoMMARIO. - Si assegnano delle condizioni affinché certe classi di insiemi per-
fetti ( di tipo cantoriano) siano insiemi di Carleson. Inoltre si costrui-
scono degli insiemi di Carleson con finita od infinita misura g-dimensionale
di Hausdorff e capacita positiva.

SUMMARY. - Conditions for some classes of perfect sets (of Cantor type) are
given to be Carleson-sets. Carleson-sets with finite and infinite g-dimen-
sional Hausdorff measure and positive capacity are constructed.

Es sei D={z: |z| <1} die offene Kreisscheibe und T={z: |z| =1}
der Einheitskreis in der komplexen Ebene. Eine abgeschlossene Teil-

menge E von T mit linearem Mass Null heisst Carlesonmenge, wenn
die Reihe

1y Zl,logl,

konvergiert. Dabei werde T\E als Vereinigung offener Kreisbogen
I, mit Léange [, dargestellt.

Carlesonmengen spielen eine grosse Rolle bei Eindeutigkeitspro-
blemen holomorpher Funktionen, was in den nichsten beiden Sitzen
zum Ausdruck kommt:

SATz (siehe [2]):
« Es sei Ao die Klasse der in D holomorphen Funktionen f(z)=
=a+arz+... die auf D=DUT einer Lipschitzbedingung der Ordnung

(*) Pervenuto in Redazione il 29 aprile 1975.
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Salzburg, Petersbrunnstrasse 19, Austria.
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a (0<a=1) gehorchen oder fiir die eine Abschiitzung der Gestalt
las| = 0 (n"?) mit p>1 erfiillt ist. So ist eine abgeschlossene Nullmenge
E von T genau dann Eindeutigkeitsmenge fiir die Funktionen aus As,
wenn die Reihe (1) divergiert ».

Mit anderen Worten gilt somit: « Eine abgeschlossene Teilmenge
E von T mit linearem Mass Null ist genau dann Nullstellenmenge
einer Funktion f (z)5=0 aus Ao, wenn die Menge E eine Carlesonmenge
ist ».

In [5] wurde der Begriff « Carlesonmenge » verallgemeinert.
Bezeichnen wir mit A (w) die in D holomorphen Funktionen f (z),

welche auf D die Funktion w (§) als Stetigkeitsmodul besitzen, so
nennt man eine abgeschlossene Teilmenge E von T mit linearem
Mass Null « verallgemeinerte Carlesonmenge zum Stetigkeitsmodul
w (8) », wenn die Reihe

(2) 2l log w (1)

konvergiert. Ist w (5)=0 (5) mit 0<a§1, so stimmen veraligemeinerte
Carlesonmengen und urspriingliche Catlesonmengen iiberein. Dazu giit
folgender Satz:

SATz (siehe [5]):

« Es sei (w (6))"=0 ((log6)™") mit N. W bel. Eine abgeschlossene
Teilmenge E von T ist genau dann Nullstellenmenge einer Funktion;
f(2)%£0 aus A (w), wenn E eine verallgemeinerte Carlesonmenge zum
Stetigkeitsmodul w () ist ».

Anschaulich gesprochen darf also eine Carlesonmenge in mass-
theoretischer Sicht nicht «allzu gross » sein (lineares Mass Null)
und in geometrischer Sicht nicht « allzu verstreut » sein (Konvergenz
der Reihe (1)). Betrachtet man nun das Hausdorff (bzw. Hausdorf-
Besicovitch) Mass mit der massbestimmenden Funktion 4 () einer
Carlesonmenge E, so wird man sich genauere Aussangen iiber das
h-Mass von E erwarten diirfen. Wie aber die anschliessenden Beispiele
zeigen, darf man nicht aus der Tatsache, dass E A-Mass Null besitzt
fiir eine massbestimmende Funktion # (f), welche beliebig langsam
gegen Null strebt, erwarten, dass dann E bereits eine Carlesonmenge
ist. Die Konvergenz der Reihe' (1) erweist sich also selbst bei « sehr
diinnen » Mengen als starke Einschridnkung. Jedoch ist es mdglich,
eine Aussage in der anderen Richtung zu machen. Strebt die massbestim-
mende Funktion % (f) «geniigend rasch» gegen Null fiir t—0, so
ist eine Menge E positiven h-Masses sicher keine Carlesonmenge mehr.
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Wir wollen folgende Bezeichnungen verwenden: Ist A eine mass-
bestimmende Funktion, so sei mit H,(E) das Hausdorflsche Mass
mit der bestimmenden Funktion /4 (f) bezeichnet. Ist speziell 4 ()=
=t*(a>>0), so werden wir fiir das entsprechende a-dimensionale
Hausdorffsche Mass auch H.(E) schreiben.

Mit C (E) wollen wir die logarithmische Kapazitit der Menge
E bezeichnen und mit C, (E) die Kapazitit der Ordnung a. Fiir
Details in dieser Richtung siche [1].

Folgende Tatsachen werden wir spiter verwenden:

Sind g(#) und h(f) zwei massbestimmende Funktionen mit
g=o(h) (fir t— 0), dann gilt:

Hy (E)< 0o = H, (E)=0

(3)
H, (E)>0= H, (E)=+4 o

Diese beiden Aussagen sind dabei untereinander #quivalent.

Ist E eine beschrinkte Borelmenge, so gilt: H,(E)=0=C.(E)=0.
Ist H, (E)>0= Cz (E)>0 fiir alle f<a.

Mit Hilfe des nachstchenden Satzes konnen wir zeigen, dass es
« sehr diinne » Mengen gibt, die keine Catrlesonmengen sind.

SATtz (siehe [3], pp. 149):

\

« Zu jeder massbestimmenden Funktion h (t), fiir die tlim @=

—~0
=+ oo ist, existiert eine Menge EC[0,1] mit Hy(E)=0, sodass E
keine Carlesonmenge ist ».

Es sei hier kurz die Konstruktion der Menge E erwihnt, die
sich an Carleson [2] anlehnt:

Sei Eo eine Menge mit Hj (E))=0. A sei eine abzihlbare Menge
aus [0,1] und [0, 1]1\Ey=UI,. A sei ferner so gewihlt, dass die
Reihe Z1I,log® (I)=—o0 ist mit I,= [I,] und einer bestimmten
Funktion @ (f), die in Abhéngigkeit eines Masses © zu wihlen ist.

Sei nun E die algebraische Summe der Mengen Eo und A (E
besitzt dann wieder A-Mass Null), so ist E keine Carlesonmenge.
Wiéhlt man schliesslich die Funktion @ (f) auch noch geeignet in
Abhingigkeit eines Stetigkeitsmoduls w (8), so ist E keine Carleson-
menge zum Stetigkeitsmodul w (J).

Als Folgerung dieses Satzes konnen wir also sagen, dass es A-Null-
mengen fiir Funktionen £ (), die beliebig langsam gegen Null streben,
gibt, die aber keine Carlesonmengen sind. Nach obigen Bemerkungen
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gibt es daher auch Mengen E mit C (E)=0 und C (E)=0 mit 0<a<1.
Speziell gibt es zu jedem a mit 0<a<1 a-dimensionale Nullmengen,
welche keine Carlesonmengen isind.

Als Umkehrung werden wir nun aber Carlesonmengen E kon-
struieren, welche unendliches logarithmisches Mass (d. h. A-Mass mit

1\ ; . .
h(H= (logT) und unendliches o-dimensionales Mass (0<a<1)

besitzen.

Als erstes Beispiel wihlen wir eine Verallgemeinerung der
Cantormenge:

Sei po=1, pi, ps, ... eine Folge positiver Zahlen mit p,>p>1
fir v=1,2,.... Von Einheitsintervall E (p)=[0, 1] entfernen wir nun
ein offenes Teilintervall B," der Linge 1—1/p; so, dass an beiden
Enden von E (p)) je ein abgeschlossenes Intervall G,'(v=1,2) mit
Liange 1/2p; tibrig bleibt. Sei E (po p1)=Gi'UG,..

Diesen Prozess setzen wir nun mit jeder Komponente G,! von
E (pop1) fort: Wir entfernen von jedem G,! ein offenes Teilintervall
B,! so, dass an beiden Enden eines jeden G,! zwei abgeschlossene
Intervalle G,*(u=1,2,3,4=2% mlt gleicher Lénge 1/2%p, < tibrig

bleiben. Sei wieder E (po p1 p2)= U G.*.
u=l1

Nach n Schritten erhalten wir so eine abgeschlossene Menge
E (pop1 ... pn) welche aus 2" disjunkten abgeschlossenen Komponenten
G,"(v=1,2,...,2") besteht, jede mit Ldnge 1/2" p; ... p.. Die Gesamt-
linge von E (pop: ... p») ist somit (p;p:... pn)~.

Sei nun E= N E(popi..py). E ist dann eine abgeschlossene,

Ir=1

nirgends dichte, perfekte Menge, welche die Michtigkeit des Kontinuums
besitzt. Da E durch das Mengensystem E (po p; ... p,) mit Gesamtlinge
(p1p2... po)~t iberdeckt wird und (pip;... po)'<p~" ist, ist daher
E eine Menge von linearem Mass Null.

Es sei nun E=e¢E={z: z=¢", x, E}. Das Komplement T\'l:f setzt

sich dann aus offenen Kreishogen B’={e¢': 1<t<2r}, B,> =e By

zusammen: k aus N, v=1,2,..,2"!. Die Lingen dieser Kreishtgen
‘ 1 .

seien mit I’=27—1 und IJ‘::(]— E—)/(Zk_l P1 P2 ... pe-1) bezeichnet,

, f .

Bilden wir damit nun die entsprechende Reihe (1), so erhalten wir

1 1 I 1
, = = (27 — ~l.y, log —
2 ljlog ? (2~ — 1) log Y +k£'l2 7 log -
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1 1
mit 7, = 1 ——j.
£ gk Py Py eee P ( Pk)

1
Auf Grund der Monotonieeigenschaften von xlog - fiir hinreichend

kleines x erhalten wir somit:
1 0
% I;log - = const. + const. X p'~*log (2p)*~'=
b Je=1

o L
= const. -+ const. 2 — < oo,

r=—1]

Damit ist E eine Carlesonmenge.

Es sei nun £,=Q"p;..p.)"" und n(f) eine stetige monoton

an 1 1
. . g _ > .
fallende Funktion von ¢, fiir die n (f;)=k und at ="t ‘log 2p

gilt.

t . . .
(Z. B. kann man n (t)=k+ ]og——t’i/logf—'— flir t,>t>t,1 wihlen).
k41

Mit der Funktion n (f) definiert man dann die Funktion A ()=
=2"""_1n [4], pp. 154 wird dann gezeigt, dass die oben konstruierte
Menge E positives endliches A-Mass besitzt: 0<H) (E) < oo.

Konstruiert man umgekehrt die Menge E so (wieder nach obigem

1 1 1\
Konstruktionsprinzip), dass & (f)= (Iongong ... logs T) wird

(log; x sei dabei der s-fach iterierte Logarithmus, s>1 ganz), so
besitzt E harmonisches Mass Null (und damit auch logarithmische
Kapazitit Null), endliches positives h#-Mass und unendliches logarith-
misches Mass.

Als zweites Beispiel betrachten wir nun eine Menge E, die mit
einer Verallgemeinerung des obigen Konstruktionsprinzipes zu erhalten
ist:

Sei dazu no=1, m, n,, ... eine Folge natiirlicher Zahlen mit n;=2
fir i=1 und ro=1,r,rs, ... cine Folge monoton abnehmender, posi-
tiver Zahlen, welche der Ungleichung

(4) 2"1' Ty < Yy—1

gentligen.

Wir gehen wiederum vom Einheitsintervall E (no, r0)=1[0, 1] aus
und entfernen davon m;—1 gleich grosse offene Intervalle der Linge
To— My

1 50 dass insgesamt n; abgeschlossene Intervalle G,'(v=1,...,n)
—
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mit gleicher Lénge r, iibrig bleiben. Sei E (1o m, ror)= U G,!. Mit

yaz=]

jedem G,! wird nun dieser Prozess wiederholt mti n, und 7. Nach
k Schritten erhalten wir daher eine abgeschlossene Menge E (nony ...
vl ToTi 12 ... 1), welche aus mym;...n.  abgeschlossenen disjunkten
Komponenten mit Linge 7. zusammengesetz ist.

Sei nun wieder E= N E(noni...m, rori... 1), E ist dann wieder
eine abgeschlossene perfekte Menge. Wie man sofort sieht, bildet das
Mengensystem E (1971 ... 11x, rots...7:) eine Uberdeckung von E mit
totaler Lénge ni1m; ... neri. Wegen (4) ergibt sich daraus, dass my7,...

v M 1 <27 ist, woraus wieder folgt, dass E lebesguesches Mass Null
hat. ‘

BEHAUPTUNG:

Es sei E wie oben konstruiert. Die Folge der r: bildet dann
notwendiger Weise eine konvexe Folge, d. h. es gilt

21 =1 Tra1

Gilt zusidtzlich, dass die Folge s; ebenfalls konvex ist mit sp= log r,
so ist E eine Carlesonmenge.

Um diese Behauptung zu zeigen, bendtigen wir vorerst eine
weitere Charakterisierung von Carlesonmengen, wie sie in [3] und
[6] angegeben werden.

LEMMA (siche [3] p. 148 oder [6]):
Es bedeute N. (E) die Minimalzahl von Mengen in einer Uber-
deckung von E durch Mengen, deren Durchmesser kleiner oder gleich

2¢ ist. Die Menge E ist dann und nur dann eine Carlesonmenge,
wenn das Integral

1
5) [ N, (E) dt
0

endlich ist.
Man iiberlegt sich nun leicht, dass das Mengensystem E (1 7 ...
«Hr, ToT1... 1) eine minimale 7./2-Uberdeckung bildet. Es ist somit

Nrklz (E)=n1 n...nNy.

Damit erhalten wir nun die Abschitzung
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1 Tk—1
f Ny (B dt= 3 f Nip (B) U= 5 (s = v Ny (B) =
= =1
0 Tl

(1‘k_1 - ‘Vk) Ny Ny oee Ny == > ag .
1 k=1

Mg

Auf Grund der Konvexitdt der Folge der si= logr: erhalten wir

Tk Yre—1 S e Ve— T4

= — =1
Y41 T Y41 V-1 — T
und damit schliesslich die Abschitzung:
Qpi) Tig — Vit e  Vp—Tp4 _ 1
= Mg = . - =<1
a Y1 — Tk 2Vq1 Th—ey — Vi 2

Wegen (5) ist daher E eine Carlesonmenge.

Bermerkung: Die Konvexitdt der Folge {logr:} ist jedoch keine
notwendige Bedingung dafiir, dass E eine Carlesonmenge ist, wie
folgendes Gegenbeispiel zeigt:

a’f

Sei nmr=k und rkzic-!—ﬁk—Jrl mit 0<a<1.

Nach [4], p. 126 gilt nun, dass E positives harmonisches Mass (und
damit auch positive logarithmische Kapazitit) besitzt, wenn die Reihe

® log1/r,
(6) > og 1/,

k=1 My Mg ooe M

konvergiert. Dies ist fiir die eben angegebene Folge der m; und r
erfiillt, wie man sofort nachpriift.

Wir werden nun Mengen E angeben, die ebenfalls unter dic
oben konstruierten Mengen E (oni..ni, fori..ry) fallen und fiir
die die Konvergenz der Reihe (6) auch notwendig dafiir ist, dass E
positives harmonisches Mass besitzt.

BEHAUPTUNG:

Gegeben sei eine Folge {m.} von natiirlichen Zahlen grosser
gleich 2 und eine Folge nicht negativer Zahlen r:, welche der
Bedingung (4) geniigen. Ferner sollen die 7: noch zusitzlich einer
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Wachstumsbedingung unterworfen sein:
(r)' =riy fiir alle k=ky mit e>0 bel.

Konstruieren wir nun die Menge E wie oben, so besitzt E genau dann
positives harmonisches Mass (und damit positive logarithmische Kapa-
zitdt), wenn die Reihe (6) konvergiert.

Wegen [4] p. 126 brauchen wir nur noch eine Richtung beweisen.
Wir wollen dazu annehmen, dass (6) divergiert. Aus der oben ange-
fihrten Wachstumsbedingung ergibt sich sofort die Existenz einer
positiven Konstanten, sodass log r:_; — log ri = const. log 1/ giit,
Damit erhalten wir nun

1 T}C—-l

dt - dt 2 log 1/ry,
= 2 (n, ng...n)"1 - [ — =const., 2 —=2"1° — o
0 L

Wegen [1], p. 30 miisste dann aber E logarithmische Kapazitdt Null
haben, was einen Widerspruch bedeutet.

Als Beispiel einer Folge ri, welche die oben angefiihrten Wachstums-
bedingungen erfiillt, kann man @?® mit 0<a<1 wihlen. Ist =21,
so priift man leicht nach, dass E eine Carlesonmenge ist.

Wird werden nun im néchsten Schritt Carlesonmengen konstruieren,
deren a-dimensionales Hausdorffmass unedlich ist fiir O<a<1 bel.
Sei dazu O=m<m:< .. <Ny <9, =1—¢ mit einem (>0, das
gleichzeitig folgende Ungleichungen erfiillt:

C<my, C<m—12 0, E<Ny — 0oy .
Wir definieren nun eine Abbildung v (j): [0,1] — E (j) durch
v () x)=x-C+n; fir j=1,2,..,v.

Die E (j) sind dann abgeschlossene disjunkte Intervalle der Linge ¢.
Die abgeschlossenen Intervalle E (ij, is, ..., 1) definiert man nun als
Bild des Einheitsintervailes [0,1] bei der Hintereinanderausfiihrung
der Abbildungen v (i;):

E (i1, iy oo, i)=v (i) v (&) ... v (i) [0, 1].

Sei nun E®= U E (iy, ..., ix).
: 1=i5 <v
=1, ..., k
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E™ besteht dann aus v* abgeschlossenen disjunkten Intervallen
der Linge (.

Sei schliesslich E= N E®,

k=1

Die Menge E wird gewdhnlich als homogene perfekte Menge
vom Typ (v,{) bezeichnet.

Das Lebesguesche Mass von E ist wiederum Null, da ja das
System der E® eine Uberdeckung von E mit Linge (v€)* bildet. Nach
Voraussetzung ist aber v <1, sodass also die Gesamtldnge der Uber-
deckungsmengen fiir Kk — o« gegen Null strebt.

Fiir die homogenen perfekten Mengen vom Typ (v,{) gilt nun
log »

die interessante Tatsache, dass fiir v {*=1, d. h. fiir a= oot

O0<H,(E)<oo.

Bemerkung: Ist v (.31, so kann das a-dimensionale Hausdorffmass
von E nur Null oder unendlich sein.

Man iiberlegt sich wieder ohne grosse Miihe, dass N, (E)=v* ist

I
fir e= - und k=1 bel.

gilt:

Wie oben leitet man daraus wieder ab

1 gh—1
f Ny (Bydt = [ Ny (B)dt < 5 (%) — (9 N, (B) =
k. k
0 Lk

=1—1{) - Ztk1.9% < co.
k

Daraus folgt aber, dass alle homogenen perfekten Mengen vom Typ
(v,{) Carlesonmengen sind.

Es sei num 0<a<1 bel. gewdhlt und wir wihlen dann ein f
mit a<fi<1.

Bemerkung: Gibt man § und v bel. vor, so ist { durch die Gleichung
v{*=1 eindeutig bestimmt. Wie man leicht nachrechnet ist v (<1
ebenfalls erfiillt, sodass stets %, ...,7,—1 so gewihlt werden konnen,
dass die fiir { geforderten Ungleichungen erfiillt sind.

Es sei nun v {# =1; die homogene perfekte Menge vom Typ (v, )
besitzt somit endliches positives f-dimensionales Hausdorffmass. Wegen
t? =0 (t*) folgt nun aus (3), das H, (E)= o ist. .

Wir haben somit ein Verfahren kennengelernt, zu jedem o aus
(0, 1) eine Carlesonmenge zu konstruieren, die unendliches a-dimensio-
nales Mass besitzt. Carlesonmengen konnen somit in masstheoretischer
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Sicht relativ « grosse » Mengen sein. Man kénnte nun - vermuten,
dass man zu jeder massbestimmenden Funktion £ (#), fiir die

h (1)

1 -

t—0

gilt, eine Carlesonmenge positiven A-Masses finden kann.’ Im nédchsten
Satz wird aber gezeigt, dass dies nicht der Fall ist.

SATZ: ‘
« Es sei w (f) eine differenzierbare Funktion, die fast iiberall mit
dem Stetigkeitsmodul w (t) einer gewissen Funktionenklasse A (Zu)

libereinstimmt. Weiters sei E eine Menge positiven h-Masses. Ist dann
nachstehendes Integral 4 o, so ist E sicher keine Carlesonmenge zum

Stetigkeitsmodul o (8) »

1

tw’ (t)
(7) | [ Y0 dt.
0

COROLLAR:
« Eine Nullmenge E mit positiven h-Mass ist sicher Eindeutigkeits-

menge fiir die Funktionenklasse A (5), wenn das Integral (7) diver-
giert ».

BEwEls: Es sei {U:}. eine Uberdeckung von E durch Mengen
mit Durchmesser kleiner oder gleich 2s. Auf Grund der Monotonieei-
genschaften der massbestimmenden Funktion £ (f) gilt somit

inf Zh (d (U))= inf Z £ (2).

Das Infimum auf der rechten Seite ist jedoch gleich N. (E)-h (2¢).
Nach Voraussetzung gilt nun

0< const. = lim inf Z h (d (U))= lim N.(E)-k (2¢),

e—0 T E—+0

woraus fiir hinreichend kleine ¢ die Abschitzung

= const. Nyjz (E)

=
p—

(t)
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folgt. Damit erhalten wir aber

~ t. ’ t _A‘T E
ftJthz(E)legw(t).—_—_f o’ (t) Ny ( ) ar
0

1%

o (t)
0

tw’ (t) .
; const. fm dt = 00
0

Nun folgt aber aus der Divergenz von f t-Nt;z(E)dlogg(t) .nach

[5], dass E keine Carlesonmenge zum Stetigkeitsmodul 5(5) ist. Als
Folgerung erhdlt man sofort, dass E Eindeutigkeitsmenge fiir die

Funktionenklasse A (Z) ist.

Wihlen wir speziell 5(t)=0(t“) mit 0<a=1, so erhalten wir
als Spezialfall von (7):

di
Divergiert das Integral f X0 und besitzt E positives h-Mass, so

ist E Eindeutigkeitsmenge fiir die Funktionenklasse Ao, d. h. E kann
keine Carlesonmenge sein.

1 1
Wihlen wir nun speziell h(t):t-logT... logs—t~, wobei wir
mit logsx den s-fach iterierten Logarithmus bezeichnen wollen, so
h(t
divergiert [ —La(z—) und wir erhalten:

Es gibt keine Carlesonmengen mit positiven A-Mass fiir die
Funktionen

1 1
h (H)=t-log - log; -

fir alle s aus ), aber es gibt zu jedem >0 Carlesonmengen mit
unendlichem A-Mass fiir A (f)=t—*.
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