SUL PROLUNGAMENTO DELL INTEGRALE (%)

di PaoLo LiusicicH (a Triésté) (**)

'SOoMMARIO. - Argomento di questa nota é il prolungamento dell’integrale. Si inizia
‘ con lintrodurre un nuovo tipo di convergenza, da noi chiamata convergenza
o-uniforme, e se ne dimostrano alcune utili proprietd. Utilizzando questo
‘tipo di convergenza, si costruisce, seguendo lindirizzo funzionale -di -Daniell,
a partire da una -assegnata classe S di funzioni reali definite su di un
insieme X e da un integrale I, definito su S, la classe delle funzioni inte-
grabili e il prolungamento déll'integrale iniziale. Una tale classe risulta
‘essere chiusa rispetto alla convergenza g-uniforme. ‘Infine si ‘fanno alcune
considerazioni nel caso in cui X coincide con un compatto dell’asse reale.

SUMMARY. - In this paper we study the extension of the integral. We introduce a
new -type of convergence, called o-uniform, and we prove some useful
properties. By means of this type of convergence and following the lines
of the Daniell theory, we defihe the class of integrable functions and the
extension of the integral I, ihitially defined on a given class S of real-
valued functions on X. Such a class is closed with respect to the g-uniform
convergence. Some remarks dre added for the case in which X is a
compact set of the real line.

Argomento di questa nota & il prolungamento dell’integrale. Si
inizia con l'introdurre un nuovo tipo di convergenza, da noi chiamata
convergenza o-uniforme, e se ne dimostrano alcune utili proprieta.
Utilizzando questo tipo di convergenza, si costruisce, seguendo I’indi-
rizzo funzionale di Daniell, a partire da una assegnata classe S di
funzioni reali definite su di un insieme X e da un integrale J, definito
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su S, la classe delle funzioni integrabili ed il prolungamento dell’inte-
grale iniziale. Una tale classe risulta essere chiusa rispetto alla conver-
genza o-uniforme. Infine si fanno alcune considerazioni nel caso in.
cui (X coincide con un compatto dell’asse reale.

1. Sia S una classe di funzioni reali aventi tutte come dominio
I'insieme X. Indichiamo con N Il’insieme dei numeri naturali e con R
I'insieme dei numeri reali. Sia S uno spazio di Riesz, ciog:

L1 1, geS, 'a, beR‘=>af+bgeS.

1.2. feS= |f| €S.
Sia definito su S un integrale di Daniell, cioé un funzionale reale Iy
tale che: ' o

1.3. f,g€S, a, beR=> I, (af +bg)=a I, () +b o (g).

14. feS= I, (Jf])=o0.

15. f, {f.}eS, i = 2 lfni=>10(lf|)< 2 h(lh)

neN

ove con {f.}€S indichiamo una- successione di funzioni di S di
indice n.

Indichiamo con S* la sottoclasse d1 S costituita da tutte e sole
le funzioni non negative, con R* l'insieme dei numeri reali non nega-
tivi e sempre con Ip la restrizione su S* dell’integrale Io. Per la coppla
(S8*, Ip) valgono, ovviamente, le seguenti proposizioni: ’

1.1". {,geS*, a,beR* = af+ng‘S+.

1.2. 1, geS*= |f— g|eS+

1.3". f,gest, a, b€R+=>Io (af+bg) aly (f)+b I (g).
14 feSt = I (H=0.

1.5, f{fn}es+ £ 2 hah(D= 2 ().

nenN neN

Indichiamo infine con % la classe di tutte le funzioni aventi come
dominio X e come codominio R.e con ¥* la sottoclasse di' costituita
dalle sole funzioni non negative. :
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- 2. DEFINIZIONE 2.1. Sia fe??. Diremo che f & o-limitata se esistono -
almeno una a€R* e una {f,}€S* tali che: : ‘

> I (f,{bsd, < =
neN i neN

L’estremo inferiore degh aeRt che verificano la precedente cond1z1one
!

verra indicato con ||f|].

DEFINIZIONE 2.2. Sia feF. Diremo che & o-nulla se [If]| =0. Indi-
cheremo con N la classe delle funzmm o-nulle. Per la classe % valgono
i seguentl teoremi: ’

21 7Z é eredztarza cioé: fe C)Z geHlg < |fl= geN.
2.2. N é uno spazio di RzeSz.
La dimostrazione ¢ banale.

DEFINIZIONE 2.3. Sia AcX. Diremo che A & o-nullo se la sua
funzione caratteristica ga ¢ a-nulla Indicheremo con 9 la classe degli
insiemi o-nulli. !

Se ‘fe F, poniamo A;j={x: xeX f (x)==0}." Sussiste allora fra le
. funz1on1 a—nulle e gli 1n51em1 a—n‘ulh la seguente relazione:

23 fe%@Afe% : ‘
Sla fe%Flssato un neN, dalla 22. segue che n |f|e‘7’( ciog, fissato
un €ER”,

IEr
i reN

ove
{f "test e I I (fn’)<s/2"

'reN

La considerazione ora fatta ptio essere ripetuta per. ciascun neN,
per cui da gDAf—(pAlfl E n If] risulta

goAf_ D "Z Io (fn')< b3 s/2"—£
n,renN nenN 4
|

Dall arbltrarleta di £ segue che g‘oAfe% cioe AeX.
Similmente si dimostra il Vlceversa :
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DEFINIZIONE 2.4. Siano f, g€ Diremo che f e g sono c-equivalenti -
(indicheremo con f~g) se |f—gleN.

DEFINIZIONE 2. 5. Slano f.{f+}€%. Diremo che { fn} converge

qua51 ovunque (') ad f (indicheremo con f,—> f) se esiste almeno un
AcX tale che:

A€, {f} converge ad f per ogni xeX—A.

| DEFiNIZIONE 2.6. (®. Siano f, ‘{ f»}€%. Diremo che {f,.} convérge
o-uniformemente ad f (indicheremo con f, =>f) se per ogni €ER*
esistono almeno un #n, €N ed una {gn}eS* tali che:

Z h@gm=<e |f—fi] < Z gn per ogni n=n..
meN

meN

In quanto il procedimento che ci proponiamo di descrivere si
basa essenzialmente sulla nozione di convergenza o-uniforme, enuncia-
mo ora alcune proposizioni che caratterizzano questo tipo di conver-
genza., , ,

‘Le funzioni che considereremo nelle prossime proposizioni sono
da ritenersi, sino ad avviso contrario, tutte appartenenti ad ¥ e le
costanti ad R.

24. C). Se {f.} converge a—unifbrmem’ente ad f{, allora {f.} con-
verge quasi ovunque ad f.
Fissato un ¢eR*, dalla definizione 2.6. segue che

lf—f| < 2 g per n=n,
meN :

(1) Anche in seguito I'espressione « quasi ovunque » significhera: per
tutti gli xe X—A, ove A€9t.

.~ (® Con questa legge di convergenza ¥ non & uno spazio di convergenza:
vedere [2], [4]. Tuttavia F & uno spazio (L) di Frechet [4] ed & chiuso rzspetto
alle operazioni (a), (8), (y) definite in [2].

(®) Questa proposizione non & invertibile, a meno che non si facciano
ulteriori ipotesi: 3.9’. A cid valga il seguente esempio: sia X Ilintervallo chiuso
0,1), S la classe delle funzioni continue definite su X, I, P’integrale di Cauchy.
Consideriamo la seguente successione di funzioni:

i/n per xSl/n
fo(x) =
1/x per x>1/n

E facile vedere che f,—> 1/x, ma non & vero che f,==> 1/x (2.9).
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ove-{gnt€St € X Io(gm)<e. Ne deriva quindi che”
meN

lim. max. |[f—f. <= gm, ciod

A=t Il <&

Dall arb1trar1eta di e segue che lim. max. |f f,,|ec)’le quindi dalla 2. 3
Ia tesi.

2.5 (%). Condizione necessaria e sufficiente affinché {f.} converga
o-uniformemente ad f & che { |fu—1| } converga o-uniformemente a
0 (funzzone ovunque nulla). ? :

‘Sia f, => f. Fissato un e‘eR+ dalla deﬁmzlone 2.6. segue che'

|f—14] < Z g, per n=n,

ove {g,}€S+ e 2 Io (gl)<s/2 In quanto lfm——fnl =< Ifm—fl + [f—tals

per ‘m, n=n, r1su1ta ;
n =1l < z‘zg, e = Io(2g,)<s

" i€N

Dall’arbitrarieta di € segue lai prima parte della tesi. Sia viceversa
|f»—fm)| => 0. Fissato un seR* risulta

lfn-'—fml ) Lgr per n,m=<n. (+)
reN

ove {gr}eS+ e = I (g,)<s/2 Per la 2.4. esiste una fe¥ tale che
reN:

fm—>f, cioé lim. fm (x)= f(x) per xeX—A, ove A€.U Passando al

m — o 1

limite per m —> oo, dalla (+) bttemamo

|fn (x)— 1 ()] s 2 gr (xi per n=n, e per xe X —A.

In quanto A€, per la 2.2. eS1ste una {k, }eS+ tale che X nga<
, neN

< 2k e Z1I (k,)<£/2 Qu E1nd1 per n=n, e per ogni x€X risulta
; nsN - reN i

e ) —f )] = E&(gr-;tx)+k, (%) e ZNIo (g}‘+k,):s£. |

Dall’arbitrarieta di € segue cheé fmn => .

* |f,,— | =>0 significa: per ognie€ R+ esistono almeno un n,€N e una
{g;}eS+ tali che:Z I, (g)<s& |f,,—f| < Z g per-mn=n,.
teN ieN :

§
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26. O Se {f.} e {g.} convergono c-uniformemente ad f ¢ g ri-
spettivamente, allora {af.+bg.} converge c-uniformemente ad af+4-bg.
Poniamo ¢= max. (|a, |b|). Sia ¢=+0, altrimenti & banale. Fissato un
e€R*, dalle ipotesi fatte segue che

lf—fo| < Z b e |g—gi| < Z km per n=n,
) meN meN

ove {hn}, {kn}€S*, Z I(hm)<s/20e z I(km)<e/2c Da lafa+bgn—

meN
—(af+bg)| < |a]-|f fnl + |b]-|lg—gn|, per n=n., risulta
|afn+bgm—(af +bg)| < EN‘(I“’ B+ |b| k) € 2 1 (|a] b+ |b] k) <
. . - ME ‘me

<la|e/2.¢4|b| e/2 c=e.
Dall’arbitrarieta di ¢ segue la tesi.

27. . Se {f.} converge a-uniforméh*zente ad §, allora { |t }
converge o-uniformemente ad |f.
Fissato un g€R*, dalle ipotesi fatte segue che

=1l = 2 gnper n=nt

ove {gn}eSt e Z Ii(gn) <e. Da ||fd—|fl|= |fa—fl, per n=n,
‘ meN ; : .

risulta

i = 1 S 2 g
meN
Dall’arbitrarieta di ¢ segue la tesi.

2.8. Siano {fn}, {g:} convergenti c-uniformemente ad f e g ri-
spettivamente. Condizione necessaria e sufficiente affinché 2 g siano
equivalenti é che { |f.—g.| } converga o-uniformemente a 0.

‘- Sia f~g. Fissato un ¢€R*, risulta

[f—gl= 2 pm
meN
ove { pm}eS+ e 3 I (p;n);<_£/3, ef'i)er(' le ipo‘t‘esi"ffattév
meN

lf—fa| < Z hm e |g—gi < Z ku per n=n,
meN menN

() Analoga proposizione vale per 1a convergenza quasi ovunque.
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ove {h L{kneS*, 3 Io (hm)<e/3 e X I(kmw<e/3. Da |fn~gnl =

meN meN

lf+fn| + 1f—g + lg gnl [ier n=>n,, segue che -

lfn_gnl <2 (hm+km+pm) e 2 I(hnz+km+pm)<5

meN menN

Dall’atbitrarieta di & segue la i)rima paffe della tesi.
_ Sia |fa—gs ==> 0. Fissato' un eeR*, risulta

|fe—gn| S I gn per n=n,

ove {qn}eS* e I (gn)< <e/5. Da [f=g] < =1 + [h—g] + le—81

per #> max. (n,, n.) segue che

- me !

| meN

Dall’arbitrarietad di ¢ segue la seconda parte della tesi. -

Se ci limitiamo a considerare soltanto successioni di funzioni di
S, allora dai teoremi precedentl possiamo dedurre alcuni importanti
corollari. |

25" Se {fs} converge o-uniformemente ad f, allora

tim. Io ( |fa—fa] )=0.

m,n —+o00 |

2.5”. Se 1lim. Io(|fa—fn|)=0, allora esistono una fe Fe una

n m — oo

f’{ f,} sottosuccesszone di {f.} talz che f,=>1}.

25", Se nelle ipoteSi delléz 2.5”., ¢ possibile estrarre da { fn} due
sottosuccessioni {f.}, {fs} ed esistono due funzioni f, f. tali che
=>fh e fs=>f,, allora f1 é fz sono equivalenti.

2.8’. Siano { I}, {&n} conVergentz o-uniformementi ad f e g rispet-
tivamente. Condizione necessaria e sufficiente afﬁnche f e g siano
equivalenti & che lim. I, ( [fnv-—gn|) 0.

.. .M —o0o

29. Se {f.} converge a-uniformemente ad f, allora esiste finito
il limite della successione {I, (}.)}. :
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2.10. Se {f.}, {&.} convergono o-uniformemente ad {, allora

Clime Lo (fx) = lim. 1o (gn).

7 - oo n — o0

3. Sia £ la sottoclasse di F costituita da tutte e sole le funzioni f
per le quali esista almeno una {f.}€S tale che f,==>f. Su .2 definiamo
il seguente funzionale reale I:

I(f) = lim. Io (f.), ove {fn}eS e f,,=>f

n - oo

Le proposizioni 2.9. e 2.10. ci garantiscono I’esistenza di I e la sua
indipendenza dalla - particolare successione di S che lo definisce.
Per la coppia (£, I) valgono le seguenti proposizioni: y

3.1. f, ge,e,‘a,beRaaf+bge.€.ﬂ .

32. fe L= [fle L. -

33. f,ge L a, beR = I (af +bg)=al (f)+bI (g).
3.4. feB=>I(ff\) 0.

Ed inoltre:

3.5. feL, {gn}eS*, |f] < 2 gm=>I(|fl)< z Io(gm)

meN

Sia X Io(gn) <+ (+), altr1ment1 ¢ banale. Da fe.Q segue che

meN
lf]=>|f] ove {f.}€S, cioé,'ﬁssato un €€R*,

Iful =l < 2 Bm pernzn. .
g .

ove {Am }eS+ e = Io () <é/2. Da (4), per n>n., segue Z Io (gm) <
me N m>n
<e/2, posto kn = z & da il = Il Aol < Il = 1Al + 2 gn
risulta : T
Al = 1fd Aol < 2 hnt X gu per nz max. (ney 1)

meN m>n

ciot !fnl A by => [)‘] Infine da Io (|| A k)<Io (k)< = I, \gm), pas— |
-m N . R
sando al limite per n—> oo, segue la tesi. T
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. Appare-infine evidente che £58S e che I= Iy su S, ciot (L2, I) costi-
tuisce un ampiamento di (S, Io) ' ().
L’insieme .2 & stato’da noi |definito come la chiusura, rispetto alla
convergenza o-uniforme, dell’insieme S. Vogliamo ora far vedere che
questo procedimento non pud e‘ésere riapplicato ad 2 e cioé:

3.6. Se {f.} converge a—unz]‘ormemente ad f e { fn}e,Q allora fe 2
e I1(H= lim. I (f.). |

n — oo

Fissato un teN, risulta :
E

[f—ta| = Z' gm da im certo n in poi (+)

ove {gm}€S+ e Z Iy (gm)<1/2’+2. Indicato con # (f) il minimo di
- meN

tali n, consideriamo fe L Es1sté una {f7 }eS tale che f— =>f-, ciod

lf- =17 < 2 = da un certo r in poi
meN

ove {h'n}eS* e X Ih(W.)=<1 /2‘+2 Indicato con r (¢, n (#)) il minimo
menN

di tali r, consideriamo f;. eS*.z In questo -modo otteniamo, per ‘ogni

teN, una funzione f;.; €S che,  dipendendo solamente da ¢, indichiamo
semplicemente con p;; risulta inoltre

|pl"'ﬂ = 'pt—f,_.l + Uﬁ ""f[ SmfN(gtm+htm):

= I Kne I L(Ka)<1/2t

meN meN

Preso un seN, per t=s sara |

i

t=>smeN téc meN t=>s

lp—fl= 2 Zkine Z ZLkw< X 1/2"'=1/25.
Dall’arbitrarieta di s segue che pr=>{, ciot fe L

Infine da |[I (N—I (f)] < I(|f—1a|) e da (+), per la 3.5., rlsulta-
[T (H—1I (fa)] = 1/2* per n_>_n.y

(6) Siccome trattiamo il problema del prolungamento dell'integrale da un
punto di vista astratto, non-possiaho fare alcuna affermazione circa Ieffettivo
ampliamento della classe S,

|
|
|
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Dall’arbitrarieta di ¢ segue che lim. I (f.)=I (f).

7 —» o0

Dal fondamentale teorema 3.6. possiamo dedurre alcune -impot-
tanti proposizioni che caratterizzano (£, I).

'3.7. Se {f.}eL e lim. I(|fu—F+)=0, allora esistono una feL

e una {f.} sottosuccessio‘ne di {f.} tali che {}.} convergé o-uniforme-
mente ad f e lim. I (f,)= lim. I (f)=I(f).

7N — oo 7 — 00

3.8 Se {f.}e L, {f.} converge quasi ovunque non decrescendo ad
f e {I(f.)} é superiormente limitata, allora fe Le lim. I (f)=I ().

f — 00

3.9. Se {f.}eL,{f.} converge quasi ovunque ad f e |f. <g per"
ogni neN e quasi ovunque, ove geL e g=0, allora fe Le lim. I (f.)=

fn — oo
=I(. , o
L’ultima proposizione enunciata, con l’aggiunta dell’ipotesi della
funzione maggiorante g€, rappresenta l'inversa della 2.4. Ma se,
viceversa, f» =>f, ove {f.}€Le feL, allora, fissato un e€R*, ri-
sutla |f—f.|< ZNgm per n=n,, ove {g.}eS* e ZNIo (gn)<e. Sara
me me

quindi,: per ogni n€N e quasi ovunque,
ol < ALV IBLV o VI DV (F + 2 g =gel e g=o0.

Possiamo allora enunciare la seguente proposizione:

3.9'. Sia {f.}€.L. Condizione necessaria e sufficiente affinché {f.}
converga c-uniformemente ad f & che {f.} converga quasi ovunque ad’
f e { |fs } sia quasi ovunque maggiorata da una funzione non negativa

di L.

4. Sia M+ 1a sottoclasse di #* costituita da tutte e sole le funzioni
f per le quali esista almeno una {f.}€S* tale che f,—f. Sia L* la
sottoclasse di 2 costituita dalle sole funzioni non negative.
Dimostriamo alcune proposizioni.

4.1. Se {}.}e.L" ed {f.} converge quasi ovunque ad f, allora €M+
Fissato un neN, esiste una {f»}€S tale che f»=> fu, ciot

[fra—1a| < }:Ng"m da un certo r in poi  (4)"

me
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ove {g".}eSt e I I(g'n)<1 )’2” Indicato con 7 (n) il minimo di tali

meN

r, ‘consideriamo f,7. Ottemamb in questo modo, per ogni neN una

funzione f,"™ eS+ che, dlpendeﬂdo solamente da n, indichiamo semph— |
cemente con p.. Da (4) ! risulta I(|f.— pa|) < 1/27, .
lim. I (|fa—p.|)=0 e quindi, pet la 3.7., esiste una { |f;—p/ } sot-

7 — co

tosuccessione di { |fa—pu| } tale che lf-—pd — 0. Consideriamo infine
{p:}: da |[f—p| < [f—1| + ]it-up,l segue che p;—> £, ciot la tesi.

42, Se feN+, allora eszsté una {h, }e,Q+ tale che {h } converge
quasi ovunque non decrescendo ad f. ‘

Sia {f.}€S* e f.—> 1. Posto h, = lim. (f, /\fn+1/\ /\fn+m),
{hide 2+ per Ia 3. hu A (7> T

4, 3 Se fe C)?Z+ allora j/\ge.8+ per ogni ge P+
. Sia {f.}eS*e fu—>f. {z‘rn/\»g}c-:l?’r faN\g=g efn/\g-—>f/\g Dalla
3.9.segue a tesi. i
4 4, Se { fn}eC)7Z+ e {f.} canverge quasz ovunque non crescendo ad
1, allora feN+.
Sia {f"}eS* e fi"—> f.. {f1 Af}eL+ per la 4.3. ¢ fPAfa=sf.
Dalla 4.1. segue Ia tesi. 1

45, Se { fn}e‘77Z+e { f,,} cdnverge quasi ovunque non decrescendo
ad f, allora feNM+ .
- Sia{f}eLte f, A f. per 'ognl neN (4.2.). Posto- kn—(fl"Viz
\/f,, ), {kn}e Lt e k.— f. Dalla 4.1. segue la tesi. .
.- Possiamo ora dimosrare che lo spazio M+ & chiuso nspetto alla'
convergenza quasi ovunque e c1oe

_ 4.6. Se {fn}eN*e {f.} con‘verge quasi ovunque adf, allora feN+.
4 POStO hn-— llm (fn/\fn+l/\ fn+m) {h }697(’.‘*‘ per Ia 44 c

. " o
h A 1. Dalla 4.5. segue la tesi. e : T

Sia M la sottoclasse di F costituita da tutte e sole le funzioni /
tali che f*, f-eNM+ ().
) h, / f 1nd1ca convergenza quasi ovunque e non decrescente

® f‘f =fVo, /- =—-(f/\0) '
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L’insieme W, spazio delle funzioni misurabili, ¢ uno spazio di
:Riesz (2.6. e 2.7.), & chiuso rispetto alla convergenza quas1 ‘ovunque
(4.6.) e contiene I'insieme 2 (2.4.).

b. Vogliamo ora esaminare il caso in cui lo spazio sostegno X
coincide con un compatto dell’asse reale, allo scopo di caratterizzare
con delle opportune nozioni di convergenza ognuno dei tre classici
tipi d’integrali ivi definiti: integrale di Cauchy, di Riemann, di Lebesgue.
‘Sia dunque X un compatto di R, S I'insieme delle funzwm continue
ivi definite, I I'integrale di Cauchy.

' - Siano f, {f.}€ % Diciamo che {f,} converge umformemente ad
f se per ogm EERT es1ste almeno un n.eN tale che |f—f. e per
n>n,

-Se indichiamo con K* la sottoclasse di S* costituita dalle sole fun-
zioni costanti, allora la definizione di convergenza umforme ¢ equi-
- valente alla seguente definizione:
oer ogni €€ R* esistono almeno un n.€N ed una geK™* tali che I, (g)<e

e [f—fl < g per n=n,.

- In quanto K* ¢ un sottoinsieme di S+ appare naturale generaliz-

- zare il concetto di convergenza uniforme nei seguenti due modi:

- DEFINIZIONE 5.1. Siano f, {f.}€ % Diremo che {f.} converge S-
uniformemente ad se per ogni e€R* esistono almeno un n.eN ed
una geS* tali che:

h@=celi—f] <gpern=n..

DEFINIZIONE 5.2, Siano {, {f.}€% Diremo che {f.} converge o-
“uniformemente ad f se per ogni e€R* esistono almeno un #n.eN ed una
{gn}€S* tali che:

Zlh(gn)<ecel|f=f < Z gn per n=n,.
meN menN

E noto che per la coppia (S, Io) valgono Agli assiomi 1.1". 1.2;, 1.3.,
14, 1.5. ed inoltre

{fn}eS fn:>f:=>feS I (H= lim. T (f,).

n —+ oo

'Possmmo qu1nd1 apphcare a (S I) il procedlmento di prolungamento
dianzi descritto servendoci delle due nozioni di convergenza S-uniforme
e o-uniforme.
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“Nel secondo caso otteniamo 1a’ classe € "delle funzioni integrabili
- secondo - Lebesgue e 1’1ntegrale di Lebesgue I. Per (£, I) vale, tra
I’altro, la seguente propos1z1ohe

L.1. {f.}e8, fn—>f$f€-9 I(H= lim. I (fs).

n <+ 00

Nel primo caso otteniamo una classe ‘¥ di funzioni reah e un furzio-
‘nale reale I, per i quali valgono le proposizioni 1.1., 1.2., 1.3., 1.4.,
1.5. ed inoltre risulta ‘R DS ¢ I=1Iy su S.
: Facciamo ora vedere che ‘R coicide con la classe delle - funzmm

integrabili secondo Riemann e cche I coincide con I'integrale di Riemann.
- A tal proposito diamo la seguente definizione: diciamo che una feF
- ¢ integrabile secondo Riemann'se per ogni é€R* esiste almeno una cop- /

pia di funzioni (h, k) tali che: h, k€S, h<f<k, I, (k)—1I, (h)<e. Chia-
_meremo integrale di f ’elemento separatore della coppia di classi con-
tigue Lo (p)}, {lo(9)}) ove p,geS e p<f=<gq.
Sia f integrabile secondo Riemann. Per ogni neN risulta h.<f<ku,
- ove ha, kn€S € Iy (kn)—1o (h,,)‘< 1/n. Consideriamo le seguenti due -suc-

cessioni di funzioni: Fn=NV MV ..\ b, ke=FEi Ak ... \Nkn)-{Bn}
“¢ non decrescente, {kn} & non!crescente e, per ogni nE€N, risulta -ancora

ha<f<ks e To(ki)—Io (h)<1/n. Da |f—hi| < k5 — h; per n=n, ove
xk—— h €St el (k;)—1 (h~) 1 (k: —h- )_l/n ‘segue che ho=> 1,
| ciog - f 6‘)@ | ‘

Sia fe®. Esiste una { fn}geS tale che f.,=> f, ciot |[f—f.| < g per
n=n, ove geS* e Iy (g) <¢/2, ciot f,—g<f<f.+g, ove f»—g, f++g€S
e I (fatg) —Io (fa—g) <e. Dall’ arbltrarleta di € segue che f & integrabile
“secondo Riemann. |
| Infine 1'uguaglianza degh 1ntegrah si dimostra facilmente: basta
tener conto del fatto che essi coincidono su S. '

Per (‘R,I) vale la ~seguen‘te proposizione:

R. 1. {fn}G% fn—>fi>f€‘7‘3 I(f)— lim. I (fx).
Fissato un eeR’;, risulta |f—ff,| <g per n=n., ove geS’r e I (g)<e/4.
Fissato un 7>, , esiste una {f:"}€S tale che f;" =>f, ciot |f-"~f. |<
<qper m=m,, ove g€S* e I (q)<e/4. Fissato un m=m., poniamo
h=fm—geq e k=f4g4g; visulta h<f<k hkeS e I ()—1 (W<
~ « ¢, Dall’arbitrarieta di « eg-c’la*l teorema - precedente segue la tesi.

|
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