LIMITATEZZA E CONTINUITA
DELLE SOLUZIONI DI UNA OLASSE
DI EQUAZIONI FUNZIONALI (¥)

di STEFANIA PAGANONI MARZEGALLI (a Milano) (**)

SoMMARIO. - Si considera lequazione funzionale a/(x, NI +b(x ) g@y)=
=h[F (x W1 e si danno condizioni atte a garantire la continuita di g
a partire dalla limitatezza di f.

SUMMARY. - We consider the functional equatton a(x,y)f(x)+b (x Ve =

=h [F (x,y)] and we give some conditions under which the boundedness
of f implies the continuity of g.

1. Introduzione.

Siano: X e Y spazi topologici, R Campo reale, f: X—R, g: Y>R,
F: XXY—R, h: R—> R e si consideri I’equazione funzionale

(1) () +g ()=h [F (x, y)].
Vale -il seguente

TEOREMA (C. T. Ng [3]). Se X é connesso e localmente connesso'
F ¢ continua in- ciascuna delle sue variabili, f non & costante ed &
localmente limitata superiormente (o inferiormente) in ogm punto di X
allora g ¢ continua su Y.

Nella dimostrazione di questo teorema gioca un ruolo determmante
il fatto che F sia a valori reali; in tal caso & infatti p0531b11e sfruttare
proprieta - topologlche legate alla struttura d ‘ordine esistente in R.

(*) Pervenuto in Redazione I'8 luglio 1975.

Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per 1’Analisi Funzionale
e le sue Applicazioni.

(**) Indirizzo dell’Autore: Tstituto di Matematica F.' Enrlques - Umversua
degli Studi di Milano - Via C. Saldini 50 - 20133 Milano.
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In questa Nota si estende, fra 1’altro, il teorema precedente al
caso pill generale in cui F & a valori in uno spazio topologico Z e ad
un’equazione piu generale della (1) (Teor. 3).

Si prende inoltre in considerazione il caso in cui f, g e h siano
a valori in uno spazio vettoriale topologico W. Dopo aver osservato
(par. 4) che in questo caso la locale limitatezza di f non implica, in
generale, la sua continuita nella topologia di W, si dimostra (utilizzando
il Teor. 1) che se f & localmente limitata, allora essa & continua nella
topologia debole di W (Teor. 4).

NotazioNI. Qui e nel seguito:
1% X,Y,Z siano spazi topologici, R il campo reale;
2 a: XXY—->R, b: XXY—=>R, F:XXY—Z;

3% F, e F’ siano rispettivamente le x-sezioni e le y-sezioni della
funzione F, cio¢:

F.: Y—Z definita da F,(y)=F (x, y)
F: X—>Z definita da F’ (x)=F (%, y);

4% Per ogni insieme A, A° sia Iinterno di A

2. Caso in cui f & localmente limitata.

TeOREMA 1. Siano f: X—->R, g: Y—>R, h: Z—> R e si consideri
lequazzone funzionale

(”2)' a(x, y)f(x)+b *,y) g M =h [F (x,9)].

Si supponga che:
i) per ogni xeX, F. sia continua

ii) per ogni yeY, esista x=x(y) tale che, per ogni intorno
U (x), sia (FP (U (x)°+2

iii) f sia localmente limitata in ogni punto di X
iv) a e b siano funziohi continue in XXY

. v) .per ogni (x,y)eXXY sia b(x,y)¥ 0.
Allora g e continua su Y. ‘
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OsservAziont. I) Nel Teorema 1 si pud attenuare lipotesi v) pur

di rafforzare I'ipotesi ii). Precisamente, se b (x, _)7)::0 senza che b (x,y_)
sia identicamente nulla, basta aggiungere all’ipotesi ii) la seguente

ii bis) Se y=y, per ogni x€X e per ogni intorno U (x), sia
(F U ©)'+2 O | -

Se ‘invece per y=y si ha b (x, y)=0 identicamente rispetto ad x,
non & possibile dedurre la continuita di g(y) in y. In tal caso infatti
I’equazione (2) diviene, per y=y,

aeNFO=hIFx]
e non fornisce pilt alcun vincolo sulla g (y) nel punto y.

II) Si supponga che, oltre alle ipotesi del Teorema 1, siano sod-
disfatte anche quelle che si ottengono dalle i) e ii) scambiando il
ruolo delle variabili x e y e che, inoltre, sia a(x,y)+0 per ogni
(x,y)eXXY. Allora, anche f & necessariamente continua ().

3. Caso in cui f » unilateralmente limitata.

Se, invece di suppotrre la limitatezza bilaterale di f, ci si limita
alla sua limitatezza unilaterale, allora & ancora possibile garantire la

continuith di g pur di rafforzare le ipotesi su F. Valgono infatti i
seguenti | | '

TEOREMA 2. Si consideri I'equazione (2) e si supponga che:
i) per ogni xe€X, F. sia continua

ii) per ogni yeY, esista x=x (y) tale che ogni suo intorno
U (x) contenga un insieme A con le seguenti proprieta:

a) x€A e F’(A) é aperto

b) per ogni zeF’ (A) esiste un intorno V (y) tale che, per ogni
teViy), zeF' (A)

(1) La dimostrazione procede in modo analogo a quella del Teorema 1

.(vedi par. 5), pur di scegliere x (y) in modo che sia b (x G),_y)#o. .
(?) Infatti si pud applicare il Teorema 1 successivamente a g e a f. -
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iii) * f ‘sia localmente limitata superiormente [mferzormente] in

ogni punto di X |
iv) a e b siano continue su XXY
V) per ogni (x, y)eXxY, sia a (x,y)=0," b (x, y)&0.
Allora g e continua su'Y. |

"TEOREMA 3. Si consideti I’ equazione funzionale (2) con
a(x,y)= cost. e si supponga che:

i) per ogni xeX, F, sfa continua

i) per ogni yeY, esista x=x(y) tale che ogni suo intorno
U (x) contenga un insieme A con le seguenti proprieta:

a) F (A) ¢ aperto

b) per ogni zeF? (A) eszste un intorno V (y) tale che, per ogm
teV (y), zeF' (A) :

iii) f sia localmente hmktata superiormente [zn/erzormente] in
ogni punto di X §

jw) b sia continua su X ><Y

w) per ogni (x, y)eXXY sia b (x, y)%0. .
Allora g é continua su Y. |
- Si segnalano ora alcune semplici condizioni atte a garantire che
Iipotesi ii) del Teorema 2 o I'ipotesi jj) del Teorema 3 siano soddisfatte.

LeEMMA 1. Siano soddisfatteE le seguenti condizioni:
a) per ogni xeX, F, sid continua

: !
b) per ogni yeY, P’ sia aperta

¢) per ogni z€Z lequazione z=F (x,y) sia soddisfatta da
- x=G.(y) con G.(y) funzione continua definita su un sot-
toinsieme aperto di Y.
Allora F soddisfa Uipotesi 11) del Teorema 2

~ CoroLLARIO 1. Se F ¢ continua su XXY e, per ogni zeZ,
z=F (x,y) é risolubile con continuity rispetto ad x (), allora F sod-
disfa le ipotesi ii) del Teorema 2.

() Si dice che z=F (x,y) & risolubile con continuith rispetto ad x se
si ha x = G (y,2), con G continua ;rlspetto a ciascuna delle var1ab111 separata-
mente. -

1
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LEMMA 2. Sia F: XXY — R. Se:

a) X é connesso e localmente connesso
b) F’ e F, sono continue

c) esiste xo€X tale che, per ogni yeY, F (x,y) non e costante
rispetto ad x in alcun intorno di x,
Allora F soddisfa ipotesi jj) del Teorema 3.

Osservaziont I) Se in un punto (x,y) si ha a(x,y) b (x, y)=0,
ma esiste almeno un x tale che a (;c: )—f) b (?c', y)=0, il Teorema 2 continua

a valere pur di rafforzare l'ipotesi ii) chiedendo che per y=y la ii)
stessa valga per ogni x€X.

~ II) Il Teorema 3 contiene come caso particolare il Teorema di
C. T. Ng citato nell’introduzione (*).

4. Caso -di un generico spazio vettoriale topologico.

TEOREMA 4. Sia W uno spazio vettoriale topologico su R. Si
-consideri I’equazione funzionale

© a () fO)+b (x,y) g ) =F [F (x, y)]
con
[ X->W, gagY->W, hZ->W.

Se F, a, b soddisfano le ipotesi del Teorema 1 e f e localmente limitata
in ogni punto di X, allora g é continua nella topologia debole di W.

Si noti che le ipotesi del Teorema 4 non sono sufficienti, in gene-
rale, per assicurare la continuitd di g nella topologia di W.

. Consideriamo infatti il seguente contro-esempio. Sia V ‘lo spazio vettoriale
- delle successioni x— {x,} di numeri complessi, infinitesime. W coincida con
V dotato della norma |[x||= Sup|x;]. Sia U={x:|lx||<1} X=Y=2Z
coincidano con V dotato della topologia che ha come sottobase i traslatl degli
elementi di U, cio¢ gli insiemi ¢ + U, con aeV.

() Basta osservare che, nelle ipotesi di C. T. Ng, vale il Lemma 2. Infatti:
poiché X & connesso, f non pud essere localmente costante (altrimenti sarebbe
costante su tutto X); percid esiste un x, in ogni intorno del quale f non & costante.
Dall’equazione funzionale (1) ne segue che, per ogni y€Y, F(x,y) non pud
essere costante tispetto ad x in alcun intorno di x,.
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Sia ; .
T)=x, g0=y, h(D)=z, F(x,y)=x4y, a=b=1:

I'equazione funzionale (%) & allora |soddisfatta.

Le ipotesi del Teorema 4 sono verificate. Infatti, poiché X,Y,Z hanno
topologie invarianti per- traslazione, le traslazioni risultano degli omeomorfismi
e percid le ipotesi su F sono ampliamente soddisfatte.

Inoltre f & localmente limitata in ogni punto di X, perché, per ogni
x€ X, {(x 4+ U) ¢& limitato in W. i

Eppure g non & continua; infatti, se lo fosse, per ogni 4, g-1(AU). = iU
-dovrebbe essere un intorno di 0 in Y. Si dovrebbe ciog avere, per un’opportuna
scelta di a,,...,a, €U, AU > (@-+0)n...n(a, +U), e di conseguenza, se A < 1,

WUDUN@E +0)N N, + U).

N

Ora questo & impossibile perché, pér qualunque scelta di g, ... .4, EU, il pit
piccolo insieme del tipo AU contenente U n(a +U)N-.N(a,+ U) & U stesso.

Valgono i seguenti corollari:

COROLLARIO 2. Se W ha di;nensione finita e valgono le ipotesi del
Teorema 4, allora g ¢ continua.

COROLLARIO 3. Se W ha Hzmensione’ finita, X=Y, e valgono le
ipotesi del Teorema 4, allora, $e f soddisfa I'equazione funzionale

a(x,y)fx)+b (x VI =hI[F (x,y)]
f & continua. :

|
i

- ) . : ’ . . J
b. Dimostrazione dei teoreml.
DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.

- Sia yoeY, e>0 arb1trar10 |e Xo=x (y0) il punto di cui all’ipotesi
7'11) Sla U un intorno di xo in cui f si mantiene limitata. Si determinino
due intorni U (x0) e V (y) in modo che:

a) Ux)cU

b) per ogni (x,y)eU (xo)XV(yo), a(x,y) e b(x,y) soddisfino
le seguenti condizioni

-]d(x,’y)-—a.(xo, yo) | < Min (s | @ (xo, y0) |/2) se a(xo, yo)=l=0

<e » se a(xo,yo) -0
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(4) | b (x, y)—b (%0, yo) | < Min (&, | b (xo, y0) |/2)

Per la ii), (F¥ (U (x0)))'+ . Sia AcU (xy) tale che W=F¥% (A) sia
aperto (si osservi che non & necessariamente x,€A).-
Essendo f limitata su A, posto L= sup f (x), esiste x;€A tale che
xed

(5) | fGe)>L—e=f(x)—e per ogni x€A.

Inoltre, "per Lipotesi i), I’insieme Vz{yEV(yo): F (x{, yEW} & un
intorno di yo. )
Allora, per la definizione di A, per ogni ye‘7 esiste un x€A, x

dipendente da y, tale che F (x;, y)=F (x, yo). Di conseguenza, dalla (2)
si ricava

a(x, y) f (x1)+b (x1,y) g ) =a (x, yo) f (x)+ b (x, yo) g (yo).

Di qui si ottiene
(6) g —g = g—0 {[b (%, y0)—b (x1, )] g (o) +

+ [a (x, yo)—a (x1, Y1 f k) +a (x, yo) (f () —F (x)) }.

Cominciamo a considerare il caso in cui a (xo, o) =0.
Per la (3) si ha | a (x, yo) | <e. Dalla (4) segue inoltre | b (x1,y) [=
2| b (xo, yo) |/2. Percid, posto M= sup |f(x)|, dalla (6) si ricava infi-
zeU

ne, ricordando le (3) e (4),
2
- <012 ) 2 2 =
| g ) —g ()| Ib(“’o’i’/oH{ elg) |+2eM+2e M} k;,

per ogni yeV. Quindi g & continua in Yo.
Consideriamo ora il caso in cui a (xo, yo)30; per dimostrare il

teorema in questo caso, si provera che g & semicontinua sia inferior-
mente che superiormente in y,.

Si osservi innanzi tutto che, per le (3) e (4), a(x, y0)/b (x1y) ha
in tutto AXV il segno di a (xo, ¥0)/b (X0, y0).
Sia a (xo, ¥0)/b (X0, ¥0)>0; dalla (6) e dalla (5) si ottiene: -

@ g —g ()=

1 :
(2, 9) {[b (x, yo)=b (x1, yo)1 g (yo) +
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ey —a ] (k) +a (e o) ed<

.2 , | . T LI
5|b(w“——0,y0)|{2€lggy'o)l+2sM+3/2|a(xo,yo)];}= o

|
=S¢& con S costante,

e quindi g & superiormente semicontinua in  ye. v
Sia a (xo, ¥0)/b (x0, y0) <0; sempre dalle (5) e (6) si ricava

- 80 —gw= {;[b (5 30 —b (6, )] g GO+

1
b (xy 4 )
+[a (%, y0) —a (6, ] | (o0 +a (e, y0) e}

Poiché, come si & visto sopfa il modulo del secondo mémbro non
supera S &, ne segue

g(y)—¢g (}’o)‘Z —Se  per ognl y

e quindi g [ 1nfer10rmente sel‘mcontlnua in y.

Occorre ora dimostrare, nel caso @ (xo, y0)/b (%0, yo)>0, la semi-
continuity inferiore di g in yo €, nel caso a (xo, ¥0)/b (%0, y0) <0, la se-
micontinuitd superiore di g in y. :

Si procede in modo analogo al precedente. Essendo f 11m1tata in-

:fenormente in A, posto [= inf f(x), esiste un xzeA tale che
: a:EA

(8) f )<l +ssf(x)i:1-e, per ogni xe:A.’ '/

Inoltre Iinsieme V={yeV (yoﬁ F (x;, y)eW} & un intorno di yo e, per
ogni y€eV, esiste un x€A, x dlpendente da y, tale che F (x2, y)= F (x yo)
Di conseguenza SRR

g ()’) g ()= { fb (x,y0)—0b (xz, )’)] g (yo)+

b (oc2 ' Y)
+ [a (x )’0)—0 (x2, )1 f (xz) +a (x, }’o) (f (x) —f (xz))}

Di qui, ticordando la (8), si btt1ene

i) nel caso a (xo, yo)/i b (%0, ¥0) >0, g (y)— —8 (yo)> See qu1nd1
la semicontinuita inferiore d1 g in y;;
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ii) nel caso a (xo, y0)/b (%0,y0) <0, g (y)— g (yo) <S¢ e quindi
la semicontinuitd superiore di g in y.

Percid in ogni caso g & continua in y, € il Teorema 1 & dimostrato.

- DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2.

Si supponga, per esempio, f localmente superiormente limitata ().
-Sia yo€Y e €>0 arbitrario. Come nella dimostrazione del Teorema 1 e
usando le stesse notazioni, si perviene alla (6) e se ne ricava che g (y)
& superiormente o inferiormente semicontinua in y, a seconda che sia
@ (xo, ¥0) /b (X0, ¥0)>0 0 a (xo, yo)/ b (x0, y0) <0 ().

Sia, per esempio, a (xo, ¥0)/b (xo, y0)>0; allora occorre dimostrare
che g ¢ inferiormente semicontinua in yo,. Sempre con le notazioni usate
nella dimostrazione del Teorema 1, F (x1, yo)€ W. Per l'ipotesi ii-b), esi-
ste un intorno di yo, V* (yo) (che si pud supporre contenuto in V (y)),
tale che, per ogni yeV* (y), F (xi, yo)€F’ (A); questoi equivale ad
_affermare che, per ogni yeV* (), esiste x€A, x dipendente da y,
tale che

F (x1, yo)) =F (x, y).
:.Tenendo conto dell’equazione funzionale (2), si ricava:
a (%1, yo) f (x)+ b (x1, o) & (5’0) =a(x,y) f(x)+b(x,y)g ).

Di qui, per I'ipotesi v) si ottiene:

g0)—g 0= g5y {16 Gu 9 —b P g0+

HlaCny)—ate )] e +a@y) ( —f @)

-Per la (5) e tenendo ‘conto che a (xo, y0)/b (%o, y0) >0 si ricava:

(5) Nel caso in cui f & localmente inferiormente limitata la dimostrazione
[ analoga . |
() L’unico cambiamento nella dimostrazione & dovuto al fatto che la

-limitazione sup |f (x)] =.M < + oo non & pil, in generale, verificata. - Tuttavia
¥ 13 U

‘la scelta di x; & tale che |f(x)| <R con R costante indipendente da s Ne
.seégue, fagionando come nella dimostrazione del Teorema 1, che il modulo - de]
-secondo membro della (6) & maggiorato da S, e, con S; costante.
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P

T —g ()= - b(m’ {[b (%1, ) — b(x y)]g(yo)+

4 a (xl, yo)~a (x, )1 f(x1)-sa (x, y)}

Poiché il secondo membro &, m valore assoluto maggiorato da S; ¢, con
S1 costante, si ha infine g (y) —g (yo)= — Sle e qu1nd1 g & semlcon-
“tinua inferiormente in’ Yo. ;

“Nel caso a (xo, y0)/b (%o, yo)<0 con ragionamenti del tutto analoghl
Sl pemene ‘alla semicontinuita ‘1nfer10re di g in yo. '
~ “'In‘ogni caso quindi g & continua in y; e per Parbitrariets di * Yo, g
¢ continua su Y. Il Teorema 2 & cosi dimostrato.

&

DIMOSTRAZIONE ' DEL. TEOREMA 3.’

5 analoga a ‘quella del Téorema 2: anzi, in questo caso, le mag-

glorazwm rlsultano p1u semphcl
! ‘ |-

..'DIMOSTRAZIONE‘DEL LEMMA 1. ,
 Llipotesi F’ apetta ’ga’ranltisce Iipotesi ii-a). ‘Occorre dimostrare
che F soddisfa anche ii-b). Per ¢ ogm intorno U (x) del punto x si assuma
A=U (x). Per la b), per ogni er F? (A) & aperto. Allora se zeF’ (A)
esiste x;€A tale che z=F (x;,iy). Si consideri I’equazione z=F (x, {).
Poiché x=G. (1) e x1=G.(y), per la continuita di G, esiste V (y)
tale che, per ogni teV(y) G.(H)€eA, ciot per ogni teV (y) esiste
x€A tale che F (x, H)=z. Allora F soddisfa I’ipotesi ii-b) del Teorema 2.

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 2.

Si comincia a provare che'F soddisfa I'ipotesi jj-a) del Teorema 3.
Sia U un aperto connesso e localmente connesso contenente %o (si noti
che tali insiemi costituiscono una base del sistema di intorni di xo).
Poiché F” & continua, per la é) F’ (U) ¢ un intervallo proprio I. Sia
(4, tz)CI per il Lemma di Pfanzagl ([41, [5]) esiste un componente
U di {(F) [(t;,)]1}NU tale che P’ (U)=(t, t,); ‘inoltre U & ¢ ‘aperfo
perché U ¢ localmente connesso. Percid per ogni intorno U (xo) esiste
un UcU (x) con F? (D) apertd, c. d. d. » -
*" ' Si dimostra ora che F (x, y) soddisfa anche Pipotesi ji-b) del. Teo-
‘rema 3. Sia zoe F? (l—])z;(tl, t). Sl scelgano z; e z;:con Hh<z1 <2<z, <ty
-¢-siano =i, ;€U tali che F (x ¥)=2z1 e F (x;, y)=2,. Esiste “allora un
intorno V (y) tale che, per ogni teV (y), F (x1,t)<zo<F (xf). Ne
segue che, essendo U connesso, F (U) contlene o per ogm teV ).
Ne segue l’asserto. - | . e :

i
!
l
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DiMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.

Sia p: W— R un funzionale lineare continuo. Dall’equazione
funzionale (%) si ottiene

) a(x,y) (pOf) x)+b (x,y) (pOg) (N= (pOh) (F (x, y)).

Poiché p & contmuo 1’1mmag1ne p (A) di ognl 1ns1eme A limitato in
W ¢ limitata in R ‘e quindi pOf & localmente limitata:

Dal Teorema 1 applicato all’equazione (*) si ricava che pOg &
continua su Y per ogni funzionale lineare continuo p: W — R. Ne segue
che g & continua nella topologia debole di W (7).
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