UBER OAUCHY'SCHE SATZE
FOR HYPERPSEUDOHOLOMORPHE
. FUNKTIONEN (*)

von C. WfTHALM (in Graz) (**)

. . | . :
SOMMARIO. - Partendo dalla teoria delle funzioni pseudo-olomorfe e dando una
breve definizione delle funzioni iperpseudo-olomorfe si formulano e si
provano per queste ultime zl teorema integrale e la formula integrale di
Cauchy
SUMMARY. - Moving from the theory of pseudoholomorphic functions and after
’ a short definition of hyperpseudomorphic functions we formulate and
prove for these- functions the integral ‘theorem -and the integral formula
of Cauchy.

1. Einfiihrung.

Aus der Theorie der pseuidoholomorphen Funktionen wissen wir,
dass der im Gebiet D, der komplexen Ebene erklédrte Erzeugendenvektor
= (F G) den Voraussetzungen

E 1) A ImF-G)>0, E2) A EeH'xH!

ze Dy ze Dy

gentigt, dabei ist E ein Element des Erzeugendenraumes Ep,, welcher
sich als additiver Vektorraum iiber € erweist.
Bezeichnet £2p den Vektorraum iiber R der in D ccDjy reellen

s D\
Vektorfunktionen w= (‘P)’ so heisst w=E w€E-Qp in D eine pseudo-

(*) Pervenuto in Redazione il 16 gennaio 1975.
(**) Indirizzo dell’Autore: II. Mathematisches Institut der Universitit
Graz - Lehrkanzel fiir Angewandte Mathematik - A - 8010 Graz, Steyrergasse 17/5.
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holomorphe Funktion, wenn fiir z=x-+iy

dmw (2, ) =@ (25 4 Y5)
_._w 2 hm ‘B (2
nep Az (zo,) (#o) = 2z @ ?— 2

(4)

eigentlich existiert. Das Tupeél (E 2, -‘—zl) wollen wir mit Py (E)

'bezeichnen. Ist w=FE wePp (F), so ist weC'XC!, w=E w,; und
0=E w;. Ist speziell E=(1i)=: A, so erweist sich Aw als holomorph
in D, PD (A) bezelchne demgemass die Menge der in D holomorphen
Funktionen.

- .Das in Dy holomorphe Funktionenpaar (o, 7)€ H! X H! mit- positiven
Imagmartellen habe die Eigenschaft, dass fiir E=(F G)eE p, und E'=
=(F1 G)€Ep, die Bezichungen Fi=F ¢ und Gi=G 7 ertfiillt seien..
In D ec Dy erkldren wir dann w=E w=F ¢+G JePp (E), wi=E' w'=
=F:1 ¢i+Gir¢1€Pp(E"), F°:=(FFo), G*: =(GGz7) und wr=F ¢+
+(Fo)d=: FFw®, we=G¢+(G1)di=: G w*. :

Dann gilt.

SATz 1 Es existiert eine Abbzldung H mit der Ezgenschaft
0: Pp (E) X Pp (E")3 (w, wy) = (wr, wc)EPD (F° )X Pp (G},

wobei die beiden Funktionen wr bzw. we in der Form F & bzw. G ¥
mit holomorphem @ bzw. ¥ darstellbar, und F und G dem Ahnlzch-
keitsprinzip (‘) entsprechende Exponentzalfunkttonen sind.

Beweis. Es ist (E1) Im(F (Fo) = Im( |[F?6) >0 und (E2)
FeeH'XH', also ist F*€Ep, und analog G*€Ep,.
Setzen wir voraus, dass
R/ ) o 0% (2, Y) = (25 4,Y,)
A F(z0)= lim 7o (2) (=, 9) (%55 Yo) ®

neDp Az 22, =2,

eigentlich vorhanden ist, so ist wr€Pp (F’) und analog finden wir
we € Pp(G:), d. h. @ existiert. Dann impliziert wr=F° «® €P) (F°)
aber, da c€Pp (A) ist, 0=F°w. =F &- +(F 0)p s =F (¢+0¢); . Wegen
(E 1) ist F nie Null in D,, also ist (¢+o0¢1); =: &; =0, was wegen
®eC' die Behauptung PePp (A) liefert. Entsprechend -erkennt :man,

() Siehe [1], [2], [11].
(®» Es gibt solche Paare w, w;.
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dass ¢+7¢i=: YePp(A) ist; sind also die Differentialgleichungen
¢ +06,; =0 und ¢ +7¢;=0 etfiillt, so sind E w; =0, E'w'; =0,
F°w* =0 und G*w* =0 g1e1dhze1t1g richtig und umgekehrt
D1e letzte Behauptung folgt aus dem Ahnlichketsprizip.
Aufgrund dieses Satzes wollen wir vereinbaren, im Folgenden die
Abbildung 0 immer als ex1stent anzusehen. ‘

2 Dliferentiatlon. . "

H 2p sei d1e Menge der hn Dcc Do erklarten Vektorfunktlonen

X -——l—(g;)épp (A) X Pp (A). Tst Hann der leferentlaloperator (HE’ durch

die Zuordnung E x—>E x erklart o) wollen wir das Tupel ( E-H Qp,

d(HE)
dz

)als den Raum HPD (E) der hyperpseudoholomorphen Funktlo-
nen bezeichnen. AR RS : . ,

KORQLLAR 1. () 'HPp (E)é ist ein additiver Vektorraum iiber Q.
(i) 'd('HE;‘/dz‘is‘t ‘ein linearer Endomorphismus in HPp (E).
(iil) Die Erzeugendenfolge hyperpseudoholomorpher Funktionen
hat unabhingig von E immer die Periode eins (3) -

Beweis. (i) - Ist (1, )€ € X G, wa=E x1, wu=E y)€HPp (E)X
X HPp (E), so gilt Awi+u w,; = E (Aya +,ux,.) €HP, (E). '

> = ,
(i & E’(zwaww,;)—wmex,‘ R
d(HE) d(HE)_ ,
(111) : HPp (E):—)w—Ex—yEx P ————w € HPp (B).
Aus (iii) erhalten wir die Rekﬁrsionsformel
I d,(d"
. n/e\l) dz""Hw Edz l—i?' .

Es sei F’—-(F iF), G’-—(G zG), so gllt

(®) Siehe [1], [2], [8].
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Satz 2. (i) Die Riume Pp (F)@Pp (G*) und HPp (E) sind isomorph
(i) Po(F) und Pp(G’) sind Teilriume von HPp (E).

(iii) Es existiert eine nicht triviale Abbzldung von Pp (EY®Pp (iE)
in HPp (E).

Beweis. Setzen wir in Satz 1 speziell (o, 7)=(i, i), so folgt hieraus
zusammen mit der Definition von HPp (E) (i) und (iii). Die Richtigkeit
von (ii) erkennen wir, wenn wir einmal ¥=0 und eimal &=0 setzen.

Wegen Satz 2, (iii) wollen wir auch diejenigen Elemente von
HPp (E), die der direkten Summe von Pp (E) und Pp (iE) entspringen,
als elgenﬂlche hyperpseudoholomorphe Funktionen mod (HE) bezelchnen v

3 Integration. L

~ Es sel E—“(F G)eE Do und I'cD cc Do ein rekt1ﬁ21erbares Kur-
venstiick' mit dem Anfangspunkt zo und dem Endpunkt z und es
sei WeC(I'); unter dem E—*— Integral ilber W lings I' versteht
man die Darstellung

. ‘ z o i oz T :
*,[’Wd(E)C:=RB]I'G'WdC +1Repr"WdC,

o 20 ) . K]

wenn E*: =(F* G*): =(—2F/(FG—FG) 2G/(FG— FG))GED0 den zu
E adjungierten Erzeugendenvektor bedeutet. (%) :

Durch
- _frde» {=F(e) Re,frWd(E) ¢4 G Im,ijd(E, ¢
3 z.; L o L - K4 . . . 2 . L o

wird dann das E— Integral iiber W lings I' reprisentiert. Wihrend
das E—*— Integral ein additives Funktional des Integrationsweges
ist, gilt dieses nicht fiir das E— Integral.

Ist w=E wePp (E), so heisst +w=A w pseudoholomorphe Funktion
zweiter Art modulo E und w die korrespondierende pséudoholomorphe
Funktion erster Art.

(9 Siche [11, [2].
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dm

il gllt danh

i
i

Fiir w=

ﬁfl’ "."d(E) {=A (w (z, y) — o (24, Yo))s
o ;
) 2z

f P@."d(mf =“- w (é) — B (?) w (2, rl‘»/o)-‘

n |

Diese Eigenschaften zusammen mit der Erklirung der hyperpseudo-
holomorphen Funktionen implizieren die Einfithrung eines Integralo-
perators auf HPp (E) unter Zuruckfuhrung auf die (F?) - bzw. (G - Inte-
grabilitat.

W habe in einer Umgebung von I' die Darstellung 2W WF+WG
mit We=F® und We=GY¥ und (@, ¥)eC () X C(I'), wobei
E=(F G)eEp, ist. Unter dern HE - * - Integral iiber 2W ldngs I' wollen
wir die Beziehung | , S

z : 2 z
2*[”Wd(HE>C: = *f’WFd(F'bC T f”WGDw‘)C
. A » ‘2 . oz -

und unter dem HE - Integral iiber 2W langs I' die Relation

‘g R P ‘ ’
? f rWd g, L = f" Wby ¢ +f‘" Walay
20 2y 20

verstehen.

Satz 3. Es séi w=E yeHPp (E) mit 2 x#(g) €H Qp; dann gilt

(l) : ﬁ,;[r’;vd(HE) { ';‘j fp(@ + %) dg,

%
G 2 [rwdant =0 [y
2o ‘ 2

Fiir die nicht schwierigen aber platzraubenden Beweise sei auf [14]
verwiesen. ‘



UBER CAUCHY’SCHE SATZE ETC. 53

4. Integralsiitze.

Wir wollen versuchen, den Cauchy’schen Integralsatz und die

‘Cauchy’sche Integralformel fiir die hyperpseudoholomorphen Funktionen
zu verallgemeinern.

SATz 4. Es sei D, ein endliches Gebiet der komplexen Ebene, es
sei E€Ep,, es sei D cc Dy und es sei

HPD (E) 32w= WF+WG€PD (Fl) @ Pp (Gl):

ist dann D* cc D ein eznfach zusammenhangendes Gebiet mit rektifi-
zierbarem Rand, so gilt

O Wf w®dant=0; Gi) [ 0 () digy & = 0,
i ~,F'f'D*?C' } . FrD*3¢

Beweis. Ist w=Ey m1t komponentenweise holomorphen ‘x auf

D*, so gilt | .
. ‘o
J () dl = (0) ’
FrD¥3¢

also gilt nach Definition des HE - * - Integrals bzw. des HE - Integrals

() f w () dm ¢ = (1) f 1Qat =0
v PFrD*3¢ Fr D*3¢
baw. |

@ | [ w@amt|s s izl [ o]

PrD*3¢ FrD¥s¢
Eine Erweiterung dieses Satzes ‘beinhaltet die folgende -Aussage. .. .

KOROLLAR 2. Es sei D €< Dy wieder ein einfach zusammenhdngen-
des Gebiet der komplexen Ebene und es sei w eine hyperpseudoholo-
morphe Funktion modulo E in D und es sei w auf dem rektifizierbarer.
‘Rand von D noch stetig; dann gilt -

) sup |E(@)|:=(sup |[F()| sup |G ().
. zeD, . zeD, ze Dy
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(i) Qf w (C) d(HE) C = 0, (ii) [ w (C) d(HE) C = 0.
PrDs¢ FrDst ;

Bewezs Zum Beweis approx1m1ert man das HE -* - Integral bzw.
‘das HE - Integral lings FrD durch einfach geschlossene Kurven in D;
dann ergibt sich die Aussage aus dem vorigen Satz.

KOROLLAR 3. Es sei D'ein endliches Gebfet und Dg cc Do ein
Ringgebiet in D; wird dann F r Dr durch die beiden disjunkten, rektifi-
zierbaren und einfach gesch?ossenen Kurven .I't -und T, reprisentiert

und ist w=E yeHPp,(E), so gilt bei geezgneter Orzentzerung von 1"1
und I'; und weC (FrDgr) . :

{

f’w(l') d(HE)C = f’w(f) d(HI;J) {.

I | I's

Es sei unter den Voraussetzuﬁgen des vorigen Korollars z ein beliebiger
‘Punkt auf I'=Tr1(z) und I'=T (z) eine -einfach - geschlossene “Kurve
in DR, die z enthilt, und die wir uns wie I''1(z) von z bis z in
geeigneter Orientierung durchlaufend denken. Dann gilt noch

KAROLLAR 4. Unter den gemachten Voraussetzungen ist

fw(t')d(émt= [w(t)d(mg)t#
i@ nz)

Beweis. Wir haben bereits darauf hmgewxesen dass im Gegensatz
zum E - * - Integral bzw. zumh HE - * - Integral das E - Integral und so-
mit das HE - Integral kein ddditives Funktional des Integrationsweges
ist. ‘Bei Beriicksichtigung von Satz 3 gilt -dann allerdings unter den
vereinbarten Voraussetzungen

[ w (@) dim = B (2) f c) it =B () f 7 ac—'[ w0 (&) dum) L.
.:_1'1(2) RO : L r e ..
“Wie in der klass1schen Fudktlonentheone lisst sich der Cauchy 'sche

Integralsatz auf Gebiete verallgemeinern, in denen w bis auf endlich
viele Stellen, in denen w noch beschrénkt ist, hyperpseudoholomorph ist.

SATZ 5. Es seien aus-dem einfach zusammenhingendem -Gebiet
mit rektifizierbarem Rand D <c D, die - endlich vielen Punkte

|
i
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21, 23, ..., Zn AUSgenommen, es’ §ei w=Eye H: HP , = (E) und
D U iz,
. v=]

es sei w fiir hinreichend kleine o, in —{z |z—z,l <8}, v=
=1,2,...,n, beschrinkt; dann gilt

RGE f w(l)dan =0, (i) f 0 (¢) A ¢ = 0.
FrDst ‘ » PrD3¢ '
Bewezs Im ersten Fall haben wir einfach den- klasmschen Fall vor
uns. Fiir den zweiten Fall iiberlegen wir, dass ‘
w (@) dm)c’ < max | B ()|

max f rOa|=

FrD3¢ - FrD3¢

= max | B (2) -
ze Dy

2©) dc[-—o
= FrK,3¢

gilt, wenn wir /\ die J, so klein wihlen, dass K, <D und dic

ye=1

K, paarweise disjunkt sind.
Wir kénnen auch

w@)d(HE)Clé max lx(z)l-l [ E () dar) ¢
FrDs¢ zeD PrDs¢

schliessen (6).

SATZ 6. Es sei D << Dy ein beschrinktes Gebiet der komplexer
Ebene, es sei w=EyeHPp (E) und es sei D* cc D ein einfach zusam-
menhingendes Gebiet mit rektifizierbarem Rand; dann gilt

O A =g o Fodumt

(i) /\‘w(zo).—:——ylﬁ lim f ;"_EZ) dzs) L.

. . 1 (D . .
(¥) Sind die Komponenten von 5 ('P) Konstanten, so schreiben wir .

Ey heisst eine verallgemeinerte Konstante; vgl. [11]. Ey ist hyperpseudoholo-
morph in ganz D; die Relation folgt dann unter Beriicksichtigung von Satz 2,
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Beweis. (1) Nach Satz 3 igllt fur w=Ey (5.

L 2 - - f DO+ Q)
* Z- ( é-_zo

FrD*y¢ FrD*3¢

a;

wegen HPp (E)32w = wr + éazcePD (FY@® Pp(G) und 24w (20) =
= % Wr (20) +xWe (20) =D (20) + ¥ (20) folgt die Behauptung.
(ii) Es sei z ein belieBiger Punkt auf dem Rand von D* und

I'=T(z)der Weg von z bis z lings Fr D* in positiver Onentlerung,
dann gilt nach Satz 3

f Q) gunt =06 [ LY ar = 9mi By,
o {—2 J §— 2 ,

Da I'=T (z) nullhomotop ‘ist,'g ist alles ‘bewiesen.
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