LA TEORIA DI MORSE NEGLI SPAZI
| DI BANACH (*)

di ADELE MaNEs (a Pisa) (**)

..SOMMARIO. - Si propone una via piit semplice, basata sull'impiego di una duplice
: norma, per estendere la teoria di Morse alle varieta modellate su spazi di
"~ Banach. - = ‘ - ‘ '

SUMMARY. - We propose a simple way, based on the use of a double ‘norm, to
extend Morse theory at the varieties modelled on Banach spaces.

Introduzione. |

Negli ultimi anni sono state proposte varie vie per estendere ‘1a
teoria di Morse alle varietd modellate su spazi di Banach ([3], [4],
""[51). Una tale estensione corrisponde ad una esigenza profonda della
“teoria; infatti, & stato dimostrato che Pimporre la differenziabilith ‘se-
condo Fréchet nella norma hilbertiana pone dei vincoli molto stretti
ai funzionali tipici del calcolo delle variazioni. In particolare Skrypnik

(I7D ha dimbstrato che il funzionale

I(u)=fj(x, u,Vu)ydcx ueH, (fé), ’, ,V
a -

con f (x, p, q) definita su}.f‘-Z_»X'IRX‘IR" , continua in x e due volte diffe-
' renziabile con continuita in' p e g, & differenziabile due volte secondo

(*) Pervenuto in Redazione il 10 dicembre 1974.. T

Lavoro eseguito nell’ambito ,del Gruppo Nazionale per I’Analisi Funzionale
e le sue Applicazioni del C.N.R.. ‘ \

(**) Indirizzo dell’Autore: Istituto di Matematica «L. Tonelli» - Via
Derna 1 - 56100 Pisa.
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Fréchet nell’origine se e solo se

f(x,0,9)= Z ai; (x) q: g;+ Z bi (x) gi+c (x).

i, =1

Dunque non & sempte possibile ai fini della teoria dei punti critici,
dotare una varieta di quella struttura hilbertiana che nell’amblto della
teoria di Morse si presenterebbe piu spontanea.

In questo lavoro viene proposta una via che appare plu semplice
e naturale, basata sull’impiego di una duphce norma: una norma che,
in generale, & strettamente pilt fine, per mezzo della quale & definita
la struttura della variety, una seconda norma, hilbertiana, che & intro-
dotta dallo stesso differenziale secondo e che viene utilizzata solo lo-
calmente. Nella prima parte del lavoro (1., 2.) si mostra come si pud
. generalizzare la definizione d1 punto critico non degenere al caso degli
spazi di Banach e come si pud attribuire ad esso un indice; nella
seconda parte (3., 4.) si calcolano i gruppi di Morse e si applica il
risultato ad un esempio tipico.

1. Esponiamo qui un: risultato di carattere generale che sara
utile nel seguito. ' -

Sia X uno spazio di Banach ed a (x,y) una forma blhneare sim-
. metrica definita su X ><X

: DEF 1 Dlremo 1ndlce della forma b111neare simmetrica @ (x, y)
_la massima dimensione dellg varietd lineari su cui la forma quadratica
. corrispondente a (x, x) risulta definita negativa. -

Prop. 1. Sia a (x, y)‘unh‘forma bilineafe simmetrica deﬁnita su X;
se l'indice di a (x, y) & finito, esistono due varietd lineari chiuse VX
e WcX tali che

(G X= VG—)W ;
(ii) a(x y) 0 per ognl x(—:V e per ogm yeW

e

L Inoltre le prowzmm PV ePydi XsuV e W rlspettlvamente sono
continue. !

Dim.: Sia V una Var1e’€é lineare massimale su cu1 la forma a(x, x)
risulti definita negativa; con51der1amo la varieta:

W:{yé;X: a(x, y)"=o .Ver}
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Le varieta V e W cosi definite sono chiuse e verificano chiaramente la
proprieta (ii). o

E ovvio inoltre che VN W={0}.

Per completare la dimostrazione, occorre vedere che se x & un
qualunque elemento -di X & possibile trovare veV e weW tali che
x= v+w ’

Sia x€X, I'applicazione v —>a (v, x) & un funzionale lincare defi-
nito su V; essendo la forma quadratica a (x, x) definita negativa su V,

ogni funzionale in V si pud rappresentare con v—>a (v, v), dove v e

un opportuno elemento di V. Allora se consideriamo w=x—v avremo
a(v, w) a (v, x) a(v, v) 0 per ogni veV, quindi weW inoltre
x=v+w.

Avendo notato che V ¢ W sono chiusi, I'ultima asserzione & ben
nota.

_ProP. 2. Sia @ (x, y) una forma bilineare simmetrica definita su X,
di indice finito. Siano V e W due varieta lineari chiuse tali che

(i) X=Vow
(ii) a(x,y)=0 per ogni x€V e per ogni yeW.
(iii) a(x, x)<0 per ogni x€V x%0, a (x, x)=0 per ogni er

Allora Iindice della forma bilineare a (x, y) commde con la dlmen-
sione di V.

DiM.: ‘Sia S una qualsiasi varieta lineare su cui la forma a (x, y)
risulta definita negativa. Vediamo che la proiezione Py di X su V ap-
phca in modo iniettivo S in V; 1nfatt1 per ogm xeX si ha )

a (x, x)=a (Py x, PV x)+a (Pw X, Pw x).

Se xeS x#+0, ¢ a (x, x) <0, mentre -€¢ necessariamente a(Pw x, Pw x)=0.
Dunque & a (Py x, Py x) <0, percio Py x#0: cid basta appunto a
garantire Diniettivitd. Allora dim (S)< dim (V). D’altra’ parte su V

la forma & definita negatlva dunque l’1nd1ce d1 a (x y) deve c01nc1dere
con la dimensione di V.- ' :

2. Sia U un aperto di uno spazio di Banach X e f un funzionale
di classe C' definito in U. Come & noto xoeU & detto punto critico se
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f (x0)=0; c=7F (x0) & detto li{rello critico. Poniamo
U-={xeU: {f ®)<c}

e ihti‘oc)l‘uc‘rierrid i gruppi di 6rnolo’gia singolare relativa, a coefficienti
in un fissato gruppo “abeliano 'G: H, (U~, U~ —{x}). Questi gruppl sa-.
ranno detti gruppi di Morse relativi al punto critico xo. :

-Osserviamo che presa una qualunque palla Bs = {x |]x—~xoﬂ <5}
contenuta in U, si ha, per ogm n,

(/i)y H (U U- —{xo}) H,,(U n Ba, U ﬂBa——{xo})

Idnfa(ttrir,‘ se 1nd1ch1amo con Ba | 11 COmplementare di Bs in U, basta -ap--
plicare la proprieta di excisione, osservando che U~ NBs=U-—U-NB;
FaS i

e che U"—Bs ha la sua chiusura interna a U~ —{xo} (rispetto -alla’
topologia indotta in U~). Supponiamo ora che f ammetta differenziale
secondo nel punto X; questo & 'una forma bilineare simmetrica definita su
XXX, che pud essere rappresentata cosi: (x,y)=>{(f (x)x,y) (")
dove f” (%) € un operatore di X in X*. SRR

DEr. 2. Diremo ‘indice (lel punto critico xo I’indice della forma
(f" (%0) X,y ).

~Néll’ipotesi ‘che I’indicé’ del punto’ xo sia finito, la  Pfop. 1. ci
assmura che e51stono due sottospa21 chiusi d1 X V e W, ta11 che

0 Vew=x
(11) per ogm er ed ogm yeW si ha (1’ (xo) x,y )-—0

Rlcordlamo che V € un sottOspazw di dlmensmne massima su cui Ia
forma ( f” (x)x,x ) & definita negativa, mentre il sottospazio W
corrispondente ¢ univocamente determinato comie segue:

oW={xeX: ([ (xo)x y >=o pef og'n’i yevi o o

Allora pOnendo = va e W=Pyx, dalla (u) segue ’
' I

(f"(xo)x,x) (f"(xo) v, v )+ f"(xo)w W)

: (i) Con (,) si & indicata la duality fra X e X*. .

|
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Osserviamo che in generale sard ( f” (xo) w, w ) = 0.

DEF. 3. Diremo che X & un punto crificé « hon degenete » per f
se la forma quadratica ( f” (xo) x, x ) risulta definita positiva su W (3.
- Consideriamo ora la funzione a valori reali

@ = (@ ww )= () ¥y )= K20

questa & una forma quadratica ottenuta « raddrlzzando » 11 dlfferenmale
secondo in xo. o ‘ ‘

Se X & «non degenere», il fatto che la forma quadratica
(" (x0) x, x ) risulti definita positiva su w equivale al fatto che il
funzionale [x] definito in (2) & una norma che definisce in X una
struttura pre-hilbertiana. Inoltte la definizione data comporta che I’ope-
ratore x—>|f’" (%) |x di X in X* & iniettivo, avendo indicato con
| #” (x0)| I'operatore associato alla forma « raddrizzata ».

E interessante notare anche che se X & uno spazio di Hilbert, un
punto critico non degenere secondo la definizione consueta & « non
degenere » anche secondo la definizione .3. ~ :

. Infatti se x ¢ non degenere, loperatore A associato alIa forma
quadratica  f” (x0) x, x } secondo il prodotto scalare di X, ¢ inverti-
bile. Allora lo spettro di A non contiene lo zero e quindi possiamo
decomporre X nella somma diretta dei due sottospazi V e W asso-
ciati rispettivamente alla parte negativa e alla parte positiva dello
spettro di A; indichiamo con Py e Pw le corrispondenti proiezioni.

Possiamo porre A= |A| sgn A, tenendo presente che sgn A= Py—Py
& ben definita dato che lo zero non appartlene allo spettro d1 A

Allora si pud scrivere:

(Ax x)=(|A] sgn Ax,x)= (|A] Pw—P)) %, )=

=(|A| Pw x, X)—(|A| Py x, ©) =(|A| Pwx, Py x)—
, 1 ;  o
—(|A| Pvx, Py x)= || |A|? Pw x |P— [| |A]* Py x|

(®>) Essendo 1nd1pendente dalla decornposmone cons1derata, la defimzlone
data &€ una buona definizione.

(3 Si fa rilevare che la forma [x]2 non & canomcamente deﬁmta, ma dlpen-
de, oltre che da f, dalla particolare decomposmone dello spazio X.. Analoga ‘osser-
vazione per l’operatore lf” (x )| , oL
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Osservando che se xeW, Py x=0 e Py x=x, si ha (Ax, x)= || |A]|? x|
Allora per xeW, essendo |A|'?iniettiva, (Ax, x)=0 se e solo se x=0.

Quindi (Ax, x)>0 per oghi xeW. Poiché la decomposizione ot-.
tenuta mediante lo spettro soddisfa le ipotesi della Prop. 2., la di-
mensione di V coincide con l'indice del punto critico; quindi il fatto
che (Ax, x) sia definita positiva' su W assicura che xo & un punto criti-
co « non degenere » secondo la definizione 3..

3. Ci proponiamo ora di calcolare i gruppi di Morse per un punto
critico' « non degenere ». | :

- Consideriamo un funzionale f d1 c]asse C, deﬁnlto su un - aperto
U di uno spazio di Banach X cbntenente l’origine e tale che f(O) Oe
f’ (0)=0. Supponiamo inoltre che f ammetta differenziale secondo in O.

Allora il funzionale si pud porre nella forma

©) B LA A P CERRRR

dove r (x) ha differenziale prnho e secondo nulli in O.
' Se 0 ¢ «non degenere » ha senso formulare la seguente 1potes1

Ipotesi a) Comunque si prendano v e 7 reali pos1t1v1, esiste un mtornc
$ di 0 in X tale che per ogni xeS si abbia

@ r (9 <v [x1?
& Kmnwknﬂm

~ dove con (R (%), ) s1 e md1cato il differenziale d1 r in x.
Vale il seguente teorema:

TEOREMA 1. Sia f un funzlonale di classe C! definito su-un -aperto
UcX contenente l'origine e tale ché f(0)=0 e f’ (0)=0. Supponiamo
che f ammetta differenziale. secondo 'in.x=0..

Allora se x=0 & un punto critico « non degenere » per f, di
indice finito i e vale 1’1potes1 a), si ha

P 0 per n=l=z
H, (U, U‘—{O})
i el NG per n=i |
dove G e 11 gruppo de1 coefﬁclentl dell’omolog1a *. e

* Ovvxamente I’avere scelto l’ongme come punto critico e lo zero come
livello critico non comporta alcuna restrizione.
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Dim.: Poiché il punto critico ha indice finito per 14" Prop. 17 esi-.
stono due sottospazi ch1u51 VcX e Wc X, tali che valgono le proprieta
(i) e (ii). o o :

Osserviamo che essendo le proiezioni Py e Pw continue, la decom=:
posizione ottenuta & tale che X & omeomorfo a VXW.

Siano v e y due numeri tali che

—y 2
+v >(1_7)2,

(6) , "<3” '»7’<19

l:«'r-a b:ll-ﬂ

allora per l'ipotesi @) e l'osservazione precedente esiste un intorno

di 0 del tipo Sy X Sw, con.Sv = {xeV: ||x|| < &} e Sw={xeW:

||x|| < &}, tale che per ogni x€SyXSw valgono la (4) e la (5). |
Vogliamo dimostrare che & possibile eseguire una retrazione di.

Sv X Sw su Sy che subordini una retrazione di Sy X SwNU- ,s' ,

Sv e di SyxSwNU-—{0} su Sy—{0}. Tale retrazione sara fornita dal—i

la proiezione Py di X su V ristretta a Sy X Sw. "
Consideriamo quindi l’applicézione

g: SyXSwx [0, 1] = Sy X Sw
cosi definita: posto x=v+w, ¢ (x,)=v+(1—5) w.
Poniamo inoltre : |

(5 0=1 (6 )= (I O @+A=D W), 0+ =) w) )+

+rw+A - w)= ? ( 7O v, v )+

+% 1= 1" (0) w,w y+r v+ (1 —1) w).

/Vogliémo vedere se si ha ¢ (x,#)<0 per ogni t€[0,1] ogni volta

che ¢ (x,0)<0. Studiamo allora il segno di -aai:

L E === Oww) — (ROHA—Dw,w),
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perc:1o, tenendo presente la (ii) e la (5) e ricordando che-

[x]z"( 1’ (O)W w)— (' (O)V 14 ),
siha - - ;

% <—(-D) WP+y -+ (=) w] [w]=

<— (=0 wP+y (v1+0 -0 WD [w]l=

| =l {(r—D Ud—-9 [wl+y [V}

Perché sia %;2 < 0 basta che Sl abbia

M =Dd=) Ity b <0

Se questa dlsuguaghanza € \}erlﬁcata per qualche purito dell’mter-

vailo [0,1] essa lo € in un mtervallo del tipo [O, 1 (con t<1). In
questo caso se xeU~, ciog se & ¢ (x,0)<0, si ha anche ¢ (x, )<0 per

ogni f€[0,¢] e quindi ¢ (x, t)!eU' per ogni te€ [0,7], |
Consideriamo invece i punti di [¢, 1] in cui vale la disuguaglianza
opposta della (7); essendo y<1, si ha :

. _ vl
(8) [w] < T—90 =7

Allora dalla (4) e dalla (8) segue:

P @, 1) < — 5 [ + —(1—t’[w12+v[v+(1—t)w1 =

(o (v — %)4}1—0 ( +3) o - o —-—;—) +

) o - e e

Quindi dalla terza delle (6) Isi ricava che in [#,1] si ha sempre
o (x,t) < 0. Dunque Iapplicazione ¢ definisce una retrazione di
SvXSwNU~ su Sy; si verifica immediatamente che ¢ definisce anche
una retrazione di SyXSwNU-~{0} su Sy—{0}. Ora Sy & un intorno
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dell’origine in V e -quindi & omeomotfo ad una palla B' di uno spazio
euclideo i-dimensionale.
Se indichiamo con S la frontiera di B', per ogni n si ha:

H,(U-, U~={0}) % H, (U N SyX Sw, U~ NSy X Sw—{0})~

; o 0 se n=i
~H, (B, B—{0}) ~H, (B, S)~] |
G se n=i.

4. Diamo qui un esempio di funzionale che in generale non &
dxﬁ'erenmablle due volte secondo Fréchet nello spazio di Hilbert
Hy ([7]), mentre lo & nello spazio di Banach Cy'. Dimostreremo inol-
tre che ad esso pud essere applicato il teorema 1.

~ Sia 2 un aperto di R* con frontiera sufficientemente regolare‘
Consideriamo il funzionale

) B ] ()= [ f o, wV u)dx ueCo (2)

ou du . du’\

Supponiamo- che - per (¥, u, p)eRX R X R la funzione 1, u, p)
sia continua in x e due volte differenziabile con cont1nu1ta rlspetto alle
variabili ¥ e p. Supponiamo inoltre che

dox"ekazf(xl,xz_, ...,xn) dx= dx,dxz dxn,Vuz (

(10) esiste una costante ﬁbsitivac' tale che

Z‘ ;l,,zpj (x,0,0) & §,>c]§|2 per-ogni € R™ ed ogni xe .
1, j=1

Il funzionale J (1) definito in (9) & differenziabile due volte se-
condo .Fréchet nell'origine. Infatti dal momento che I’integrale &
un’applicazione lineare, basta osservare che le condizioni date sono
sufficienti a garantire che f: u— f (x, u, V u), con ueCy (), sia di clas-
se C* ([2]).

I differenziali primo e secondo di J sono dati da:

v [
f

FulryPw)o+ 2 £y, (0,7 0) oot dw = 7 (),
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o . E " " ah T LLTET LT,
(v7 h) _* f gf’uu (w7 u’ V“) hv Ax+’ ..2‘-1 fupi (w, u, Vu) ax 'v + ) f‘ -
B ] f = . S
5 o ., Z av h
2 Fun (0 0, V0 B B o (0, o d.

awj

. Vediamo ora che il funzmnale J verifica le ipotesi del teorema 1..
Supponiamo che

(11) J (0)=0; 1(0) 0.

Nelle ipotesi fatte si ha ché 02 per I un punto critico d1 indice
finito. Dimostreremo infatti che I'indice di O coincide col numero di
autovalori negativi di ( J” (0) u, u ), contati con la relativa molteplicita,
che per l'ipotesi (10) sono in numero finito. Consideriamo le varieth
lineari V e W associate rispettivamente alla parte negativa e alla
parte positiva dello spettro di (J” (0) u, u) (°): osserviamo che, essendo
i coefficienti della forma ( J” O u,u) continui, le autosoluzioni s0no
di classe C.

Allora si ha VW =C,! (.Q) e quindi V e W soddisfano le ipotesi
della Prop. 2.. Dunque I’indice del punto critico O coincide con dim (V).

Osserviamo inoltre che, se ihdichiamo con A; gli autovalori positivi

©0o
.e con Uy le rlspettlve autosoluzwm per ueW si pud scrivere u= I ¢ u;
' =1

con c;ER e quindi

(12) (J”(O)u,u)—-(J" 0)20;%,,20.%&)——

i=1 =1

Zlc. ls(uz,u;)ﬂlzmml I ullﬂl > 0.

Da ClO segue che 0 & «non degenere ».

" Per poter applicare il teorema 1 resta da verificare llpotem a)
Possmmo scrivere 7 (1) nella forma:

(13) (u) = f (1—t) ([T (tu) — T (0)] v, v D dt =

(%) Zero non & autovalore per (]’ (0) u,iil).
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1 k T T I R
— f (1—1) f {[fwtw, P —Fae (5, 0, 082+ 2 3 [ fup o, 0, £ )

— fup; (2, 0, 0)]__u_ u +_2 [ foip; (@, tu, tV u) 4
b ox; i = J

du du

_fp.'pj ("”7'07 0)]
Ora, poiché fuu, fup, , fo, »; Sono continue uniformemente rispetto ad x

al variare degli argomenti in un insieme limitato, per ogni €>0 & pos-
sibile trovare ¢ tale che se ]]u]]01 <3¢ si ha:
0 o

' &€
7 5?3 Ifuu (x, tu, t 7 u) = fuu (.’L‘, 0, 0) I = mis Q'
] &
(14) :?‘1;) 'fup‘- (w’ tu, [ V u) —fupi (m’ 07 0) I S mis Q

per ogni i,1<< i< n,

&
mis £

Bug lfp.' ?; (2, tu, tV u) — fo; 2 (2,0, 0) | =
. ZE .
| ~ per ogni i e j
C1s<i<m, 1<j<n.’

Allora, tenendo presente (12) e (14) si ha:

1
|r(u)| < ef(l—t)f
0 o

=K, (Hvllfgox + leolla) ey (B (=<7 (0) 0, 0)) +- Ko T (0)w, 0 )<

n

+2

i, j=1

ou
0%

n u
2 —_
w42 3 U

=1

ou
0%;j

dzdt<eK|lu’ 1=
0

< e K max (K, , K)(—{J” (0)v,0) 4 < J* (0) w0, }) — y[u]?

1 4
K,max(K,,K,).
In tal modo si & verificata la (4); vediamo ora la (5).

essendo Ko, K1, K, costanti opportune e avendo scelto =
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Dalla (13) si ha:

R(u),h)=2f(l—t)i([J”(tu)—J”(O)]u,h)dt;—=
0 CL g

i
i

1 x
= 2[(1 _t)f{[fuu (2, tu,tV u) J—fuu (2, 0, 0)]hu 4 zﬂ: [fun; (2, tu, tVu) —
| i=1

fu,,, w,O 0)] —u+2[f,,,, (x, tu, tVu) fup (,0, 0)]—"”‘,+

ah ou
-{—E[fppj(m, tu,tVu f,,‘pj (z, 0, 0] ‘d dt.

i, j=1 X

Quindi per (12) e (14), analogémente a quanto & stato fatto per veri-
ficare (4) si ha

u-{—Z

|<R(u),h)|$2ef(l—t)f ]uh|+ = ; 6 k|4
i=1 i=1 i

oh '@ ‘
"ot <e k|| w g | bl << e Klul[4

o0x; 8

4+ 3

. l)—'l

con Ko, K costanti opportune.
Tutte le ipotesi del teorema 1. sono pertanto verificate.

i
i
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