 ZAHLEN DER FORM 2*- Dy*
IN ARITHMETISCHEN FOLGEN (*)

von KraAus SpPINDELBOCK (in Graz) (**)

SomMmaRrio. - In questo 'lavoro si esamina la questione se in una successione
aritmetica (at 4 b/t =0,1,2,..) possono comparire numeri .della forma
— Dy? (x,y, De Z).

SUMMARY. - fn Athis‘ paper wé‘ investigate zf in any arithmetic  succession
(at + b/t =0,1,2,..) may appear numbers of the type x>2— Dy2 (x,y, DeZ).

In [1] teilt P. Bronkhorst mit, dass in jeder arithmetischen Folge,
deren Differenz eine Primzahl ist, unendlich viele Zahlen auftreten
die sich als Summe zweier ‘Quadrate darstellen lassen.

Hier soll die Frage untersucht werden, ob in einer arithmetischen
Folge (at+b/t=0,1,2,..) Zahlen auftreten konnen, die die Form
x*—Dy? (x,y, DEZ) haben..

Zu bemerken ist, dass die Existenz einer einzigen Zahl dieser
Art- das Vorhandensein- unendlich vieler Zahlen dieser Art -in der
arithmetischen Folge gewihrleistet; denn gilt afo+b=xs>*— Dy, so ist
(xo+ma)>—D (yo+na)® eine Zahl der arithmetischen Folge. .

Zuniichst mochte ich noch einige Sitze erwahnen auf die 1ch
mich spiter beziehen werde: ‘ ’

HILFSSATz: Zu jeder Primzahl p>3 gibt es eine Zahl ne iR
derart, dass n quadratischer Rest und n—1 quadratischer Nichtrest
mod p ist.

(*) Pervenuto in Redazione il "‘7 luglio 1974. ‘
(**) Indirizzo dell’Autore: I. Mathematisches Institut - Universitit Graz -
Halbidrthgasse 1 - A 8010 Graz (Austria).
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ANMERKUNG: Theoretisch konnte der Fall eintreten, dass die
ersten (p—1)/2 Werte im Restklassensystem (bei natiirlicher Anordnung)
nur quadratische Reste sind, die verb1e1benden Werte quadratische
Nichtreste.

BEwEls: Hat p die Form 4k+1, so kann der oben zitierte Fall
nicht eintreten, weil —1 quadratischer Rest ist.
Ist p von der Form 4k+3 SO werden zwei Falle unterschleden

a) p=8k+3: Hier ist 2 quadr, Nlchtrest, also tritt schon in
der ersten Hilfte des Restsystems ein Nichtrest auf.

b) p =8k + 7: 2 ist hier quadr. Rest, — 1 quadr. Nichtrest.
Mit (p — 1)/2 = (—1)/2 (p) |erhalt man, dass (p — 1)/2 ein quadr.
Nichtrest ist.
(p——l)/2 ist aber die letzte Zahl der ersten Hilfte und damlt
glbt es auch in der zwelten Halfte einen quadr. Rest, z. B. (p+1)/2.
"q.e.d.
Satz 1: Eine Kongruenz

x —a(p“), (@, p)=1, a>0,

p ungerade hat entweder Zwei Losungen oder keme ]e nachdem, ob a
quadratischer Rest oder Nlchtrest mod p ist.

'Satz 1a: Eine Kongrue'nz o
¥=d(2%), @,2)=1

ist nur dann Iosbar, falls a=1(4) fiir =2 und a=1(8) fiir =3 ist.’
Sind diese Bedingungen erfiillt, so gibt es fiir a=1 e1ne Losung,
fiir a=2 zwei und fir a=3 v1er Losungen.

SATZ 2: Fﬁr Kongruenzeﬂ der allgemeinen Form
| #=am), m=2pyp.py (@ m)=1

sind
a=1(4) fir a=2, a=1(8) fir a=3,

(r%)“’ (%)fl

notwendige Bedingungen fiir die L('isbarkeit.

i
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‘Sind " alle diese Bedingungen ‘erfiillt, “so ist” di¢' Anzahl der
Losungen gleich 2* fur a=0 und a=1, gleich 2**! fiir =2 und gleich -
2k+2 fiir >3, ‘

BEwEIls: Siehe z. B. [2]. 7
Im folgénden sollen drei Fille einer atithrhetischen Progression
an+b betrachtet werden:
I) a=p, p ungerade Primzahl
D) a=1(2) :
: 1II) a=2°*(a=2)

1) a= p,p ungerade Primzahl.

SaTz 3: In jeder arithmetischen Folge pn-+b mit eifiet ungeraden
Primzahl als Differenz gibt es unendlich viele Zahlen der Form
x*—Dy?, falls (D, p)=1 ist.

Zum BeweEils dieser Behauptung werden zwei Fille -unterschieden:

b
A) —_ jb)— quadr. Rest mod p ‘B) — D quadr. Nichtrest
Der Fall A) kann sehr schnell erledigt werden.
——jﬁ— =y? (p), und daraus ergeben sich die Kongruenzen |

= —Dy*(p) und (pv)’—Dy*=b (p).

Der Fall B) wird folgendermassen bewiesen:
1) p=3

Da (—b)/D quadratlscher Nichtrest mod 3 ist, erg1bt 51ch b/D 1
also b=D (3). .=

. Soll eine Darstellung b=x*—Dy* (3) ex1st1eren .SO muss wegen
(D 3)=1 x*=1(3) gelten.

Ist D=1(3) und y=0 (3); so gibt es die gesuchte Form, ebetiso”
wie im Falle D=2 (3) und y*=1 (3). 7 ‘ ;

2) p>3-

Hier sind zwei Unterfélle zu untersuchen

T e e

if) | ‘(i)-.—___l, (_B)f_fl.
? »
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Fiir den -Fall i) gibt es nach dem Hlifssatz unter den zu p  primen

Restklassen eine Zahl # mit (—g—) =1, sodass (n ):‘—1 ist. Damit

erhilt man

_.:_Di(n__1)—=~v2 (p) !‘und weiters b=bn+Dv* (p)."

Ist dabei p=4k+41, so ist (:pl) =1 und deshalb ist auch —1? ein

quadratischer Rest; auf diese Weise erhilt man die gewiinschte Dar-
stellung. ‘ :
Hat die Primzahl p die Form 4k + 3, so ist — 1 quadratischer

| —b/D
Nichtrest und damit D quadr, Rest; ausserdem gilt mit( p/ ) =—1

auch (ﬂ)) =—1.

i

, ' — bD e . L
Mit obigem n folgt dann ;m_ IEVZ (p), woraus man durch Um-
formén zur Kongruenz |

b=(=1/D)-n+1/D (p)

gelangt. - .
Da D ein quadr. Rest ist, gibt es dazu eine Quadratwurzel.
Beachtet man dies, so folgt aus'

D?  n

, | v \2
die Form b=x*— Dy - |
V .o . b i . — D
Im Falle ii) ist (—1—)—) =—1 und damlt( 7 >=1.
" 'Mit der Zahl n des Hilfssatzes ergibt sich fiir b='4k’+ 1 die

Kongruenz — _b_ T =1 (p) und damit b=m2—1? (p); wegen (__pl) =1

ist mit —D auch D quadratiscﬁer Rest.
Setzt man x=|n-v, y=v/VD (p), so erhdlt man ~die gesuchte
Form. e S
Hat p die Gestalt 4k+3, so suche man unter den zu p primen
Restklassen eine Zahl N heraus, fiir die gilt:

(55 (5 -

|
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~ Es folgt somit
:.:D—b (=N+1)=1? und daraus b= bN—DVi (p).

BN ist quadr: Rest, weil b und N quadr. Nichtreste sind.
q.ed.
I a=1(2).
Spiter wird folgender HILFSSATZ vetwendet:

Hat b nach zwel tellerfremden Moduln m; und m; elne Darstellung
der Art

bEXiz—DYiz (mt) (i: 1’ 2):

so kann b auch nach dem Produkt m;-m; auf eine solche Form gebraéht
-werden.

BEwEels: Nach Voraussetzung gilt b=x?—Dy? (m;), (1—1 2).
Mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes ergibt sich:

3 2
My 27 4 My T3 Mo 3/1 + ml ?/2
x b —D (my-my).
() m; + my my + m,

I

Durch Ausrechnen verifiziert man die Kongruenz

(mz x; 4+ m, ‘-‘”2)2 __mg a + my @, v "

| mFmy, /) m+my (1 ,).

" Eine analoge Kongruenz erhilt man fiir den Faktor, der bei D steht.
Setzt man dies in die Kongruenz (x) ein, so liefert d1es tatsachhch eine
. Darstellung b=x>—Dy? (m m,). ’

Der Fall, in dem a eine Primzahl ist, Wurde in I) behandelt.

Die kanonische Zerlegung von a laute. a=p pz L

1 FALL Gilt fur alle diese Pis dass (D p,)—l und ( b/ D) =1

| {=b o
ist, so ist auch (———‘;/—1—)) =1 und sogar — b/D quadr. Rest mod a.

. ~Setzt man z. B.- -—-b/D"—y (a), so- folgt daraus b*———I)y2 (a) und
damit b= (av)*— Dy? (a).
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2. FALL: —b/D sei mcht nach allen Prlmtellern ‘des Moduls a
quadratischer Rest.

Da nach Satz 1 .jede Zahl die nach der ungeraden Primzahl p
quadratischer Rest ist, auch nach allen hoheren Potenzen von p qua-
dratischer Rest ist und umgekehrt, konnen die im Fall B dargelegten
Vorgangsweisen auch nach jeder hoheren Primzahlpotenz angewendet
werden.

Nach jeder Prlmzahlpotenz pit, die in a aufgeht kann man

nach Satz 3 fiir b eine Darstellung der Art ‘-
b=x; —Dyz (2, )
Ainden.. —~ .. .. ,
' Zufolge des Hllfssatzes kommt man dann zur Darstellung
b=x2— Dy’ (a).

D) a=2*.

Hier werde vorausgesetzf, dass sowohl b als auch D ungerade
“seien. , |

Da nach Voraussetzung b und D belde ungerade ‘sein sollen
ergeben sich, um iiberhaupt die Darstellung b=x—Dy> mod 2@
erhalten zu konnen, die notwendigen Bedlngungen, dass b=1(4)
oder —b/D=1 (4) oder beldes g11t

1. Fall: b =1 (4)

i) Ist a= 2, SO 1st b quadr Rest mod 4, d1e Darstellung
b=x*—Dy* (4) also moghch Wenn x=1 (2) und y=0(2) sind.

a=3

F ~ a) ‘-b=1 (2%.:Hier ist b quadr Rest mod 2a (a>3), die - Dar-
. ,stellung also moglich.-

b) b=5(2%). Wihlt man x=1(2), y=2 (4), so erhalt man
mod '8 unabhanglg voi' D dlé geSuchte Darstellung ‘

ANMERKUNG M1t yi= 4 (8) g11t gle1chze1t1g y*=4 (32), da sich
jede Zahl, die =4 (32) ist, als 4 (8k+-1) darstellen lisst, ist sie auch
“‘nach jeder hohéren Potenz von 2 quadratischer Rest. ‘

Nun soll gezeigt werden, dass im Fall b=5 (8) auch fiir a>3 die
Darstellung b=x*—Dy*(29) moghch ist.

" Dazu wird, ~ausgehend von der Darstellung fur 23 d1e Darstel
lung fiir 2* Konstruiert. :
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Es gelte b=A—DB (8) mit b=5 (8), D=1 (2), A=1(8), B=4 (2°.
Gesucht ist die Darstellung b=A—D-B (2°).

ANSATZ:
b= 5+23K1(2 ), D= 142K, (2°2)
A—1+23K3(2 ), B= 4+25K4(2“)"

Daraus ergibt SlCh folgendes '
D. B (2 = ]+ 14+2K5) (4+25 K4) 4+23 K2+25 K4+26 Kz K4 (2 ),

weiters o - . V e
b+D-B= 1+23(1+K1+Kz+22K4+23K2K4) ).

: Wahlt man demnach Ki=14+Ki+K,+22 K422 K> Ks (2""3), so st
d1e gewunschte Darstellung erreicht.

2- Fﬂ]l . —D— _— 1 (4).
1) a=2: —-b/D ist in - dlesem Fall quadr Rest - mod 4, woraus
die Moglichkeit der Darstellung folgt. SR

i) a=3

~ .a) —b/D=1(8). —b/D is:tzihier ‘quadr. Rest mod 2°¢ (a=3),
weshalb b=x*— Dy2 2%) moghch ist.

b) ——b/ D=5 ®). . '
Wihlt man x=2 (4) y=1(2), so kann mod 8 die gesuchte
~ Darstellung erreicht werden.
Auch in diesem Fall wird fiir a>3 eine Darstellung b A D B(2 a)
konstrulert wobei man, ausgehend von einer Darstellung mod 8
beriicksichtigen muss, dass A=4 (2% und B=1 (8) gilt.

Aus —b/D=5+2*k (22) ergibt sich b/D=342K; (2%, also
b=3+22K))-D (2°).
Weiters gelte

A=442K, (2%)
‘B=1+2'K; (2*)
D=1+2K. (2=-).
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“Damit erhilt man fiir 6+ D-B:

b+D-Bs%D 224+ 2° (Ki+K3) (2°)
und weiters

b+D B-— (2"'—2 ]+2 K;4+1) (22+23 (K1+K3)=
=22-I-323 (K1+K2+K3)+24K2 (K1+K3) (29).

Soll nun b+D-B=A (2°) sein, so muss zwischen den K (1—1 2, 3 4)
dié Beziehung bestechen

Ki+K:+2 K1 Ko+ K3 (142 Ky)) =22 K, (2°-3).

Da K, und K; durch Vorgabe der Werte von b und D bekannt sind, ist
..diese Kongruenz - eigentlich nur eine Beziehung zwischen K:; und K.
~ Sie ist nicht fiir beliebige Werte von K; und K, erfiillt, doch ist dies
auch nicht nétig, weil nur die Existenz einer einzigen derartigen Kombi-
nation erforderlich ist. 1

Aufgrund der Definitionen der K; (i=3,4) muss K; weniger Werte
durchlaufen als K, denn es gelten die Bedingungen 0<K,<2°5—1
und 0=<K;<2°-3—1; deshalb ist es vorteilhaft, K. Vorzugeben und
- hierauf 'das zugeotdnete K; Zu bestlmmen

Dann gilt ,

K = 4K — 23K K, — (K, + K))
3= 1+ 2K,

v,
. g.e.d

ANMERKUNG: Im Falle a=2 existiert fiir beheb1ge Werte von b
und D stets eine Darstellung b=x?— Dy? (2)

ANMERKUNG Hat a d1e Gestalt g = 2°.p be21ehungswe1se

a 2° PR p, so smd entsprechend dem Hilfssatz unter II die
- geeigneten Fille zu kombinieren.

Erginzungen :

Bisher wurde bei der Darstellung b=x<Dy* nur der Fall

zugelassen, dass sowohl b als auch D ungerade waren, wenn der
Modul 2 war.
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‘Nun sollen fiir solche Moduln auch die anderen mdglichen Kom-
binationen fiir & und D untersucht werden und wenn moglich, auch
die ‘entsprechenden Bedingungen aufgestellt werden. Dazu sind drei
Fille zu unterscheiden:

I. b gerade, D ungerade
II. b ungerade, D gerade
ITII. b gerade, D gerade.
 ANMERKUNG: Beim Aufstellen der Bedihgﬁngen wird so vorgegan-

- gen, dass man sich b, D, y* vorgegeben denkt, und hierauf das zugehorige
x? bestimmt.

1. Fall :
b gerade, D ungerade ’ I
modulo 8 ergeben sich die folgenden Kombinationen: "

x y b - D
0(4) 04 . 0® 1
04 2@ 48 12
2 (4) 0(4) 4@ 1@
2 (4) 2 (4) 0(8) 1(2)
1(2) 1(2) 0 (8) 1(8)

—2(8) " 34(8)
48 =38
218 —1(®

a) x=24), y=24)
b=2Ki, D=1+2K,, ¥*=4+2°K;,
yY=4+2K, mit K;+K>,=0 (4).
Dann gilt fiir Ks: |
Ks=1/4-(Ki+K2) +Ki+2 K2 K4 (2275)
b) x=y=1Q) o .

b) b=2Ki, D=1+2K,, ¥=1+2K;, y=1+2°K,.
Fir K; gilt: K35K1+K2+K4+23K2 Ki(2273).
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b)) b=—242%K;, D=342°K,, x —1+23K3,,y2=1+231<4
-~ Fiir K3 gllt K:=K,+K;+43 K4+23 K; K, (29=3); ‘ ,
b)) b=4+23K,, D=—3+2'K;, =142 K, y'= 1+23K4'
Fiir K; g11t K3—1+K1+K2+5 Ki+2°K, K, (2e-3), ' ' :
b4) b 2+23K1, D——1+23K2, X _1+23K3, y2=1+23K4
Fir K; gllt K35K1+K2-—K4—F23 K, K4 (2¢73). - .

¢) x=2(4), y=0(4)

b=442¢ Ki, D=142K,, ¥*= 4+25 K, y =2* K2 mit Ki+K#=0 (2).
. (Letztere Bedingung ist bei beheblgem K; durch entsprechende Wahl
von y? stets erreichbar). ‘
Fir K; gllt. K3:1/2 (K1+K42)+K2 K (29-5),
In den Fillen a, b, ¢ ist demnach mod 2 stets eine gewiinschte
Darstellung moglich; bei den nun folgenden Fillen ist dies nur in
Einzelféllen erreichbar.

d) x=0{4), y=0(4)
b=24K1, —1+2K2, x’ 24K2 y2_24K4
Fiir K; gilt dabei: K1+K4 4+2 K, KZ (22—4)

Damit hier K3, also eine ' Darstellung, ex1st1ert mués die rechte
Seite entweder =4 (8) oder :1 (8) sein.

e) x=0(4), y=24)

b=4+2°K;, D=1+42K,, x*= 24K3 y¥=44+2°K; mit Ki+K,=1 (2).
Fir K; gilt: K3? =1/2. (1+K1+K2)+2 Ks (142 K3) (2%),
Auch hier gilt dieselbe Anmerkung wie unter d).

II: Fall:

b ungerade, D gerade
modulo 8 sind folgende Kombinationen moglich:

x y b D
12 0@ 18 02
120 2@ 168 00
1(2) 1(2) 1(8) 0(8)
—1® 2
5@ 48

38) - —2(8)
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a) x=1(2), y=0(4)
b“—1+23K1, D= 2K2, 2“]+23K3, y2—24K2
Fir K; gllt K;=K;+4 K, K4 (2 a=3) o

b x=1@), y=2(@ RSNt
- b=142*K,, D=2K,, x-1+23K3, "4+25K4 o
Fiir K3 gllt. K:=Ki4+K,+4 K, K; (2°78). ' : .

0 ¥=1(Q), y=12) Gre 4T f
¢) b=14+22K;, D=22K,, ¥*=14+2*K;, y¥=14+2°K,
Fiir K; gllt K;=K;+ K, (1+23 Ki) (29-3), -

¢) b=—1422K;, D=242*K,, ¥*=1423K;, yz"“1+23K4
Fiir K; gllt K3-—K1+K2+2K4(1+4 Kz) (2““3) »

¢) b=5+2'K,, D= 442K, R=14+2Ks, P=1+2Ks
Fiir K; gllt K3=1+K1+K2+4K4+8K2K4(2a-3) '

¢) b=3423K,, D““—2+23K2, x2 14+2%K;, - )’2——1+23K4 ’
Fiir K; gilt: Ks=K;+K:—2 K4+8K> K, (2“’3)

, Im Fall II sind also die modulo 8 moghchen Kombmatlonen auch
nach jeder hoheren Potenz von 2 moglich. :

TIL Fall:
b gerade, D gerade
{modulo 8 ’sind folgende Kombinationen moglich: =~

P

x .y b D .
0@ 0@ 0 (16) 0Q2)
0w 2@ 0® 0
24 . 04 432 0(2)
24 24 4® 0@
04 12 -=D@16)  00)
20 1@ 4®  0©®
| S 2(8) 2(8)
0(® 4 (8)

6 (8) 6 (8)
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a) x= 0(4), y=014) : ,
T b= 24K1, D-—-2K2, xl= 24K3 y2=2"K42
Fiir K; gilt: K#=K, 42 K K2 (294 ).

b) x=0(4), y=2(4) '
b=2*K;, D=2K,, x*=2*K3, y’ 4+25K4 mit K1+K2—-0 (2)
Fiir K; gllt K#? “‘1/2 (K1+K2)+4 K>, Ky (294). :

C) x=2(4), y=04)
b 4+25K1, D= 2K2, x’ 4+25K3, y2—24K4
Fir K; gllt K:;=K+K; K2 (2“"5)

Td) x=2(4), y=2(4) '
b=44+2°K;, D=2K,, ¥*=4+42°K;, y* 4+2S K mit Ki4+K,=0 (4)
Fiir K; gilt: Ks=1/4-(Ki+K,)+4 K>, K4 (2°75), ‘

e x=04), y=12) | o
b=—D+2'K;, D=0Q)=2K,, ¥*=2'K;, »=1+4+2*K,4
Fiir K3 gllt K32—=-K1+K2 K: (2 “_4).

Hx=2(4), y=10@)
“f1) b=4422K;;, D=23K,, ¥*=44+2°K;, y*=1+23 K, mit K1+K2-—-0(4)
Fir K; gilt: K3=1/4 (K1+K2)+2 K; K, (2275),

f) b=2+23K,, D—2+23K2, x —4+25K3, =142 K, mit K;+
+K:=0(4) : f
Fir K; gilt: K3-—-1/4 (K1+K2)+1/2 K4+2 K: K (2%5).

1) b=2 Ky, D=4+2 Ky, #1442 K, =142 K mit K+ Kom0 (4
Fiir K; gllt K3_1/4 (K1+K2)+K4_{_2 K, Ks (2¢-5).

f) b=6+2°K;, D=6+2K,, ¥*=4+2°K;, y»=1+2*K, mit K+
+K;=3 4)
Fir K; gllt K3=1/4 (1+K1+K2)+3/2 Ki+2 K2K4 (29 5)

Haben b und D die Gestalt wie bei den Fillen ¢), d) und /) mit den
angegebenen Nebenbedingungen, so : existiert stets eine ‘Darstellung
modulo 2¢, wihrend fiir die ibrigen Fille die Bemerkung im Fall
I, d), zu beachten ist.
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