SU ALCUNI DETERMINANTI COLLEGATI
AD UN PARTIOOLARE SISTEMA ALGEBRICO (*)

di SERGIO GUERRA (a Livorno) (**)
SOMMARIO. - Si assegnano condizioni sufficienti per il non annullarsi di certi
determinanti collegati ad un particolare sistema di polinomi algebrici.

SUMMARY. - Some determinants associated to particular system of algebraic
polynomials are considered and sufficient conditions are given which
assure that these determinants are not zero.

1. Siano

(1 {ar}e=0,1,..9 {Br}r=o0,1,.. (B0, V)

due successioni di numeri reali,

(2) {ur () }e=o0.1,...

il sistema dei polinomi del tipo

3 ur (X)y=oax+ fi x™*E,

essendo m un intero non negativo comunque fissato e

4 Pyma@=ay,xtm 14 q 2vtm2 4 a, ;0™ 4 Ay4m—1

il generico polinomio generalizzato nelle potenze :  xC, x™, x™*1, ...

wo, x¥*"=1 della variabile, di grado effettivo v4+m—1.

(*) Pervenuto in Redazione il 15 gennaio 1975.
(**) Indirizzo dell’Autore: Accademia Navale - 57100 Livorno.
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Indichiamo con

(3)

xi, xZ, eee o Xn

/

n numeri reali tutti tra loro distinti, con

(6)

¢ (r=1,2,...,1)

la somma dei loro prodotti 7 ad r € poniamo

(7)

i
SCa=*

(c_sﬁo, ¥seN.

Cio posto, indichiamo, per ogni m>1, con

®)

Cm (xl, X2, see o xn)

il determinante, di ordine m—1,
. i

C)]

|
|

Cn_l CM 0 0 .ee 0 0

Cn._z Cn_l \Cn 0 “ee 0 0

e, per ogni m (=0), con
. ao, ..., an—fl
(10) D, I
ﬁ(), “es g ﬁn—]‘:

il determinante, di ordine n,

cn—m+3 Cn—m+4 Cri—-m+5 Cn—m+6 +e. Cn 0
Cn-m4+2 Cn-m+3 Cy—mi+4 Cn—m45 .o Cn-1 Cn
Cn—m+1 Cn—m+2 Crn-mas3 Cn—m+4 «oo Cn—2 Cpy_1

xl, x2, ces o xn

(11)

ao+ fo xi™" a1+ﬂ1jx1m“ veo Op_g 4 fug 201

i .
o+ fox™ i+ fix™t ... onor A faoyg xS

. . . . . . . . . . . .

ao+ﬁ0 X" a1+ﬁ{xn’"+‘ an—l+ﬂﬁ-1 x,mn=1
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Per il seguito ci sara ut11e osservare che, non potendo, per m>1, la
success1one :

(12) : Qo, A1y e 5 Ay—1, Av4m~1

dei coefficienti del polinomio (4) presentare pilt di v variazioni, il
polinomio medesimo, per m>1, di zeri positivi ne pud possedere
v al pit. -

%. Nei riguardi del determinante (8) vale la seguente

PROPOSIZIONE. Se i numeri (5) sono tutti positivi, risulta
1 Cr (1, %3, o, %) >0, ¥ (>1).
Dimostriamo, preliminarmente, che, per ogni m (>1), risulta

(14) - Con (11, X2, .., Xu) 0.

Per m=2 la (14) & vera ovviamente. Supposto, allora, che essa valga
per m—1 (m>2), dimostriamo che essa & vera per m.

Essendo i numeri (5), per ipotesi, tutti positivi, in virth della
osservazione finale del n°1, scelto v=n—1, per il polinomio (4) non
pud sussistere una decomposizione del tipo

(15) Pn+m-—2 (x)za{) (xn"‘cl xn—1+ ses +(_1)n cn)
o ("2 Ay X34 400,

cid che equivale ad asserire che il sistema lineare, di m—1 equazioni
nelle m—2 mcogmte Aoy Ay eee s Ans,

Cn-1 lO_Cn l1=0

Co-2  Ao—Cn1 Ai+cCa lzio

(16)
Crn-m+3 Ao—Cpomia M+ oo +(=1)" 3¢y Apm_3=0

Cn_m+2 AO—Cn_m+3 }.1+ ess +(_ 1)”1--3 Cn_l lm—3=(_ 1)m—-3 Cn
Cn;m+1 Ao‘—‘cn;mn 11‘1‘ ve +(— 1)m—3 70;1—2 lm—;3=(—' l)m—3 Cn-1
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ottenuto- uguagliando tra loro |i coefficienti di x, x% ..., x™! a primo
ed a secondo membro della (15), & incompatibile.

Poiché la condizione di incompatibilita del sistema (16) (!) &
espressa dal non annullarsi del determinante della sua matrice completa
e poiché tale determinante differisce dal determinante (9), al piu, per
il segno, segue quanto volevasi. _

Dalla (14) segue che, quando sia v=mn, per il polinomio (4)
puod sussistere una decomposizione del tipo

(17) Prim-1 () =a0 (x"—c1 "+ ... +(—1)" )
| (" 4 Ay X724 ot Ag).

|
Infatti il sistema lineare, di m—1 equazioni nelle m—1 incognite
Ao, A1, ... s Am—2, Ofttenuto sempre uguagliando tra loro i coefficienti di
X, ¥, ..., x™ ! a primo ed a secondo membro della (17), come subito
pud constatarsi, ha per determinante dei coefficienti delle incognite
un numero che differisce da Cp (x1, X3, ..., %) al pitt per il segno.
Essendo, come dal suddetto sistema subito si ricava,

(18) Jo=

e, per la (17), |
(19) nimo1=(—1)" o ca o

e presentando, infine, la successione (12) n variazioni, segue, allora,
Ao>0 e quindi, in virth dell’ipotesi, la tesi.

- \OSSERVAZIONE. Supposto,§ com’¢ lecito, ao=1, dalla (17), posto
convenzionalmente ?

(20) A_,=0, ¥seN,

discende, per il polinomio (4), I’espressione

n—1

21) Puim— (x)=x"+m'l+h2 (=D (ch—cn-1 Am—2+Ch2 Am_3—
=1

— e F (=D 1 A (= 1" D) x4 (= 1) ¢4 Ao

(1) Essendo, come supposto, ng_l (xy, X5, .o, X,) =0, la matrice dei coeffi-
cienti delle incognite riesce, infatti, di caratteristica m — 2.
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e, pertanto la successione (12) # variazioni, i numeri
(22) Ch—Chot Am-24Chz Am-z— oo + (= 1) €1 Ao (— 1! Ay

risultano tutti positivi. Dalla (22), in corrispondenza agli n—1 pos-
sibili valori di h, conseguono, pertanto, altrettante disuguaglianze
coinvolgenti il numero C. (xi, x2, ..., Xs). In particolare, per m=2,
la (21) assume la forma

n—1

(23)  Pop (x)=x"t14 h21 (—D* (ch—cn-1 Ao x* "1 (—=1)" ¢, Ao

e quindi, in virth della (18), riesce
(24) ChCni—Cn_16: >0, Mh:1<h<n-—1.

3. Nei riguardi del determinante (10) valgono le proposizioni
sgeuenti.

ProPOSIZIONE I. Risulta

00y veo 5 Opn—1
(25) DO H X1y X2y vee s Xn 4:0 (2)'

ﬁO, ooy ﬁn—l

La (25) segue subito dall’essere

(26) {llk (x)}k=0.1....,n-—l

un Sistema Tchebyschev (S. T.) su ogni insieme XC IR .

ProrosizioNe I1. Se i numeri (5) sono tutti diversi da 1, risulta

(27) D, S X1, %2, .., % | 0.

® Per q;=0, Bi=1, Mk:0<k<m—1, il determinante (11) coincide
con il determinante di Vandermonde dei numeri (5).
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Essendo axr=1, fir=—1, Vk 0<k=<n-—=1 e quindi wu (1)=O, Mk,
la (27) segue subito dall’ essére il (26) un S. T. su ogni insieme
XS —{1}. |

~ PROPOSIZIONE III Se i numerz (5) sono tutti posztzvz e dzversz da
1, risulta !

Y A R | A\
(28) Dm ( ; xl, xz, ese o xn =l=0, Vm.
-1,..,—1 ‘

Essendo anche qui u: (1)=0, Mk, la (28) segue subito dall’essere il
(26), in virth dell’osservazione finale del n°1 (v=n), un S. T. su
ogni insieme XC IR*—{0,1}.

PROPOSIZIONE IV. Se i numeri (5) sono tutti positivi, risulta;
V¥m>0,

0, «ue § Ot
(29) Dm ; xl, xz, e o xn =0

BO: ces o ﬁn—-l

se e solo se é verificata la condizione

._(l

+ 2 (— 1 (0;. — €p—1 lm—z + Op—2 lm_s —_— e

“n—-l

(30) (—1)endy= 5.

-1 h=1

vt (=)o dmnt (—‘ 1M 2y pmy) 2"-:*11 ’

essendo Ao, A1, ..., Am—2 i numeri definiti con la (17) ().

Per la dimostrazione basta osservare che la (30) esprime la
condizione necessaria e sufficiente affinché il polinomio (21) appartenga
alla varietd lineare individuata da wo (%), us (%), ..., U1 (x) e, per
m>1, tener conto dell’osservazione finale del n°1.

| (3) Si ‘ten'ga" sémpre presente 1a posizione " (20).
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