SULLE COLLINEAZIONI DEI PIANI
DI RIFRAZIONE GENERALIZZATI (*)

di Luier PROFERA (a Napoli) (**)

SoMMARI0. - Si studia il gruppo delle collineazioni dei piani di rifrazione gene-
ralizzati che non sono piani di MOULTON-PICKERT (né piani ordinati desargue-
siani); tra Paltro, si prova che tali piani ordinati appartengono alla classe
111 di LENZ-BARLOTTI. f

‘SUMMARY. - The collineation group of generalized refracted planes which are
neither MOULTON-PICKERT nor Desarguesian is studied; among other results,
. Such ordered planes are proved to be of LENzZ-BARLOTTI class II 1.

Introduzione.

In [13] (*) abbiamo introdotto i piani di rifrazione generalizzati
come piani ordinati sopra sistemi cartesiani ordinati ciascuno dei quali
si desume da un corpo ordinato e da una sua funzione di rifrazione f
nel modo seguente: il gruppo additivo ordinato del sistema cartesiano
coincide con quello del corpo ordinato, mentre la moltiplicazione O del
sistema cartesiano si definisce in termini della moltiplicazione del corpo
ordinato ponendo xOy=f(x) y se x e y sono entrambi negativi, xOy=
=xy altrimenti. Sfruttando la nozione di semitransitivita dovuta a
J. ANDRE, [1], e quella di omologia relativa a un insieme di rette dovuta

a F. BArToLozz1 [6], abbiamo caratterizzato i piani di rifrazione gene-
ralizzati come M;-piani.

(*) Pervenuto in Redazione il 26 aprile 1974.

(**) Indirizzo dell’Autore: Istituto di Matematica «Renato Caccioppoli»
— Via Mezzocannone 8 — 80134 Napoli.

() I numeri in [ ] rimandano alla Bibliografia in fine.
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I piani di MouLTON - PICKERT, ossia i piani di rifrazione genera-
lizzati relativi a funzioni di rifrazione f del tipo f (x) =xk con k positivo
e diverso-da 1, sono stati caratterizzati da J. ANDRE in [1] e [2] come
M-piani (propri) e recentemente F. BArTOLOZZI, [7], ne ha studiato le
collineazioni per determinare le loro immagini M-epimorfe.

Il presente lavoro & dedicato allo studio delle collineazioni degli
Mi-piani che non sono M-piani (n¢ piani ordinati desarguesiani);
risultati -piti significativi che stabiliamo sono i seguenti:

1) Un M;-piano non desarguesiano appartiene alla classe III
di H. Lenz, [8], se e solo se & M-piano (3.

2) Un M;-piano m che non & M-piano (n& piano ordinato de-
sarguesiano) appartiene alla classe 111 di Lenz-BArrorTI (H. LENZ,
[8]1, A. BarrLorTl, [5]). Se la retta v e il suo punto V individuano la
classe di mi, le dilatazioni non identiche del piano affine 7, ottenuto
assumendo v come retta impropria, se sono traslazioni, hanno tutte
direzione V, altrimenti hanno centro appartenente a una opportuna
retta di direzione V; anzi, se P & un punto (proprio) di tale retta, il
gruppo delle dilatazioni che fissano P & semitransitivo (nel senso di
J. ANDrE, [11]) e non esistono dilatazioni che fissano P e associano
punti allineati con P e separati da P nell’ordinamento di 7,y.

3) Se m; € My-piano ma non ¢ M-piano (né piano ordinato desargue-
siano), allora & piano di rifrazione generalizzato, [13], ed &, quindi, coor-
dinatizzato da un sistema cartesiano ordinato C(4,0,<) desunto da un
corpo ordinato C(+,:,<) e da una sua funzione di rifrazione nel modo
gid indicato all’inizio dell’introduzione; se = & il piano ordinato desar-
guesiano sul corpo ordinato C (+, -, <), l'insieme dei punti propri di
m; e quello dei punti propri di 7 si identificano col prodotto cartesiano
CXC. Ebbene, ogni collineazione w di 7n; & affine ed ¢ di uno dei
seguenti tipi:

I) w ¢ collineazione affine di =,
II) esiste una coppia (w1, w2) di collineazioni affini di = tale che

w((x, Y)=w1 ((x, ) se x<0; w ((x, Y))=w: ((x, y)) se x>0.

Inoltre sono caratterizzate le collineazioni affini w e le coppie (wi, w2)
di collineazioni affini del piano ordinato desarguesiano = atte a fornire,

(3 Il «se» & stato provato da J. C. D. S. Yaqus in [15]; per provare il .
«solo se » sfruttiamo una caratterizzazione degli M-piani dovuta a J. ANDRE, [31,
e a J. C. D. S. Yaqus, [16].
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~secondo quanto gia precisato, tutte e sole le collineazioni dello My-piano

7. Se ne deduce, tra l’altro, che ogni collineazione dello Mj-piano m
conserva il suo ordinamento, ossia la relazione di « giacenza tra » che
compete ad ogni retta di z; in quanto piano affine ordinato ().

1. Richiami e notazioni.

- Sia w=n (I, W) un piano proiettivo che ha [P come insieme dei
punti, R come insieme delle rette (*). Se A, Be D e A<B, indichiamo
con A+B la retta contenente A e B; se a, b€ R e a<b, indichiamo
con aNb il punto comune alle rette a e b. Una collineazione del piano
proiettivo m & un’applicazione bigettiva o: [P —>ID tale che o (C)e
€0(A)+0o(B)se A,B,CeD, A+B,CeA+B.Se pC R ¢ (P.heP X,
una (P, )-p-omologia o, se si vuole, una p-omologia di centro P e asse

(5), un apphcamone bigettiva o: D - tale che

) e (X)=X se X=P opp‘ure Xel,
2) a(X)€X+P se Xelp, \X=|=P

3) a(C)ea(A)+o'(B) se A B,CeD, A+B, CeA+B, A+Bep
Se p'CpC 1R, ogni (P, l)-p-omologid ¢ anche (P, l)-p’-omologia; pertanto
le (P, l)-omologie (che sono esattamente le (P, I)-1R -omologie) sono
(P, l)-p-omologie per ogni insieme p di rette del piano proiettivo. Il
piano proiettivo = & (P, l)-p-transitivo se, per ogni retta m contenente
P ¢ diversa da I, esiste almeno una (P, [)-p-omologia ¢ tale che ¢ (4)=B,
essendo A, Bem, A$=P+B, A $1NmnB; se, inoltre, p= R, il piano
proiettivo = & (P, I)-transitivo. |
Un riferimento del piano proiettivo z== ([P, IR) & una quaterna
di suoi punti a tre a tre non appattenenti alla medesima retta. Siano
(O, E, U, V) un riferimento di 7z, C un insieme equipotente all’insieme
C’ dei punti della retta O+E non appartenenti alla retta U4V,

() W. A. Pierce ha introdotto in [9] una classe di piani che comprende
i piani di rifrazione generalizzati desunti da campi ordinati; alcuni risultati
sulle collineazioni di tali piani sono gia stat1 stabiliti dallo stesso W. A. PIERCE
in [10] e [11]..

(%) Penseremo sempre le rette come insiemi di punti.

(®) Tale definizione & dovuta a F. BarToLozzi ([6]; definizione 1.3).
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p: C'—=C un’applicazione bigettiva; siano, inoltre, 0=¢ (O), 1=0¢ (E).
L’applicazione ¢: ) —(U+V)—> C?, definita ponendo ¢ (P)=(x, y)
se 9(P+V)N(O+E)=x ¢ ¢ (P+U)N(O+E))=y, ¢ bigettiva. Se
¢ (P)=(x, y) scriviamo anche P=(x, y) identificando P e (x, y); pertanto
0=(0,0), E=(1, 1). Inoltre, se A=(1,a), B=(0,b) e C=(c,c), po-
niamo (a@)=(0+A)N{U+YV), [a, b]=B+(a), [c]=C +V; pertanto
risulta P={(x,y), (@), V|x,y,aeC}, R={[a, b, [c], U+V]a, b, ceC}.
Definiamo I'applicazione T: C*— C ponendo T (a, %, b)=y se (x, y)e
€ [a, b]; inoltre, se a, beC, definiamo a+b=T(1, a, b), aOb=T(a,b,0).
La struttura algebrica C (4, O), che dicesi legata al riferimento
(O,E,U,V) del piano proiettivo m, & sistema cartesiano (%) se e solo
se il piano proiettivo 7 & (V, U+ V)-transitivo. Quando 7 & V,U+4V)-
transitivo tisulta (x, y)€ [a, b] se e solo se y=aOx+b; allora si dice
che il sistema cartesiano C (+, O) coordinatizza il piano proiettivo =
nel riferimento (O, E, U, V). Anzi, se C (4, O) & un sistema cartesiano,
prendendo come insieme dei punti P =C? ¢ come insieme delle rette
‘R={1[a, b], [c] | a, b,ceC} essendo [a, b]={(x, y)e P|y=aOx+b},
[c]1={(x,y)e P | x=c}, si ottiene un piano affine; si consideri la qua-
terna (O, E, U, V) dove 0O=(0,0), E=(1,1) (0 e 1 sono, rispettivamente,
lo zero e l'unitd del sistema cartesiano C (4, O)), U & la direzione
della retta [0,0] e V & la direzione della retta [0]. 11 piano proiettivo
. desunto da tale piano affine & (V, U4 V)-transitivo, & coordinatizzato
dal sistema cartesiano C (4, O) nel riferimento (O, E, U, V) e si
chiama anche il piano proiettivo sopra il sistema cartesiano C(+, O).
Se il piano proiettivo 7=n([p,R) & (V, U4 V)-transitivo (essendo U e V
punti distinti di 7) e se C (4,0)¢ il sistema cartesiano che coordinatizza
7 in un riferimento (O, E, U, V), allora le applicazioni 7.: ) —> P
definite da 7. ((x, y))=(x, y+¢), 7. (@) =(a), 7. (V)=V, se ceC, sono
esattamente le (V, U+ V)-omologie; inoltre, 7 & piano proiettivo ordi-
nato se e solo se C (4-, O) & sistema cartesiano ordinato (*).

Il piano proiettivo 7= ([, IR) sia ordinato. Se U, Ve P e
U=V, sulla retta U4V possiamo considerare esattamente due intervalli
di estremi U e V (U e V inclusi); chiamiamo iyy uno di essi e i’yy 1’altro.
Inoltre poniamo pyv = {reR|r+ U+ V, rNU + V)€iw}, pww =
={reR|rU4+V,rNU+V)€i'w}. Se (P,heD X R e P¢l, il pia-

(6) Per la definizione di sistema cartesiano rimandiamo a G. PICKERT
([12]; pag. 90). S |

(") Per la definizione di piano ordinato e di sistema cartesiano ordinato
rimandiamo a G. Pickert ([12]; pag. 221 e segg.). '
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no proiettivo 7 & (P, l)-semitransitivo (}) se per una (e, quindi, per ogni)
retta m contenente P esiste una (e, quindi, una sola) (P, I)-omologia o
tale che o (A)=B quando A, Bem—{P,INm} e le coppic (A,B) e
(P, INm) non sono separate nella relazione di « separazione tra coppie
di punti» subordihata sulla retta m dall’ordinamento di z. Con tali
dati, = si dice My-piano rispetto alla quaterna (O, U, V, pwv) o, breve-
mente; (O, U, V, puv)-Mi-piano, essendo O¢U+4-V, se & (V, U+V)-tran-
sitivo, (O, U+ V)-semitransitivo e (U, U+V)-pyy-transitivo. = si “dice
Mi-piano se & M;piano rispetto a qualche quaterna (O, U, V, pwv).
Inoltre, il piano proiettivo ordinato 7 si dice M-piano rispetto alla terna
(0, U, V) di suoi punti non appartenenti alla medesima retta o, breve-
mente, (O, U, V)-M-piano () se & (V, U+ V)-transitivo, (O, U+V)-
semitransitivo e (V, O+ U)-semitransitivo. 7 si dice M-piano- () se &
M-piano rispetto a qualche terna (O, U, V) di suoi punti. Un sistema
cartesiano ordinato C (+, O, <) si dice My-sistema ([13]; definizione 2)
quando (@+b)Oc=a0c+bOc, (@ O b) O c=a0O(bOc)se a, b, ceC,
0<c ¢ aO((b4c)=a0Ob+aOc se a,b,ceC, 0<a; quando, inoltre,
(@Ob)Oc=a0O( Oc) se a,b,ceC, 0<a, C(+, O, <) si dice M-
sistema (). Gli My-sistemi sono le strutture algebriche ottenute per ri-
frazione da corpi ordinati ([13]; definizioni 3, 4 ¢ teoremi 2, 3); i
piani proiettivi ordinati sopra gli Mi-sistemi sono gli My-piani ([13];
teorema 1). Pertanto ([13]; teorema 4), gli My-piani sono i piani di
rifrazione generalizzati, definiti come piani proiettivi ordinati sopra sistemi
cartesiani ordinati ottenuti per rifrazione da cotpi ordinati (). Tra i
piani di rifrazione generalizzati i piani di MOULTON-PICKERT sono i
piani proiettivi ordinati sui sistemi cartesiani ordinati ottenuti per ri-
frazione da corpi ordinati e da loro funzioni di rifrazione f del tipo
f (x)=xk, con k positivo e diverso da 1; J. AnxprE ha provato in [1]
e [2] che tali sistemi cartesiani ordinati sono gli M-sistemi propri

‘(] Tale definizione & dovuta a J. ANDRE ([1]; definizione 2.1).

, () Dimostreremo, tra ’altro, che un piano proiettivo ordinato gz ¢
(0, U, V)-M-piano se e solo se & (0,U0,V, pUV)-Ml-piano e (O,UV, p’UV)'-Ml-
piano.. ‘ i :

(19 A differenza di J. ANDRE ([1]; definizione 2.2. [2]), includiamo nella:
definizione di M-piano i piani ordinati desarguesiani; chiamiamo M-piano proprio
un M-piano non desarguesiano. !

(1) A differenza di J. ANDRE ([1]; pag. 296. [2]) includiamo nella defi-
nizione di M-sistema i corpi ordinati; chiamiamo M-sistema proprio un M-sistema
che non & corpo ordinato. ; v

(2) In [13] abbiamo trattato i piani di rifrazione generalizzati a livello
affine; qui & pitt comodo trattarli a livello proiettivo.
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e che tali piani proiettivi ordinati sono gli M-piani propri. Un riferi-
mento (O, E, U, V) di un piano proiettivo ordinato z (in particolare,
7 pud essere Mi-piano o, addirittura, M-piano) & M;-tiferimento (rispet-
tivamente, M-riferimento) se la struttura algebrica ad esso legata ¢ M;-
sistema (rispettivamente, M-sistema). Se il piano proiettivo ordinato z
¢ (0, U, V, puv)-M;-piano ogni riferimento (O, E, U, V), con O+Ee€pyv,
€ Miriferimento; viceversa, se (O, E, U, V) & Mriferimento di 7 al-
lora 7 & (O, U, V, puv)-M:-piano, essendo pyy individuato da O+Eepuy
([13]; teorema 1). ’

H. Lenz in [8] e A. BARLOTTI in [5] hanno classificato i piani
proiettivi mediante le possibili configurazioni delle coppie punto-retta
di transitivita. J. C. D. S. Yaqus ha provato in [15] che i piani di
MoULTON-PICKERT, ciog gli M-piani propri, ‘appartengono alla - classe
IIT 1 oppure alla classe III 2 di LENZ-BARLOTTL.

Nel seguito faremo spesso riferimento agli ultimi risultati richia-
mati. »

2. Dilatazioni e classe di Lenz degli M,-piani. M,-riferimenti e
M-riferimenti.

Usufruendo delle notazioni introdotte al n. 1, entriamo nel vivo
della nostra trattazione. , -

Lemma 1. Il piano proiettivo ordinato r=n (I3, ) sia, contem-
poraneamente, (O, U, V, puv)-Mi-piano e (O, D, V, pov)-Mi-piano, con
DeU+V (e D=V). Sia, inoltre, C (+, O, <) lo M;i-sistema che coor-
dinatizza m in un Myriferimento (O, E, U, V) con O+Ee€pyy; allora, se
D=(d) con deC, posto ps= {[a, b], [c] la,b,ceC,d < a} e pi =

={la, bl, [c] |a,b,ceC,a=<d}, risulta, ovviamente, ppy=p; oppure
pov=pd’. ‘ , :

Con tali dati, se T é una (D, D +V)-ppv-omologia, si ha

7((% ) =(p (x), dOp () —dOx+y) |

essendo (x, y)eCXC=P—(U +V), 0 (x)=x" se (e solo se) f((x, dOx))=
=(’,dOx’). - | .

Inoltre, se AeU+V, O+Aeppy, A= (a), posto c=o (0), risulta

dOop (éc)—de-—d Oc=a0¢p (x)—aOx—aOc se xeC.

Dimostrazione. Se 7 & una (D, D+V)?pnv-omologia, essendo
7 (V) =V, risulta 7((x, y)=(p (x), ¢ (x,y)) con @ (x)=x"se (e solo se)

2
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#((x, dOX)=(x", dOx’) ¢, posto P=(x,y) si ha ¢ (x,y) = dO¢ (x)—
—dOx+yperché 7((x, y))=(p (x), ¢ (x, y))€P+D. Inoltre, se AcU+V,
O+Aeppv, A=(a), posto c=¢ (0), C=(c, dOc), risulta 7((x, y))eC + A

se (x,y)e0O+A, pertanto & quo(x) dOx4+a0Oc=a0Qo (x) ——an+
+dOc e il lemma ¢& provato.

TEOREMA 1. Il piano prozettzvo ordznato T=a7 (i]) ‘IR) sia
(O U, V, puv)-My-piano. Siano, inoltre, C (+, O, <) lo Mysistema che
coordinatizza w in un riferimento (O,E,U,V) con O + Ee€puv,
C(+,-,<) il corpo ordinato ed § la sua funzione di rifrazione dai quali
lo Mi-sistema C (4, O, <) si ottiene per rifrazione.

Con tali dati, se deC, posto ps={[a, b] [c]|a, b, ceC d<a} e
pd -_{ [a, b] el | a, b,ceC,a<d}, sussistono le seguenti asserzioni:

V 17'1) T »e O,D,V, pDV)-Ml-pzano se D=(d), 0<d e pov=pa.

2) Se D=(d), 0<d e pov=pd allora = é (O, D,V, ppv)-M;-
piano se e solo se é piano ordinato desarguesiano (cioé, se e solo se
f e la funzzone di rifrazione identica).

) x @ (contemporaneamente (O, U, V, pyv) - M; - piano  e)
(0, U, V, p'yv)-My-piano se e solo se é (O, U, V)-M-piano (cioe, se e
solo se f(x)—xk con 0<k—~('—1)O(——1), quando xe€C, x<0).

4) Se D=(d), d<0, ppv=ps allora = ¢é (O D,V, pDV)-Ml-pzano
se e solo se f (xX)=x quando xeC d=<x<0. -

5) Se D=(d), d<0, pDv =p’s allora # & (O,D,V, pov)-My-piano |
se e solo se esiste keC, 0<k, tale che f(x)= (x -d) k41 (d) quando
xeC, x=<d.

Dimostrazione. 1) Se D=(d),0<d e ppv=pas, per provare che
z ¢ (O, D, V, ppv)-Mi-piano baéta osservare che & (D, D+ V)-ppy-transi-
tivo; le (D, D4V)-ppv-omologie sono le applicazioni 7.: B —> I, se
ceC, individuate da 7. ((x, y))— (x+c, y+dc).

2) Con D= (d), 0<d e ppv pd, se & (O D V, pov)-My-piano,
le applicazioni ' 7z.: P — D, se c € C, individuate da 7. ((x,y))=
=(x+c,y+dc) 'SOno (D, D+V)-ps-omologie; esse sono,. per ‘quanto
provato in 1), anche (D, D+V)-ps-omologie. Petcid tali applicazioni
sono (D, D+ V)-omologie (essendo psUps'= R) e, per il teorema 5
di [13], f la funzione di rifrazione identica. Il viceversa & ovvio.

3) e 5) Con D=(d), d=<0, pov=p4, se = & (O,D,V, pov)-M;-
plano sia 7’ la (D, D4 V) -ppy-omologia individuata da 7’((-1,dO(--1)))=
=(1,d). Per il lemma 1 risulta 7°((x,y)) =(p (x), dO¢ (x)—dOx+y),
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con ¢ (x)=x"se (e solo se) 7’((x, dOx))=(x’,dOx"); allora ¢ (=1)=1.
Inoltre, se a<d, risulta, ancora per il lemma 1, dOp(x)—dOx—d Oc'=
=a0p (x)—aOx—aOc’ dove ¢’=¢ (0); da cui, se x=—1, si ha
d-—dO(—l)-—dOc’:a —a0(—1)—a0c. Se d=0 ¢& aO¢ =
=a—-a0(~1)<0; percid risulta 0<c’, ac’ =a + f(a), alc’ — 1) =
=f(a)<0,0<c’—1 e si conclude che risulta f(g)=ak, con O<k=c’—1.
In tal caso, per quanto provato da J. ANDRE in [1] e [2] (si tengano
presenti le note (10) e (11)), C (+ O, <) & M-sistema, cioe¢ 7 &
(0, U, V)-M-piano. Mentre, se d<0, & 0<d—a+7(d)—f(@)=dOc¢’—
—aOc’; percid & 0<c’ e si ha d—a-{—f(d)——f(a):(d—-a) ¢ e 0<
< (d—=a) ' (f(d)~f@)=c"—1. Posto k=c’—1, si conclude fla)=
=(a—d) k+f(d) se a<d. Ancora nell’ipotesi che 7 & (O, D, V, ppv)-M;-
piano (con D=(d), d<0, ppv=ps), con le notazioni del lemma 1,
scriviamo le (D, D+-V)-ps/-omologie. Se = ¢ una (D, D+V)-ps" -omologia
non identica risulta z((x, y)) =(p (x), dO¢ (x)— de+y) Posto c=
=9 (0), se 0<c, risulta

o (X)=x+c quando 0=<x,

00 o (X)=kx+c quando <k l¢<x<0,
q:(x)=x+k4’c quando 'x<~—_k“c; '

mentre, se ¢<O0, risulta

o (x)=x+c quando x=0,
2) - o (y=k'x4c quando 0<x< —ke,
qof(x)zkxy—‘l—kc quando , -—kc<x;

Per concludere la prova di 3) basta osservare che il vxceversa segue
dai risultati stabiliti da J. ANDRE in [1] e [2] e dal teorema 1 di [13].
Mentre, per concludere la prova di 5) stabiliamo il viceversa osservando
quanto segue. Se f (x)=(x—d) k +f(d), con 0<k, quando xeC, x<d,
per provare che 7 tisulta (O, D, V, pov)-Mi-piano con D=(d), d <0,
pov=p4, basta notare che = & (D, D+V)-p/-transitivo; le (D, D4V)-
ps-omologie non identiche sono le applicazioni z.: D —>IP, se ceC,
c#0, individuate da 7. ((x, y))= (p (x), dOg¢ (x)—dOx+y) dove, se
0<c, ¢ & data da (1), mentre, se ¢<0, o ¢ data da (2). '

.. 4) Con D=(d), d<0, pov=ps, se = & (O,D,V, pm;)-Ml-plano,
con le notazioni del lemma 1, risulta dOg¢ (x)—dOx—d Oc = aO
Ogp *)—aOx—aO ¢ se a, x€C, d<a; tale uguaglianza sussiste per
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a=0 e a=1, pertanto 9 (x)=x+c. Inoltre, se d <a <0 risulta
a0o¢ (x)—aOx—a0:=0, cioe aO(x+c)=a0x+a O ¢ e, tenendo pre-
sente che © & (D, D+ V)-ppr-transitivo, se 0<c e —c<x<0, risulta
a (x+c)=f (@) x+ac, ciod f(a)=a se d<a<0. Ancora con le notazioni
del lemma 1, le (D, D+V)-ps-omologie sono le applicazioni z.: P —> I,
se ceC, definite da 7.((x,y)) =(x+¢,dO(x4c)—dOx+y)=(x+c,y+dc).
Viceversa, se f(x)=x quando xeC, d<x<O0, per provare che 7 ¢
(0, D, V, ppv)-Mi-piano con D=(d), d<0, ppv=pa, basta osservare che
z & (D, D+V)-pd-trans1t1vo le (D, D+V)-ps-omologie sono esattamente
le applicazioni 7.:P—>ID, se c€C, individuate da 7((x, y))—(x—|~c,y+dc)
Il teorema & cosi provato.

| 'CoroLLARIO 1. Con i dati jdel teorema 1, se = ¢ (O, U, V)-M-pianb
proptio, allora ¢ (O, D, V, ppv)-Mi-piano, con DeU+V,D=(d), se e
solo se 0=d e ppv=ps oppure d<0 e ppv=pd.

Dimostrazione. Basta tener presenti le asserzioni 1), 2) e'3) del
teorema 1.

OsSERVAZIONE 1. Con i dati del teorema 1, se = ¢ (O, D, V, pov)-M;-
piano con D=(d), d<0, pov=pd’, le (D, D+V)-ps/-omologie non iden-
tiche sono le applicazioni 7.: P—>1P, se c€C, c=+0, definite da
7((x,y)=(p (x),dO¢p (x)— dOx+y) dove, se 0<c, 2 ¢ data da (1),
mentre, se ¢<0, ¢ & data da (2).

OSSERVAZIONE 2. Con i dati del teorema 1, se #=zn (D, R) &
(O, U, V)-M-piano, risulta (U, U+ V)-prtransitivo e (U, U+4-V)-py'-transi-
tivo; perd appena esistono una (U, U+ V)-prromologia ¢ una (U, U+V)-
po’-omologia non' identiche che coincidono come applicazioni da D a
se stesso, 7 risulta desarguesiano perché una tale applicazione &
(U, U+V)-omologia non identica ([13]; teorema 5).

~ COROLLARIO 2. Con i dati del teorema 1, se & non & piano ordinato
desarguesiano, risulta (O, D, V)-M-piano, con DeU+V, D= (d), se e
solo se d<0 e f(x)=x quando d<x<0, f(x)=(x—d)k+d quando
x<d, con 0<k=1.

Dzmostrazzone Basta tener presenti le asserzioni 3), 4) e 5) del
teorema 1.

LEMMA 2. Con i dati del teorema 1, se = non & piano ordinato
desarguesiano, non esistono (P,U + V) -omologie non identiche se
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P¢O+V. Inoltre, = & (B, U,V, puv)-Mipiario se e solo se B€O+V
B#+V).

Dimostrazione. Se BEO+V, per provate che & ¢ (B U,V, pw) -M;-
piano basta provare che & (B, U+ V)-semitransitivo.

A tale scopo, se B=(0, b), fissato seC con b<s, se leC e b<l,
proviamo che esiste la (B, U4 V)-omologia ¢ tale che o((0, 5))=(0, I).
Si considerino la (V, U+V)-omologia 7 individuata da 7((0,0))=1(0,b)
e la (O, U+V)-omologia w individuata da w((0, 1)) =(0,q) essendo a
I’elemento positivo dato da (s—b)Oa=I[—b. Ponendo o=7w -1 risulta
o((x, M =7w 771 ((x, y)) =700((x, y— b)) = 7((xOQa, (y—b)Oa)) =(xOa,
(y—b)Oa+b); pertanto ¢((0, b)) =(0, b), o((0, 5))=(0, (s—b)Oa+b)—
=(0,l—b4+b)=(0,1) e = & (B, U+ V)-semitransitivo.

Proviamo, ora, che, se P¢O4V, l'unica (P,U +V) omologla €
quella identica.

Se PEU+V (e PV perché P¢O0+V) I'asserto segue dal teore-
ma 5 di [13]. Se P¢U+V (e P¢O+V), per quanto gia provato non
¢ restrittivo supporre PeO+U. Osservato che & O4P4U, per raggiun-
gere l'asserto ragioniamo per assurdo supponendo che esiste una
(P, U+YV)-omologia non -identica ¢. In tale ipotesi, posto C=¢ (0), ri-
sulta CeO+U, O%C=U e il piano 7 (C, U+ V)-semitransitivo. Infatti,
se A, BeC+V non sono separati da C e V allora A’=(A+P)N(O+V) e
B'’=(B+P)N(0O+V) sono punti di O+V non separati da O ¢ V;
pertanto, se o & la (O, U+V)-omologia individuata da « (A)=PH’,
tenendo presente che risulta ¢ (A)=A e o (B)=B, si conclude che
w=cac™! & la (C, U+4V)-omologia tale che w(A)=B ¢ = risulta
(C, U + V)-semitransitivo. Poiché O & C %= U, se C = (¢, 0), risulta
¢#0; se ¢<0, i punti O ¢ C'=(=c,0) sono punti di O4U non sepa-
rati da C & U. Pertanto esiste, po1che 7 ¢ (C, U4 V)-semitransitivo, la
(C,U+V)-omologia ¢’ tale che ¢’ (0)=C’. Come prima si ticonosce
che © & (C’, U+V)-semitransitivo. Percid si pud supporre che 7z &
(C, U+-V)-semitransitivo con C=(c,0) e 0<c. Allora, se D=(0,c¢),
L=(c,c), M=(O+L)YN(D+O0), risulta M=(2' ¢, 21 ¢); inoltre, tenen-
do presente che ¢ 0<2'c<c e che n & (O, U+4V)=semitransitivo e
(C, U+V)-semitransitivo, esistono la (C, U4V)-omologia ¢ tale che
9 (D)=M e la (O, U+V)-omologia ¢ tale che ¢ (M)=L. Si conclude
che ¢p & (U, U+V)-omologia non identica risultando Yo(D)=¢(M)=L,
Jo (O)eO+U ‘e, per il teorema 5 di [13], 7 risulta desarguesiano*
assurdo. '

Per quanto gia provato, se BE€O+V, 7 non pud essete (B, U, V, pyv)-
Mi-piano dovendo risultare, in tal caso, (B, U+ V)-semitransitivo.
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Il lemma & cosi provato. .

LEMMA 3. Gli My-piani propri appartengono alla classe II oppure
clla classe IIT di LEnz. ,

Dzmostrazzone Per ragglungere I’asserto basta provare che negli
M,-sistemi propri non valgono le proprietd distributive (G. PIkerT [12];
pp- 107-108). Siano C (4, O, <) un M;-sistema proprio, C (4,-, <)
il corpo ordinato ed f la sua funzione di rifrazione dai quali lo M,-siste-
ma C (4 O, <) si ottiene per rifrazione. Supponiamo che risulta
aO(b+c) aOb+aOc se a, b, ceC; allora, se a<0, b<0, 0<c< —b

e f(@ (b+c)=f(a)b+ac, f(@)=a (se a<0) e C(+,0, <) & corpo
crdlnato assurdo. Supponiamo che risulta (@+5)Oc=aOc+b Oc se
- a, b, ceC; allora, se a<0, c<0 —a<b, & (a+b) c=f(a) c+bc, fl@)=a
(se a<0) e C(+, O, <) & corpo ordinato, assurdo.

Il Iemma ¢ cosi provato.

" LEMMA 4. gJ. C D. S. YAQUB) Gli M-piani propri appartengono
alla classe 111 di LENz. '

- Dimostrazione. Tenendo presenti i risultati stabiliti da J. ANDRE in
[1] e [2], lasserto segue dal teorema 3diJ. C.D.S. Yaaus [15].

LEMMA 5. Sé"i‘t:ﬂ(ﬂ), M) é Mi-piano proprio appartenente alla
classe 111 di LENZ e se (A, b)eD X R, con A¢b, individua la classe di
7w (cioe, con Pel, n & (P, I)-transitivo se e solo se Peb e I=P+A)
~dallora, se U=A e O4V=b, =& risulta (O, U, V)-M-piano.

-~ Dimostrazione. Se m & My-piano proptio appartenente alla classe 111
di Lenz, sia (O’, U’, V', pyv') una quaterna rispetto a cui # & M;-piano.
Se (A, b)ePX R, con A¢b, individua la classe di z, risulta U'e A+V’
¢ V'eb, essendo 7z (V’, V'4-U’)-transitivo. Proviamo che risulta b=
=0'4-V’. Siano ¢ ‘una (O, U'4+V’)-omologia non identica (esistente
perché ©r & (O’, U’4V’)-semitransitivo) e B€b con O’+B=+V’. r risulta
{c(B), ¢ (B)+0o (A))-transitivo perché ¢ (B, B+ A)-transitivo; pertanto
o (B)€eb. Allora, essendo o (B)==B, si conclude che risulta 56=0"+V’ ¢
percid, O’€b. Per dimostrare che = & (O, U, V)-M-piano, se U=A e
O+V=b, con lo stesso ordinamento che gli compete in quanto
(O, U", V', puv)-Mr-piano, per quanto stabilito da J. ANprE in [3] e
da J. C. D. S. Yaaqus in [16], basta notare che = & (O’, U’'+ V’)-semi-
transitivo e provare che, se (P, )e[DX IR con P¢l, Peb e A€l, allora
il gruppo delle (P, })-omologie divide la retta b, da cui si tolgono i punti



SULLE COLLINEAZIONI DEI PIANI ECC. - 23

P e bN1, esattamente in due parti di transitivith. Se (P, )ed < R con
Pé¢l, Peb=0"+V’ e Ae€l, si fissi un punto Beb, con O’+B+P ¢
Bél, e si consideri la (B, B+ A)-omologia a tale che a (O’)=P. Allora,
poiché = & (O’, A4 V’)-semitransitivo (infatti risulta U'4+V'=A+4+V’ ¢
7 & (0", U, V' puv)-Mi-piano), il gruppo delle (a (0", a (A)+a (V*))-
omologie, cio¢ delle (P, A+a (V’))-omologie, divide la retta b, tolti i
punti P e (A4+a (V')) N b, esattamente in due parti di transitivitd. Inol-
tre, posto bNI=C, risulta I=A+C e, considerata la (P, P+ A)-omo-
logia f§ tale che f (@ (V'))=C (si noti che & CP=+a (V’)), il gruppo
delle (8 (P), B (A)+B (a (V’)))-omologie, ciog delle (P, A+ C)-omologie,
divide la retta b, da cui si tolgono i punti P e C, esattamente in due
parti di transitivita.
- Il lemma & cosi provato.

TEOREMA 2. Gli M;-piani, che non sono M-piani, appartengono |
alla classe II di LEnz. IR

Dimostrazione. Se = & My-piano ma non ¢ M-piano, per il lemma
3, appartiene alla classe II oppure alla classe III. La classe III & esclusa
dal lemma 5; pertanto m appartiene alla classe I e 11 teorema € pro-
vato.

TeOREMA 3. Se == (I, R) & M-piano proprio, per il lemma 4
(J..C. D. S. YaQuB), appartiene alla classe III di Lenz. Allora, se
(A, b)e DX R, con Aéb, individua la classe di LENz di = (cioé, con
Pel, n é (P, )-transitivo se e solo se Peb e =P+ A), risulta:

1) 7 & (O, U, V)-M-piano se e solo se U=A e O4+V=b; pertanto
(O,E,U,V) é M-riferimento di = se e solo se U=A e O+V=hb.

2neOUYV, puv)-Ml-pzano se e solo se O+V=b, UeA+V

2 puvSpav oppure pyv< p'av; pertanto (O, E,U,V) & Myriferimento

dz 7 se e solo se O+V b, UeA+V, O+EepUV con pyv<pav oppure
prvCpav. ,

Dimostrazione. 1) Se = & (O, U, V)-M-piano risulta piano di
MouLrtoN-PickerT (J. ANDRE, [1] e [2]) e, per quanto provato da
J. C. D. S. Yaaus in [15], appartiene alla classe III di Lenz e la
coppia (U, O+V) ne individua la classe. Allora ¢ U=A e O+V b.
Per stabilire il viceversa si pud tener presente il lemma 5.

2) Seré (O, U, V, pUV)-Ml-plano, tenendo presente che (A,.b)‘ne‘
individua la classe di Lenz, risulta Veb ¢ U€A+V perché © &
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(V, U+ V)ransitivo. Per il lemma 5 7 &(0’, A, V)-M-piano se O’eb,
peftanto, per il lemma 2, risulta O€b perché = & (O, U+ V)-semitransi-
tivo (infatti € U+V'=A+V). Percid risulta O4+V=b e, ancora per il
'emma 5, 7 & anche (O, A, V)-M-piano (si noti che 7 ¢ (O, A, V, pay)-M;-
piano e (O, A, V, p’av)-Mi-piano per il teorema 1); allora, per il corollario
1 ® pyvCpav, oppure pyy Sp'av.

Viceversa (si tenga presente che 7 appartiene alla classe 11T di LENz
¢ (4,b) ne individua la classe), se O+V, O+V=b, UcA+V e
puvS pav, oppure pyy S puv, allora 7 risulta, per il lemma 5, (O, A, V)-M-
piano e, per il corollario 1, (O, U, V, pyv)-M;-piano.

Il teorema & cosi provato.

TeOREMA 4. Se n=n (D, R) & Mi-piano ma non é M-piano, per il
teorema 2, appartiene alla classe 11 di Lenz. Siano (O, U’,V’, pyv’)
una -quaterna rispetto alla quale n & M;-piano, (O, E’, U’, V"), con
O'+E’€puv, un suo riferimento (¥), C (4, -, <) il corpo ordinato
ed f la sua funzione di rifrazione dai quali si ottiene per rifrazione lo
M, -sistema C (4, O, <) che coordinatizza = nel riferimento
{O,E", U, V’) ’

- Allora risulta:

1) (V', U'+V’) individua la classe di Lenz di = (cioe, con Péel,
m e (P, D)-transitivo se e solo se P=V’ e I=U'+V").

2) n & (O,U,V, pyv)-Mi-piano se e solo se V=V’, UeU'+V’,
OeO’+V’ e, con U=(d) nel riferimento (O’,E, U, V"), pow<pyv
oppure puvCpuv (M), nel qual caso ¢ d<O0, e f (x)=x quando d<x<0
cppure puvCpvv, nel qual caso é d<O0, e f X)) =x—d)k+f (),
con 0<k, quando x=<d. o : -

3) (O,E,U,V) é Miriferimento di © se e solo se V=V,
UeU'+V’',, OeO’+V’, O+Eepww e, con U=(d) nel riferimento
(O, E, U, V'), pwwSpuvv oppure puvpuv, nel qual caso & d<O0, e
f (x)=x quando d=x<0 oppure pywCp’vv, nel qual caso & d<0, e
] (X)=(x—d)k+f(d), con 0<k, quando x=<d.

Dimostrazione. 1) Basta osservare che = & (V’, U’ 4V’')-transitivo. -

(B) Si noti che (O’ E’, U’ V') & Mjriferimento, mentre (O’,E,U’, V"),
con O’'+Egp’yy» non & mai M riferimento; infatti, in fal caso, 5 sarebbe
M-piano per ’asserzione 3 del teorema 1.

(¥ Col simbolo ¢ intendiamo l'inclusione propria.



SULLE COLLINEAZIONI DEI PIANI ECC. 25

2) Se m & (O,U,V, puv)-Mi-piano, risultando (V, U+ V)-tran-
sitivo, per 1) ¢ V=V’, U4V =U"+V’; pertanto UeU’+V". Per il lemma
2 risulta O € 0"+ V'’ perché = € (O,U+V)-semitransitivo. Se U=1(d) risulta
ovviamente, puv=ps= =py=
={Ta,b1l.[c]|a,b, ceC,a<d}. Se¢ 0=<d non pud essere pyr=p,’, perché
7 sarebbe desarguesiano oppure M-piano per le assersioni 2 e 3 del teore-
ma 1; in tal caso &, percid, puv S pvv. Se &€ d <0 e pyv=pq, per ’asserzione
4 del teorema 1, ¢ f(x)=x quando d<x<0. Se & d <0 e pyu=p4, per I’as-
serzione 5 del teorema 1, ¢ f(x)=(x—d) k+f(d), con 0<k, quando
x=<d. | - |

Viceversa, in ogni caso, per il lemma 2, # risulta (O, U’, V’, pvv)-
Mi-piano e, per il teorema 1, (O, U, V, pyv)-Mi-piano.

3) Basta tener presente la prova di 2) e il teorema 1 di [13].
11 teorema & cosi provato.

OSSERVAZIONE 3. Per il teorema 3 e per il corollario 2, un Mi-piano
€ M-piano proprio se e solo se ogni M;sistema C (4, O, <) che lo
coordinatizza si ottiene per rifrazione da un corpo ordinato C (4;-, <)
e da una sua funzione di rifrazione f per cui esistono d, keC, d<0,
0<k=1, tali che

fx)=x - quando d=x<0,
F)=x—d) k+d quando x<d.

Pertanto, ogni piano ordinato sopra un M;sistema, ottenuto per
rifrazione da un corpo ordinato- e da una sua funzione di rifrazione
non identica che non € di questo tipo, &€ Mi-piano ma non & M-piano e,
per il teorema 2, appartiene alla classe IT di Lenz. |

OsSSERVAZIONE 4. Tenendo presente il teorema 1, con quei dati,
r7=n (D, R) sia M;-piano ma non M-piano; se n & (O’, U’, V'’ pyv)-
My-piano, per il teotema 4, risulta V'=V, U'+V'=U+V ¢ O’€eO+V.
Siano, allora, ©D, I'insieme degli elementi deC tali che = & (O, D, V,ppv)-
My-piano con D=(d), pov=ps € D, l'insieme degli elementi deC
tali che = & (O, D, V, ppv)-Mi-piano con D=(d), por=pas’. Si noti che
n ¢ (0, D,V, ppv)-Mi-piano se e solo se & (O, D, V, ppv)-Mi-piano con
O'€0+V; percid non & restrittivo definire D, e D, fissando il pun-
to O. ' ' '
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. L’insieme €D, contiene tutti gli elementi non negativi; <, contiene
un elemento a negativo se € solo se f (x)=x quando a=<x<0. Inoltre,
D, contiene un elemento se e solo se contiene tutti gli elementi mag-
giori di esso (basta notare che da f (x)=x se d<x<0 segue f(d)=d).

Se Pinsieme @, non & vuoto, ogni elemento di D, risulta minore
di ogni elemento di D, (se esistessero d'€D, e d” € D, tali che d”"=d’,
‘7 sarebbe piano ordinato desarguesiano oppure M-piano); pertanto D,
& costituito da elementi negativi (se non & vuoto). L’insieme <), contiene
un -elemento” a (necessariamente negativo) se e.solo se -esiste keC,
0<k, tale che f(x)=(x—a) k+f (a) quando x=<g; inoltre si riconosce
che l'insieme <), contiene un elemento se e solo se contiene tutti gli
elementi minori di esso. In ogni caso D, e D, sono disgiunti.

Se D, ¢ dotato di minimo di, risulta d;<0; se, inoltre, D, & do-
tato di massimo d,, risulta dy<d (si tenga presente che 7 non & M-
piano). ‘

“Esempio 1. Il piano ordinato sopra lo Misistema C(+, O, <)
ottenuto per rifrazione dal campo reale C (4,-, <) e dalla sua funzione
di rifrazione f definita ponendo f(x)=2x quando —=1<x<0, f(x)=x—1,
quando x< —1, & M-piano ma non & M-piano (cfr. ossetvazione 3).

Notato che = & (O, U, V, pyv)-Mi-piano, essendo O=(0, 0), U=(0),
V la direzione della retta [0,0], puv individuato da O+ E€puv (E=(1,1)),
con riferimento ai dati del teorema 1, essendo k=1 e d=—1, 7 risulta
(O, D, V, pov)-My-piano ‘con D= (d)=(—1), pov=p'a=p'-1; percid &
soddisfatta la terza possibilita di 2) del teorema 4 (tisultando ppvCp'vv).

‘Con riferimento ai dati dell’osservazione 4 risulta D, =
*{deCl0<d} e (D2={deC|d<—1} percm 0 & il minimo d1 (Di
e —1¢ 11 massimo di Dy

ESEMPIO 2. Il piano ordinato sopra lo M;isistema C (4, O, <)

- ottenuto per rifrazione dal campo reale C (4, -, <) e dalla sua funzio-

ne ‘di rifrazione definita da f(x)=x° se x<O0, & Ml-piano ‘ma non &
M-piano (cfr. osservazione 3).

, Notato che = & (O, U, V, pyv)-M-piano, essendo O= (0 0), U=(0),
V la direzione della retta [0,0], pyv individuato da O+Ee€pyy (E=
=(1, 1)), con riferimento ai dati (del teorema 1 e) dall’osservazione 4,
risulta D, ={deC | 0<d 3 percm 0 ¢ il minimo di- (D, ; mentre D, &
vuoto.

" EsEMPIO 3. Se F(+,-,<) & un corpo ordinato e & & un suo
- automorfismo ordinato, sia C={{a.}|n€Z, a.€F e esiste un intero g
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tale che a,=0 se n<q}; se {a.}€C e non & a,=0 per ogni ne Z, il
minimo p, degli interi n tali che a.%0, & l'ordine, e a, & il tetmine
polare, di {a.}. Se {an} {b.}€C, ponendo '

{an}+{bn}=‘{c,,} con cp,=ay +b,,,

{a,,}{b%}:{dn} con d,= 2 a;c' (b)),

i+j=n

si definiscono due operazioni su C rispetto alle quali C & corpo non
commutativo C (4-, +) se ¢ non € ’automorfismo identico di F (+,-, <).
Inoltre, C (4,) & corpo ordinato C (+4,-, <) rispetto all’insieme (dei
suoi elementi positivi) costituito dagli elementi di C con termme polare
positivo nell’ordinamento di F (+,-, <) (¥).

Se a-—{an} ¢ elemento negativo di C di ordine p (percid il ter-

b Y

mine polare a, € negativo nell’ordinamento di F (+,:, <)), ponendo
f(@)=a se p=0, f (a)=2a se p<O,

~ si definisce una funzione di rifrazione del corpo ordinato C (+,-, <).

Il piano ordinato 7 sopra lo M;-sistema C (+, O, <), ottenuto per
rifrazione dal corpo ordinato C (+,-, <) e dalla sua funzione di ri-
frazione f, ¢ Mi-piano ma non & M-piano (cfr. osservazione 3).

- Notiamo che z risulta (O, U, V, pyv)-Mi-piano, essendo O=(0, O),
U (0), V la direzione della retta [0, 0], pyv individuato da O+4Ee€
‘€puv (E=(1, 1)). Allora, con riferimento ai dati (del teorema 1 e)
dell’osservazione 4, I'insieme D, ¢ formato dagli elementi non negativi
e dagli elementi a={a,} negativi di C di ordine p=0 (si tenga presente
[’asserzione 4 del teorema 1). L’insieme®D, & formato dagli elementi ne-
gativi a={a,} di C di ordine p<0, ciot risulta D, =C— D,. Per pro-
varlo, poiché D, N D, = (cfr. osservazione 4), basta dimostrare che
risulta C—D,C D,. Sia, percid, d={d.} elemento negativo - di C di
otdine p<0; se a={a,}€C e a<d, risulta f (@)=(a—d)24+f(d) (in-
fatti ¢ 2a=2a—2d+2d=(a—d) 2+42d) e, per I’asserzione 5 del teo-
rema 1, & deD,.

Notiamo che D, e D, danno C per unione dlsglunta (D UfZ) _C
DN D=0, | ,

(15) Questo esempio di corpo ordinato non commutatlvo ¢ dovuto a D
Hipert (cfr. E. ARTIN [4]; pp. 49-52).
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~ L’insieme ); non ¢ dotato di minimo. Infatti, per ogni elemento
a={a,} di D,, con termine polare a,, esiste almeno un elemento
a={a’»} di D, minore di esso; ad esempio, a’={a’»} essendo ap=
=a,—1 e d’»=a, se n=p. Analogamente si riconosce che l’insieme
D, non ¢ dotato di massimo.

3. Collineazioni e classe di Lenz Barlotti deg]i M, -plam che non
sono M-piani.

Gli M-piani propri e gli M;-piani che non sono M-piani apparten-
gono ‘a classi di Lenz diverse (III e II, rispettivamente); tale diversita
si riflette sulle collineazioni dei piani. Le collineazioni degli M-piani
propri sono state studiate da F. BArRTOLOZZI in [7] per determinare
le immagini M-epimorfe di tali piani. Questo numero ¢ dedicato allo
studio delle collineazioni degli (O, U, V, pyv)-My-piani che non sono
M-piani. Tali collineazioni trasformano in sé la retta U4V, percido &
sufficiente lo studio affine. A conclusione del numero dimostriamo che
gli Mi-piani, che non sono M-piani, appartengono alla classe 111 di
LEnz-BArLOTTI. Si completa, cosi, la class1ﬁcaz1one di LENZ-BARLOTTI
dei piani di rifrazione generalizzati.

Se =z (ID,R) ¢ un piano proiettivo e w: P—>IP una sua colhnea-
zione, per il seguito, & opportuno precisare quanto segue. Se reR,
I'insieme @ (r)={w (P)|Per} & una retta di =: w (r)€R; in conse-
guenza, se pC MR, I'insieme w (p)={w () | rep} & un insieme di rette
di 7: w () S1R. Con (O, E, U, V) riferimento di 7, se w (U+V)=U+V,
dovendo esprimere la collineazione w, affine rispetto alla retta U+V,
in tale riferimento, possiamo descriverla soltanto in termini dei punti
di 7 non appartenenti a U4V (l’a21one di w sui punt1 di U+YV essendo
1nd1v1duata in conseguenza).

 LEMMA 6. Siano == (I, R) un piano proiettivo, (P, Ded X 1R,
PSR, w una collineazione di n.Con tali dati, & & (P, I)-p- transztwo se e
solo se ¢ (w (P), w (I))—w (p)- transztzvo :

Dimostrazione. Notato che lapphcazione w’: R —=> IR definita da

o (D=w (I) & bigettiva, per raggiungere l’asserto basta provare che

‘7 risulta (w (P), w (I)) —w (p)-transitivo nell’ipotesi che & (P, I)-p-tran-
sitivo. Se o & (P,)-p-omologia, allora wow™" & (w (P), w(l))-w(p)-omologia.

Anfatti risulta wow™ w (P)=wo (P) =w(P), se X€w (I) & wow™ (X)=

=wo (w' X))=ww! (X)=X, se X+w((P) ¢ wow ' (X)eX+w(P)
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perché ¢ w™' (X)ew™ (X)+P; inoltre, se A%B, CeA+B, A+Bew (0),
allora 0™ (C) € w™'(4) + w1 (B), w'(4) + w'(B) € p, 0 wl(Ce
€cw ' (A)+ cw ' (B) e wow!(C)ewsw 1 (A) + wow-! (B). Se
R+w(P)+S, SER + w(P) allora w'(R) & P+ w-! S), wt(S)e
€w ' (R)+P e, siccome 7 & (P, I)-p-transitivo, esiste una (P, 1)-p-omolo-
gia o tale che cw™ (R)=w™ (S); allora wow' (R)=S e 7 & (w (P),
@ (I)) —w (p)-transitivo.
Il lemma & cosi provato. : :
Per studiare le collineazioni degli Ml-plam che non sono M-piani,
poniamo in evidenza i seguenti dati A.

Dat1 A. 1l piano proiettivo ordinato 7= (IP;, Ry) sia M;-piano
ma non M-piano; siano, inoltre, (O, U, V, pyy) una quaterna rispetto -
alla quale m; risulta My-piano, (O, E, U, V) un suo M riferimento (19,
C(+,0,<) lo M;sistema che coordinatizza m; nel riferimento
(O,E,U,V),C(+,-, <) il corpo ordinato ed f la sua funzione di ri-
frazione dai quali lo My-sistema C (4, O, <) si ottiene per rifrazione.
Sia, infine, z=x (P, 1R) il piano ordinato desarguesiano sopra il corpo
ordinato C (4+,-, <). _

Notato che lo M;-piano 7; ¢ (a meno d’isomoformismi ordinati)
il piano ordinato sopra lo Mi-sistema C (4, O, <), & lecito identificare
Iinsieme dei punti propti di m; con l'insieme dei punti propri di z, ciod
col prodotto cartesiano CXC. Inoltre, se a, b, ceC, poniamo [a, b]l—-
={(x, y)ECXC|y=aOx+b}, [c]i= [c] = {(x, y)eEC X Clx =
[a, b] ={(x, y)eCXC | y=ax+b}. ,

- Con i dati A, notiamo che, per il teorema 2, m appartlene a11a
classe II di LEnz e (V,U+V) ne individua la classe (ciog, con Pel,
w1 € (P, D)-transitivo se e solo se P=V e I=U+V).

LEMMA 7. Con i dati A, se w ¢é collineazione déllo My-piano
risulta. w V)=V, o (U+V)=U+V, w (0+V)=0+V.

Dimostrazione. La coppia (V, U+V) individua la classe di Lenz
di m e, per il lemma 6, m; risulta (w (V), w (U 4 V))-transitivo; percid
¢ w(V)=V e w(U+V)=U+V. Poiché w (V)=V, per provare che ri-
sulta w (O4+V)=0+V, basta provare che & w(0)eO4V. Se fosse
w (0)¢0+V, considerata una (O, U+ V)-omologia non identica o (esi-
stente perché 7z & (O, U4 V)-semitransitivo), wo w-! sarebbe (w (0),
U+ V)-omologia non identica, contro il lemma 2.

(1) Si noti che dev’essere O+E€ puys infatti, se- fosse O+Eé¢p PUV (cio®, se
fosse O+E € p'yy), ; sarebbe M-piano (cfr. teorema 1).
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- 11 letna & cosi provato. -
- Con i dati A, se w ¢ collineazione di 7, deﬁmamo le seguenti per-
' mutuazmm diC: 9o, 7¢ gll

Deﬁnzzzone di ¢. Poiché w (O+V) O4+Vew (V) V (cfr. lem-
ma 7), se BeO+V, BV, risulta w (B)eO+V, w (B)+V; pertanto, se
yeC, ponendo ¢ (y)=y", se w((0,y))=(0, y) si definisce un’applica-
zione bigettiva ¢: C— C. , g

Deﬁmzzone di 7. Po1che w(V) VewU+4+V)=U+V (cfr. lem-

ma 7), se leR,, IF=U+V, Vel, allora risulta Vew (), w )+=U+V;

pertanto, se xeC, ponendo 7 (x)=x" se w([x])=[x], si definisce un’ap-
plicazione bigettiva 7: C— C. :

Definizione di ¢. Poiché w (V)=V e w (U+V)=U+V (cfr. lem-
ma 7), se DeU+V, D=V, allora w (D)eU+V, w (D)=V; pertanto,
se deC, ponendo ¢ (d)=d’ se a) (d)=’), si deﬁmsce un apphcazm—
ne bigettiva ¢: C—C.

» OsSERVAZIONE 5. Con i datl A, se w & collineazione di m, per il
lemma 7, risulta w (V)=V, o U+V)=U+V e w (0+V)=04V. Inol-
tre, si puo supporre, a meno di una (V, U+ V)-omologia e di una
(0,U +V)-omologza che rzsulta a) (0)=0 e w((0,1)) = (0 1) oppuze
(0, 1))= (0, —-1).

Infatti, se 6 & la (V, U+V) omologla tale che & (w (0))=0 allora
w’'=0w ¢ una collineazione tale che &’ (0)=0 (¢ ¥'(V)=V, ' (U+V)=
=U+V). Ancora, osservato che & @’ ((0,1))eO+V, se ' ((0,1))=
=(0, d) con 0<a, detta ¢ la (O, U+V)-omologia tale che o ((0, @)=
=(0, 1), la collineazione w”’=0cw’ & tale che w” ((0,1))=(0,1) (e
w” (0)=0, w” V)=V, " (U4VY=U+V); se, invece, w’ ((0,1))=
-=(0, a) con a<0, detta ¢’ 1a (O, U+V)-omologia tale che ¢’ ((0, a))=
i=(0, —1), la collineazione w”’=0¢’ @’ & tale che w”’ ((0,1))=(0, —1)
(e W (0)=0, " (V)=V, w”j’ (U4+V)=U+V). Lo studio delle col-
lineazioni di 7 si riconduce, cosi, allo studio delle collineazioni @ tali
che w V)=V, w (U4+V)= U+V w (0)=0 e w((0, 1))=(0, 1) oppure
© ((0,1))=(0, —1). |
- Con i dati A, sia w una collineazione di 15 per il lemma 7 rlsulta
w(V) V, (u(U+V)—U+V w (04V)=0+V. Tenendo presente ’os-
servazione 5 supponiamo, inoltre, che risulta w (0)=0 e w ((0, 1))=
=(0, 1). Con tali dati osserviamo che ¢ ¢ (0)=0, ¢ (1)=1, 7 (0)=0,
poniamo a=¢ (0), f=7"(1), y=¢ (1) e stabiliamo i seguenti 1emm1
g, ..., 16. :
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LEMMA 8. Se ¥, y,aeC risulta:
D) w((x y)=(7 (), aO7 ()40 ),

2) ¢ é automorfismo del gruppo C (+) (che &, contempbranéa—
mente, il gruppo additivo dello M;-sistema C (4, O, <) e del corpo
ordinato C (4, + <)), - g

- 3) 207 (x)+9 (@0x)=¢ (a) Oz (x).

Dimostrazione. Notiamo che, se a, b, ceC, si ha w([a,b])=[J(a),
911, w ([e])=[7 (c)]. Pertanto, se x, yeC, risulta - (x, Y)=(z (%),
aO7 (x)+9¢ () perché (x,y)e[x] e (x,y)€[0,y], percid w ((x,y))e
€[7 ()] e w((x,y)) € [@, » (»)]1. Inoltre, se xeC, risulta

(3) aO7 (x)+9 (a0x4+b)=¢ (1) O 7 (x)+ ¢ (b)

perché w ((x, aOx+b))=(z (x), a0z (¥)+0 (2O x+b))e [Y(a), o(b)]i

Da (3), se b=0, si ha O~ (*¥)+9 @Ox)=¢ (@) O (x), percio (anche -
quando  b#0) ¢ aO7 (x)+0¢ @Ox)+9 B)=¢ (@)O 7 (x)+0 (b), e

per (3) risulta aO7 (x)+¢ (@Ox4+b)=a O 7 (x)4¢ (@O xX)4+o0 (b) e,

se Xx=1, ¢ (a+b)=9p (@ +¢ (b) concludendo che @ ¢ automorfismo

del gruppo C(4). Da (3) si ricava, allora, aO7 (x)4¢ (aOx)=

=¢ (@07 (x) e il lemma & provato. ‘

LEMMA 9. Se x, a€eC risulta:

1) d(@=a+9@Op), . |

2) a07 (W) +9 @ON=(a+p @OP)O z(v),
3)s5e 7()>0¢ 9 @ON=p@OP () e p (=0 (B) 7 (x).

Dimostrazione. Se aeC e¢ x =P, da 3) del lemma 8 si ha
a+9 @Opf)=¢ (a) e, percio, se a, xe€C, risulta aOz(x)+¢ @O x)=
=(a+9 (@OM)O7 (x); da qui, se 7(¥)>0, & a7 (®)+p@0x)=
=(a+9 @OB) 7 ()=ar ()+9 @OP) 7 (x), »(a Ox) = (@OP) 7 (x)
e, se a=1, ¢ (X)=0 (B) 7 (x).

- 11 lemma & cosi provato.

LEMMA 10. Se x€C, x%0, risulta 7 (x) 7 (—x)=7 (x) Ot (—x)<
<0 ™. S T »

(17) 11 prodotto del corpo ordinato C(+,. »<) e dello M-sistema C(+4- ,O,<),
in questo caso, coincidono; infatti, provato che, con una delle due moltipli-
cazioni, il prodotto di 7 (x) per 7(—x) & negativo, allora v (x) e 7 (—x),
entrambi diversi da o, hanno segni opposti. : :
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Dimostrazione. Consideriamo la moltiplicazione del corpo ordinato
C (4, -, <) e notiamo, intanto, che, se x=0, risulta 7 (x) v (—x)=0.
Per provare 1’asserto ragioniamo per assurdo.

Seet(x)7(—x)>0 allora 7(x) e 7(—x) sono entramb1 pos1t1v1
opputre entrambi negativi. ,

Se 7 (x) e 7(—x) sono entrambi positivi, per il lemma 9, r1su1ta
o (X)=0 B) 7 () e 9 (—x)=0 (f) T (—x) e, poiché ¢ & automorfismo
di C(+), si ha 9 (B) 7 (¥)=9 (X)=—0 (—x)=—0 (f) 7 (—x). Allora,
poiché & ¢ (B)=+0, risulta 7 (x)=—7 (—x); pertanto & 7 (x) 7 (—x)<0
e I'ipotesi che 7 (x) e = (—x) sono entrambi positivi & assurda.

Se 7(x) e 7 (—x) sono entrambi negativi si raggiunge un assurdo
ragionando come segue. Notiamo, intanto, che, se x=+0, risulta

) . (=70t (®—a07T®).

Infatti, da 2) deél lemma 9, se a=1, risulta ¢ O 7(x)+o(x)=(a+9(8)O
O7 (x), da cui, osservato che da 1) del lemma 9, se a=1, risulta
Y= a+qo (), si conclude che ¢ aO7 (x)+9¢ (x)=yO7(x) e (4) & pro-
vata. Per (4) risulta ¢ (—x) = yO7(—%) — aO7(—x); percido &
707 () —aO7 (xy=¢ (X)= —co( )= —yO z(—x)+a O 7(—x),
ciog

(5) 007 (x)+a07(—x)=yO 7 (x)+7v0O 7 (—x).

Se a=0 e =0, da (5) si ha a(z ¥)+7(—=x)=y(z x)+7(—x)) e
(poiché risulta 7 (x)+7 (—x)+0) ¢ a=7y; assurdo perché ¢ & appli-
cazione bigettiva. Se =0 e y<O0 da (5) si ha a(z x)+7(—x)=
=f(y) (zr ®)+7(~x)) e f(y)=a, assurdo perché si ha f(yY)<O0=a.
Gli altri casi (<0, y=0; <0, y<0) si esaminano in modo analogo
concludendo che, se x=|=0 I’ipotesi che 7(x) e 7(—x) sono entrambl
negativi & assurda. |

Pertanto, se x=|=0 T (x) e 7( X) hanno segni opposti e il lemma
¢ provato.

LEmMMmaA 11. ¢ ¢ autombrﬁsmo ordinato del corpo ordinato
C(+,,<).

Dimostrazione. Prehmmarmente not1amo che da 3) del lemma 9,
se a, x(-:C e 7 (x)>0, risulta

(6) 0 (@0x)=0 (@aOp) = (x),
@ eW=e BT
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Risulta = (1)>0 oppure 7 (1)<0 perché & = (1)=0.

Esaminiamo, dapprima, il caso 7 (1)>0.

Da (7),se x=1,sihal=pMN)=90@B 1) =7(1)0p); da
(6), se x=1, si ha 9(a) =9 @Opf) v(1). Allora ¢ (@) ¢ P =
=0 @OB) 7(1)p (B)=0p (@OpP) e da (6) e da (7), se a, xeC ¢ 7:(x)>0
si ottiene ¢ (@aOx)=0 (aOP) 7 (x)=9 (@) ¢ (F) T (X)=p (a) ¢ (x) Pet-
tanto, se a, x€C, a>0 e 7 (x)>0, risulta

(8) | 9 (@) =0 (a) 9 (x).

Per il lemma 10 notiamo che, se x€C, x=0, risulta 7 (x)>0 oppure
7(—x)>0; inoltre, se a, x€C, risulta p(ax) = —o(a(—x)) =9((—a) (—x))
perché ¢ & automorfismo del gruppo C (+4). Pertanto, da (8) (nell’ipotesi
‘che ¢ 7(1)>0), se a, xeC, risulta ¢ (ax)=o¢ (a) ¢ (x) e ¢ & automorfismo
del corpo ordinato C (+, , <).

Tl caso 7(1)<O si esamina in modo analogo concludendo che ¢
¢ automorfismo.

Resta da provare che ¢ & automorfismo ordinato del corpo ordlnato
C(+,-,K). ’ o

A tale scopo prov1amo intanto, che se xeC e f >0 risulta

9) ‘ 3 x<0 see solo se 7 (x)<O,
- mentre, se x€C e <0, risulta
(10) x>0 se e solo se 7 (x){O.

Per il lemma 10, per provare (9), basta provare che, se x<0 e >0,
risulta 7 (x)<0. Ragionando per assurdo-supponiamo che esiste x€C,
x1<0 tale che 7 (x)>0. Allora, se aeC, per 3) del lemma 9, &
@ (@Ox) = p1@Of) v (x1) e, se a<0, o (f (@) px) =0 (f(a) x) =
=0 @Ox) =0@OP)7t(x) =0@oB) r(x), da cui, siccome &
9 (x1)=0(p) T (x)=0, risulta ¢ (f (a))=¢ (a), ciot f(a)=a (se a<0), ,
assurdo. In modo analogo a (9) si prova (10).

Concludiamo provando che, se x€C, risulta x>0 se e solo se
o (x)>0. ‘

‘Basta provare che, se x>0, allora ) (x)>0 Se x>0 e B>0 risulta
per (9), 7 (x)>0. Da (9), siccome 1>0, risulta 7 (1)>0 e da (7), se
x=1, 1=9 ()= (f) 7 (1); pertanto & ¢ (6)>0 e, per (7), o (x)>0.
Se x>0 ¢ f<0 allora —x<0 e per (10), 7 (—x)>0; allora, per (7),
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risulta

‘.:»-(11-)"» <o(—-x) ¢(ﬂ)r( x)

_Da (10), s1ccome -—1<0 rlsulta r(——l)>0 e da (11), se x-l rlsulta

—1=p(—1)=0 (§) 7(—1); pertanto & ¢ (§)>0 e, per (1), o (- x)<0

Si conclude che risulta ¢ *)==-9 (—=x)>0. L ,
Il lemma & cosi provato.

Per porre in evidenza-(9) e (10) della dimostrazione del lemma 11,
enunciamo il seguente lemma 512

LEMMA 12 Se P( P) e l’mszeme degli elementt poszth (negatzvi)
del corpo ordinato C (+,-, <), risulta:
. z(P)=P (e, quindi, 7 (— P)=—P) se ﬁ>0 ':(P)--—P (e qumdz,
:T( P)=P) se [<O0. ‘
~ Pertanto, in ogni caso, rzsulta 72 (P) P (e, qumdz 72 ( P)-—P)
Con i dati gid specificati, ponendo, se deC, Pd—{xeC |d<x},
Pi{={xeC|x=d}, ps={[abli, [c]|a, b, ceC,d<a}, ps ={[abl.,
[c]l|a b, ceC,a<d}, stablllamo i seguenti lemml 13 e 14.

LEMMA 13. Se ﬁ>0 nsulta gb(Po) P,, e m @ (O M V va) -M;-
pian, con M=(a) e pur=pq-

Pertanto, se a<0, dev essére f(x) X quando xeC, a<x<0

Dimostrazione. Se aeC, a>0 risulta ¢ (a)= o:+qo (@ f)=a perché
& ¢ (apf)=0; inoltre, se a’=a, lelemento a=op ' (d—a)f1=0 &
(P'unico elemento di C) tale che ¢ (@) =da’. Pertanto ¢ (Po))=P.. Allora,
per il lemma 6, m & (M, M+V)-p -transitivo e, percid, (O, M, V, Pa)-
‘My-piano. Terendo presente l’asserzwne 4 del teorema 1 si conclude la
f"prova del lemma. ’ ‘

LEMMA 14 ‘Se ﬁ<0 rzsulta gb(Po) P e m e (O M, V pMV)‘Ml'

»pzano con M=(a), puv=p.. ‘

-7 - Pertanto,’ dev’essere a<0 e f(x) (x ~a) k+f (a) con 0<k_-
—m(ﬁ-‘) (f (a+co(ﬂ)) f(a)), se xeC, x=a. | :

, Dzmostrazzone Se aeC, a>0 rlsulta o (a) a+qo (a ﬂ)<a perche
. & p(af)<O0; inoltre, se a’< a, vl’elemento a=9 ' (@'—a) f~1=0 & (I'uni-
. ¢6 elemento di C) tale che ¢ (a)=a’. Pertanto ¢ (Po)=P, ; per il lemma
;’6 m & (M, M4V)-p,-transitivo e, percio, (O, M, V, p.)-Mi-piano.: Allo-
‘ta dev’essere @ <0 perché, altrimenti, m; sarebbe M-piano (se a=0; cfr.
" &sserzione 3 del teorema 1) oppure piano ordinato desarguesiano (se
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~a>0; cfr. asserzione 2 del teorema 1).” Per I’asserzione 5 del teorema
1 risulta f () =(x—a) k+f(a), con 0<k se x€C, x<a; inoltre, sic-
come & a+9 (B)<a, risulta f(a+o (B))=(a+9 B —a) k+f (a), ciod
k= qo(ﬁ“) (f (a+9 (ﬁ)) f(a)) e il lemma & provato. -

LEMMA 15. Se B>0 risulta ¢ ()=0 (ﬁ) ':(x) se xeC
Allora, se (B>0 ¢) a<0 ¢ , ,

¢f@=fd (@) se aeC, a<0;
?)‘(x)——*x se xeC neil, ¢”(a)5x<0 '

esiste yeC (y<O0) tale che, per ogni neW, risulta y<gb" ().
Mentre, se (B>0 €) a>0 ¢é '

¢f(a) fsb(a) se a€C, a< — co“(a)ﬁ"
f(x)=x se xeC =0~ (a) ﬁ“<x<0

Dtmostrazzone Per il lemma 9, risulta, se a, xeC

o aof(x)+co (@Ox)=(a+p@OB) 07 ().

"‘Da (12) se xeC e a=1, ossetvato che rlsulta ato (B)>a, per il lem-
ma 13 si ottiene az (x)+¢ (x)=(a+¢ (ﬁ))'r (x), ciog - .

_(13) ST o ()= qo(ﬁ)r(x) se xeC.

Se a=0, da (12) si ha 9 (@Ox)=09 (aOﬁ)O 7 (%), da “cui, ‘se
a<0 e x<0, risulta p(f(a)x)=f(p(a B)) 7(x) perché & p(aOp) <0, 7{x) <0
(cfr. lemma 12); allora, siccome ¢ & automorfismo ordinato del cotpo
ordinato C (+,-,<) (cfr. lemma 11) e per (13) si ha ¢ (f (@) p(B)7(x)=
=f(@@P) z(x), 9 (f@PH=Ffpah), ciot ¢f@=f¢(a) se aeC,
a<0.

Se a<0 (e ﬁ>0), quando 4, x€C, a, x<0, risulta a+q> (aﬁ)<a,
inoltre, per il lemma 12 & 7 (x) <0, per il lemma 13 & f (¢)=a, ¢ da (12)
si ottiene a7 (X)) + o (f @ o x)=Ff(a+ o@ph)z(x), per (13) &

ar@Fof@o B r@=Ff@+o@frx e a+o(f@h =
| -'f(a+co (a ﬁ)), ciod

:(14) S - gbf(a) fgb(a) seaeC a<0

Notiamo che, se a, b, xeC risulta a_<_x<b‘se e solo se ¢’(d) <
<d¢ (x)<¢ (b) & teniamo presente che ¢ & permutazione di C. Allora,
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®d%a<0 se e solo se Y=g (@<a; per il lemma 13, se
@=a<0, ¢ f(a)=a e (14) diventa ¢ (@) =f (¢ (a)), pertanto risulta
f=xse g@=<x<uace, per quanto gia osservato, f(x) = x ‘se
¢ (@)<x<0. Per induzione, hotato che ¢"(a)<¢™1(a) se neW, si
prova che ¢ ’ 1 ' : .

i -

, . o
f(¥)=x se xeC, neM e ¢" (2)<x<0; -
pertanto, esiste yeC, y<0, tali c'he,/ per dgni néﬁ), ¢ y<d¢" (a) (infatti,
altrimenti, f sarebbe la funzione di rifrazione identica).
Se a>0 (e f>0), da (12) si ha

(15) ar (x)+qo(an):{a+¢(aﬂ))OT(x)’se a, xeC.

Risulta a+¢ (@ f)<0 sei. e solo se a<—o~'(a)f-1(<0). Se
a<—p (@) B! e x<0, & r{x)<0 (cfr. lemma 12) e da (15) si ha
et +o(F@o( =f@+o@pP)z() e per (13), az () +
toef@oBr)=f@+o@h)r(), ciot a-+ o @p) =
=f(a+p@h) e ¢f@=]¢(a) se aeC e a< —p (o) f-.

Se x<0 e —p~'(a) f'<a<0, da (15) e da (13), tenendo presente
che & a+9 (@ £)=0, si ha az (x)+p(f(@)p(B)7(x) =(a-+ @) (B)z(x),
allora ¢ (f (@))=0 (@) e f (@) =a. Pertanto risulta f(x)=x se xeC,

T—p1(a) f'<x<0. | |
Il lemma & cosi provato. |

|
i
!
|

-

OSSERVAZIONE 6. Per il lemma 15, s;e'B“>’0, e T(x)=p () o (x)
se x€C; in tal caso, siccome ¢ & automorfismo del corpo ordinato
C(+,-, <), 7 & automorfismo del gruppo additivo C (4).

: LEMMA 16. Se B<0¢ a%o e risd?ta B
P (=0 ()7 () se xeC, x50;
- e@=F (@t B)—f (@) 7 (x) se xeC, x>0.
Inoltre, & { - |
19 @=f @+ @ ( (a+0 ()1 (@) se aeC, a>f1 (=g (@) fY);
¢ @=f(0)+9 @ (f (a+co(ﬁ))T—f(a)) se a€C, a<f"(—p(a)p.
Dimostrazione. Se <0, ﬁer il lemma i4, & a<0. Dal lemma 9

si ha : ' \
, | . ,
(16)  aOT(x)+0 (an):(%x+qo(a OO 7 (x) se a,xeC.

|
J
|
|
1
i
1
1
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Da (16), se a=1 e x=<0, essendo per il lemma 12, 7 (x)=0, si ha -

ar ()49 x)=(@a+o B) (x) Pertanto, risulta ¢ (x)=¢ (8) 7 (x) se
xeC, x=<0.

Notiamo che, se aeC, rlsulta
(17) gb(a)>0 se € solo se a<f (——qo“ (@) B4);

infatti, da a+¢ (@O f)=0segue p(@Of))= —a>0 o (f (@) o ()= —a,
o (f @)=<—ap (87, f(a)<—co“ () ﬁ“ a<ft(— co“ (@) ') e vice-
versa.

Da (16), se a=1 e x>0, essendo, per (17), ¢ (1)<0 (infatti, &
1>0>f'(—o ' (a)B) e, per il lemma 12, 7(x) <O, si ha
f@z@+o@=f@+o@) 7)), cict p(x)=(flato B) —
—f(a)) 7 (x) se xeC, x>0. '

Allora, da (16), se a>f"'(—o ™' (a) f) e x=1, essendo, per (17),
¢ (@) <0 e, per quanto gia provato, 1=9 ()=(f (a+¢ (B))—f (a)) = (1),
ciot f(a+o (B)—f(a)=7 (1)"", tenendo presente che & 7 (1)<O0,
risulta f (@) T (1)+9 (@) =f¢ (@) 7 (1), cioe Fd(@=f(@)+¢ @) 7 (1)
e si ha fg(@ =Ff()+ 9@ @+ o) —f(x) se aeC, a>
>f (-0 (@) 7). :

Inoltre, da (16), se a<f'(—¢~'(a) B e x=1, ¢ & (@)=0 pet
(17) e) risulta f(a) 7 (1) + @ (@) = ¢ (a) (1), cioe ¢ @) =f(a) +
+9 (@) (f (a+9 (B)— f(a)) se aeC, a<f"'(—¢ (@) ) e il lemma
¢ provato.

1 lemmi 8, ..., 16 servono a dimostrare il ‘seguente teorema 5.

Con i dati A abbiamo osservato (cfr. lemma 7e ossetrvazione 5)
che le collineazioni dello Mi-piano 7 sono tutte affini; inoltre, per lo stu-
dio delle- collineazioni dello My-piano m; & sufficiente lo studio delle col-
linazioni w di m tali che w ((0,0)) =(0,0) e ((0,1))=(0, 1) oppure
w((0, 1))=(0, —1). Il seguente teorema 5 caratterizza le collineazioni
w dello Mi-piano i, tali che w((0,0))=(0,0) e w ((0, 1))=(0, 1), indivi-
duando opportune collineazioni affini del piano ordinato desarguesiano
n mediante le quali si descrivono.

- TEOREMA 5. Con i dati A, sia @ un automorf’ smo ordinato del
corpo ordinato C(+, s <) e, con a, peC, B+0, siano:

i) w*fla collmeazzone dffine del piano ordinato desargueszano
n definita (sui punti propri) da

W/ A((x, ) = (@) 9 x), ap B9 () +p() se x, yeC;

il) wy*Pla collmeazzone aﬁ?ne del piano ordinato desargueszano
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v z‘i‘eﬁnita (sui pim’ti propri) dé
BN ) = @t (B)—1 (@) (o),

o | 1(@) f (@+o (B)— f(a)) L 4o 2

se x, yeC, quando e a<0 e ,8<O-
111) gb(" # g permutazzonJe di C defi mta da

SV" #) (x) a+§0 (xk) se xeC, quando e ﬁ>0

wentre gl (@, H é deﬁmta da
gb(“-f’) (x)=a+qo‘(x‘ﬁ) se xeC, x_>_0, :
op (=a+9 (f (1) B) se xeC, x<0

qizandg ¢ f<0.

- Con tdli dati, un’applicazione w: C ><C —>CXC ¢ collineazione
affine dello My-piano m; che fissa & punti- (0, 0) e (0,1) se e solo se esistono
a, BeC ﬁ=}=0 tali che ¢ soddzsfatta una delle seguentz condzzzom

1) ﬁ>0 a=<0, w ((x, y)) 00 ((x, y)) se x,yeC,
@8 f@)=fJ@P(a) se aeC le a<o, f(x):x se xeC e 'a._<k_'x‘<‘0;ll

: ﬂ' '7‘2)' ﬁ>0 a>0 w ((x, y))‘=w1‘4'ﬁ) (%, y)) se x,yeC’

W“'”f(a) fsb(""’(a) se aeC, a<— ¢“(a)ﬁ“

f(x)—-x se xeé‘ —0~ (a) ﬁ“‘<x<0

| |
"3) f<0, a<0 ' 1

w ((x, ) =w/*# ((x, y)) se x, yéC x<0 ,
S w((x ) —wz‘“‘”((x y)) sexyeC x>0
f9 P @= f(a)+co(a)(f(a+co‘(ﬁ)) ~f(@) se aeC,

{ a>f (—g (a)ﬂ"),
W“‘”(d) f(a)+§0(a)(f(a+¢(}5’)) f () se aeC,
a<f (—p~ (a) ).
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- Dimostrazione. Con.i dati gia specificati, se w & collineazione dello
M;-piano m che fissa i punti (0,0) e (0, 1), con le definizioni date per
le permutazioni @, 7, ¢ di C legate a w, (risulta ¢ (0)=0, ¢ (1)=1 e)
valgono i lemmi 8, ..., 16; pertanto, con a=¢ (0), f=7"1(1)+0, &
soddisfatta una delle condizioni 1), 2), 3) dell’enunciato del teorema.

Viceversa, un’applicazione @:C X C—>C X C definita, mediante
a, BeC, con S0, con una delle condizioni 1), 2), 3) dell’enunciato del
del teorema & collineazione dello My-piano 7. Infatti, si riconosce che,
se a b,ceC, risulta w([a,bl) =[a+ o@ph),o ®], w(lc])=
=[p (8- 9 (¢c)] quando & B>0; mentre, quando & B<O, risulta
w ([a,b])=[a+0 @h),p )11 se a=0, w([a, b]l) [a+o (@) B),
o (1] se a<0,w((c]) = [(fa+ oB) = f@) @] se c>0,
w([c])=[p BN ()] se c=<0.

Il teorema & cosi provato.

"Con i dati A, tenendo presente Posservazione 5, rlmangono da
studiare le collineazioni w dello M;-piano m; tali che w((0,0))=(0,0) ¢
w((0, 1))=(0, —-1) Se w ¢ una tale collineazione, con le definizioni date
per le permutazioni ¢, 7,¢ di C, risulta ¢ (0)=0, ¢ (1)=—1 e, posto
a=¢ ), f=7"1(1) e y=9¢ 1), continuano a sussistere i lemmi 8, 9
e 10 perché nella loro dimostrazione non si- & sfruttata Dipotesi
@ (1)=1 fatta ‘allora; con una discussione parallela si provano gli
analoghi dei lemmi 11,..,16 (ad’ esemplo si prova che, posto, se

xeC, (—¢) (x)=—(p (x)), —p: C—> C & automorfismo ordinato del
corpo ordinato C (+, , <)) e si perviene al seguente teorema 6.

TEOREMA 6. Con i datz A, sia z‘} un automorﬁsmo ordmato del corpo
ordinato C(4+,-,<) e, con a,feC, ,B=!=0 posto ¢ (x)=—7 (x) se
x€C (allora risulta 9= —qo), siano: o ‘

1) w,@# la collineazione affine del piano ordinato desarguesiano
T deﬁmta (sul puntz propri) da '

""ﬁ)((x M=@EHe &, ap @ ‘)co(x)+q>(y)) se x,y€C;

i) w*P la collineazione affine del pzano ordmato desargueszano'
7 deﬁmta (sui punti proprz) da

w20 ((x, ) =((f (@49 (B) — f(oc))“1 @ (x) | RIS
(@) (f(a+o (ﬁ)) f (Ot))‘l )+ ()
se x, yeC quando é a<0 e f>0;

iti) QP lg permutazione di C definita da iii) del teorema 5.
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« Con tali dati, un’applicazione w: CXC<>CXC & collineazione
affine dello Mi-piano m che fissa (0, 0) e trasforma (0,1) in (0, —1)
s¢ e solo se esistono a, f€C, B0, tali che & soddisfatta una delle se-
guenti condizioni:

1) B>0, e<0, |
w ((x,y)) =w,*((x,y)) se x,yeC, x=0,
| w ((x, y)) =w,*P((x,y)) se x,yeC, x<0,

19 @=f(a)-0 () (f (@+9 (1)~ (a)) se aeC, a=0,
14 @=f@)—0 (@ ( @t+o B)~1 @) se aeC,
_ | —o~{a) f'<a<0,
¢ @=f(@—0 (@) (f (@+0 (B)—f (@) se aeC, a<~9™' (a) B
2) f<0, =0, w((x, j)) =w,*P((x,y)) sex,yeC,
fd@=a+o(a A) se aeC, a<—o™' (a) f7;

3) B<0, a>0, w ((x,)) =w,*P((x, y)) se x,yeC,

f@=a se aeC, f' (—p (a) f-Y)<a<0,

f¢ (d)=¢+€0 (ap) S1
Dai teoremi 5 e 6 si deduce il seguente teorema 7.
TEOREMA 7. Ogni collineazione di un My-piano che non & M-piano '
conserva Uordinamento del piaho (%).

e aeC, a<ff‘(—¢" (o) B'f).

Dimostrazione. Per l’ossel'vazione 5, con riferimento ai dati A,
ogni collineazione y dello M;-piano 7; & prodotto di una collineazione
@ scelta fra quelle caratterizzate dai teoremi 5 e 6 e di una dilata-
zione (omologia di asse U +V)é. Tenendo presente come si scrivono
le dilatazioni di = {(cfr. [13] e J. ANDRE, {11),. risulta 8((x, y))=
=(x0a, yOa+b)=(xa, ya+b) se x,yeC, con a,beC opportuni e
a>0; percid ¢ conserva l'ordinamento. Inoltre, si verifica che la col-
lineazione w, che & stata esplicitata nei teoreini 5 e 6, ‘consérva anch’essa

(1) Tale affermazione continua a essere vera anche per gli M-piani propri
(cfr.F. BArRTOLOZZI, [7]) mentre & hmotoriamente falsa per i piani otdirati -désar-
guesiani.
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’ordinamento del piano. Si conclude, pertanto, che x conserva P’ordi-
namento dello My-piano 7, ciod, tenendo presente che y & collineazione
affine rispetto alla retta U4V, x consetva la relazione di « giacenza
tra » (associata all’ordinamento di i) del piano affine desunto ‘dal
piano proiettivo m; assumendo U+V come retta impropria.

Il teorema & cosi provato.

A conclusione del numero, e del presente lavoro, dlmostrlamo che
gli M;-piani, che non sono M-piani, appartengono alla classe 111 di
LENz-BARLOTTI. Premettiamo, a tale scopo, il seguente lemma 17 che
serve anche a caratterizzare i piani di rifrazione generalizzati apparte-
nenti alla classe 1112 di LENZ-BARLOTTI.

LEMMA 17. Se & & piano di rifrazione generalizzato non desargue-
siano sono ‘equivalenti le condizioni:

1) Esiste (O,U,V,pw) tale che = & (O,U,V, puv)-Mr-piano,
(U, O+ V)-pyv-transitivo e Uinsieme delle (U, O+V)-puv-omologze e
gruppo (rispetto al prodotto operatorio).

2) & & M-piano e, ottenendosi lo M-sistema, che coordmatzzza i
in un suo M-riferimento, per rifrazione dal corpo ordinato C (+,- -, <)
e dalla sua funzione di rifrazione f (x)=xk, con 0<k, se xeC, x<0,
allora k & elemento centrale del corpo ordinato C (+,, <).

3) @ & M-piano e Uinsieme C*, degli elementi non nulli dello
M-sistema C (4, O, <) che coordinatizza w in un suo M—rlfertmento,
é gruppo moltiplicativo C* (O).

4) Esiste (O,U,V, pyv) tale che © é (O Uu,v, puv)-Mlpzano e
[, 0+4+YV)- transztzvo

5) & appartiene alla classe 111 2 di LENZ-BARLOTTI.

Dimostrazione. 11 lemma si deduce dal lemma 5, dal teorema 3
di J. C. D. S. Yaaus, [15], dal teorema 7 e dal lemma 10 di [13].

TEOREMA 8. Gli Mi-piani, che non sono M—pzam appartengono alla
classe 11 1 di LENZ-BARLOTTI.

Dimostrazione. Se w & M;-piano ma non & M-piano, per il teore-
ma 2, appartiene alla classe II di LENz; per provare che appartiene
alla classe IT 1 basta escludere la classe IT 2 tenendo presente che la classe
II 3, come provato da J. C. D. S. Yaaqus in [14], & vuota. A tale scopo

supponiamo che 7 sia (O, U, V, pyv)-Mr-piano e appartenga alla classe
II 2 e raggiungiamo un assurdo.
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--Poiché ¢ (V,U +'V)-»transiti\}o ¢ appartenente alla classe 112, =«
risulta anche (D, )-transitivo con! DeU+V, D=V, Vel, I&£U+V. Ri--
sulta =04V, Infatti, se ¢ & ima (O, U+ V)-omologia non 1dentlca,
(esistente perché =& (O, U+V)- semltransmvo), essendo 6 (D)=D, = &
(D, o ()-transitivo e dev’essere {a (D=1 per lipotesi di classe II2;
poiché Vel, cid ¢ possibile solo|se I=0+4V. Con riferimento ai dati
~del teorema 1, i casi pOSS1b111 sdno D U, D(d) con d >0 D (7))
con d<0.

Se D=U, n r1su1ta U, 0+ -transmvo, 3 soddxsfatta la condlzlone
4) del lemma 17 e, per tale Iemma, appartiene alla classe III 2; assurdo.

Se D=(d) con d>0, basta - bsservare che 7 &, per I’asserzione 1)
del teorema 1, (O, D, V, pi) Ml-ﬁlano per concludere, come nel caso
D=U, con un assurdo. f o

Se D=(d) con d<0, sfruttando ‘1 risultati gia acqulsltl sulle col-
lineazioni degli ‘M-piani che non sono -M-piani, dimostriamo che =

¢ (O0,D,V, ps)-Mi-piano per ragglungere un. assurdo come nel caso

D U. Con i dati gia indicati, se aeC, d<a<0 risulta f(a)=a.
Infatti, se w & la (D, O+V)-oniolog1a tale che w ((0))=(a), risulta
T w(V)=V, w(U+V)=U+V, w((O ,0))=(0,0) e w((0,1)) =(0,1). Allora,
con le definizioni date per ¢, 7 e ¢, @ risulta ’applicazione identica,
Y 0)=a, ¢(@=a4+a0Of se ac (ﬁ 771(1); cfr. lemma 9) e, sic-
come ¢ (d)=d perche w (D)=D, a<0;
pertanto & >0 e, per il lemma 13, f@)=a. S1 & cosi provato che
‘risulta f (x)=x se xeC, d <x<0le, in conseguenza, ¢ anche f(d)=d.
Pertanto, per 1’asserzione 4) del teorema 1, n & (O,D,V, pa)-Mi-piano
e raggiungiamo un assurdo come nel caso D=U. SR

Il teorema & cosi provato.
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