SOLUZIONI FONDAMENTALI PRINCIPALI
PER EQUAZIONI ELLITTICHE (*)

di RENATA SELVAGGI (a Bari) (*)

SOMMARIO. - Seguendo il classico procedimento di Levi, si determina una solu-
zione fondamentale principale per equazioni ellittiche a coefficienti variabili
del tipo = ap(x) D?u (x) + A™a, u (x) =0 con a, costante diversa da

[pl=m

zero, 4 abbastanza grande e le ap(x) funzioni continue e limitate in R” i
cui moduli di continuitd verificano le condizioni del Dini.

SUMMARY. - In this paper, following the Levi’s method, a principal fundamental
solution has been determined for an elliptic equation with variable coef-
ficients of the’lype| 12‘ a, (x) DPu (x) + A™ agu (x) =0, vhere a, is a

pl=m

non zero constant, A is sufficiently large and ap (v) are functions bounded
and continuous in all space, with modulus of continuily satisfying Dini’s
conditions.

1. Introduzione.

Il problema della ricerca di una soluzione fondamentale prin-
cipale per equazioni ellittiche a coefficienti variabili del tipo

(1.1) 2 ap, (@) DPu(r) 4 A" ayu(xr) =0

[p|=m

(con x € R*, spazio reale euclideo a » (= 2) dimensioni e 4 > 0) i cui
coefficienti siano funzioni reali o complesse, continue e limitate in

(*) Pervenuto in Redazione il 29 settembre 1972,
(**) Indirizzo dell’Autore : Istituto di Analisi Matematica — Palazzo Ateneo
— 70100 Bari.
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R, a, costante diversa da zero e i abbastanza grande (!), & stato
risolto da A. Avantaggiati in [1] facendo sul polinomio

(1.2) P (2, &,1) = S a,(@) (&P + agim

p|=m

Pipotesi che sia ellittico rispetto a &, ,...,¢&,, 4, uniformemente al
variare di # in R’, e sui coefficienti a, (x) per cui |p | =m Vipotesi
di uniforme holderianitd in R* (%)

D’altra parte, Matiicuk e Eide’mann in [2] provano Desistenza
«in piccolo» di una matrice fondamentale per sistemi uniforme
mente ellittici nel senso di Petrowskii i cui coefficienti hanno moduli
di continuitd che soddisfano le condizioni del Dini.

Mi & sembrato abbastanza naturale cercare di estendere il risul-
tato di [1] sopra citato a equazioni del tipo (1.1) i cni coefficienti
ay () verifichino le suddette condizioni del Dini, invece di essere
holderiane come & richiesto in [1].

Tale risultato & contenuto nel teorema (3.1). La dimostrazione
di tale teorema si fonda, da un lato, su alcuni lemmi essenzialmente
di natura algebrica ottennti con lievi varianti da altri analoghi che
8i ritrovano nei n. 2 e n. 3 di [1]. Questi servono a stabilire oppor-
tune valutazioni asintotiche per la soluzione fondamentale dell’equa-
zione a coefficienti costanti

(1.3) ' lZ a, D?u (x) + A™ ay u (x) = 0.
|2 |=m

Dall’altro si fonda su alcuni lemmi, strettamente legati alla
ipotesi che i coefficienti di (1.1) soddisfano le condizioni del Dini,
e che costituiscono una adeguata estensione di altri utilizzati in [2].

Quello seguito, & il classico procedimento di Levi: si cerca la
soluzione fondamentale principale @ (, y, 4) della (1.1) sotto la forma :

L4 @y )=F, (), o—y, 1)+ f Fy (00— 2, 1) Z(e,9,) a2 ()
RV

(!) Una soluzione fondamentale principale della (1.1) ® una soluzione fonda-
mentale della (1.1) definita in R» che con le sue derivate parziali di ordine
=m —1 & infinitesima all’infinito di tipo esponenziale.

(%) In [1] & risolto il problema pil in generale, ciod per sistemi ellittici a
coefficienti variabili.

(3) Per il significato delle n(;tazioni adoperate cfr. 2.
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quindi, il problema della esistenza della G (z,y,4) & ricondotto a
quello della convergenza della serie di Newmann relativa al nucleo
K della equazione integrale, cui si traduce la condizione sulla G(«,y, 1)
di essere soluzione fondamentale della (1.1).

La verifica che la @ (z,y,4), costruita mediante la (1.4), & solu-
zione fondamentale principale della (1.1) & essenzialmente basata
su una proprietd (cfr. 3.A)) cui soddisfa la funzione Z (w, y, 4),
'somma della serie di Newmann suddetta.

La dimostrazione di questa proprietd, nonché le maggiorazioni
dei nuclei iterati K,,, costituiranno la parte pill sostanziale del
presente lavoro, (cfr. proposizione (3.1)).

Per quel che concerne la verifica che la funzione @ (x,y,4)
cosi determinata ¢ una soluzione fondamentale principale della (1.1),
rinviamo ai procedimenti di [1] (teor. (5.1)) per quanto riguarda il
suo comportamento all’infinito, mentre, per il comportamento di
G (»,y, 1) per y — », basta tenere presente la condizione A) per la
funzione Z (x,y,A) e i procedimenti di [2].

2. Ipotesi, notazioni, premesse.

Siano: R’ lo spazio reale euclideo a » (= 2) dimensioni; x =
= (X y ey ), ¥y =Yy, ,¥,) Dunti generici di R*. Per ogni coppia
di punti z,y€R”, poniamo & —y={(0,—Y,yee, & —Y,), -y =2, Y, +
-ty e |m|=:l/m7

I'(x,r) con r > 0, denoterd linsieme (y€R’||y| << r}]. Con
P=(PyyeeyD)y 9= (4. ,¢) indicheremo »-ple di interi non nega-
tivi e porremo |p|=p, + ... + p».

Fissate due »-ple p e ¢, p << q significherd che per ogni indice
l=1,..,» << q; sotto questa condizione 8i porrda ¢ — p =
=(q — Py & — Do)

Per ogni z € R’ e per ogni p=(p,,...,p,) porremo &* = z71...z" .

P
Inoltre sard D, = % ) 585=D¢=(D1,...,D,), (58;) = DP’=D/..D!".

Ci proponiamo di stabdire alcune proprietd algebriche per poli-
nomi a coefficienti costanti in « e 4, con x€ B* ¢ 4> 0, del tipo
P(x,2) =I 2 a,x? 4 A™a, tali che

pl=m

(2.1) H- || <| P ) | < HG+ ||
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Se P(x,1) verifica la (2.1) allora evidentemente :

DP@d|_ K
P (=, 1) @+ =y

per ogni € R”, per ogni 4> 0, per ogni »-pla r = (r,,..,7,) tale
che || > o.

Con la stessa tecnica adoperata nel n. 2 di [1] si provano i
seguenti lemmi :

LEMMA 2.1 Se P(,2) verifica la (2.1), per ogni »-pla q¢=(q, yeers Qy)
esiste una costante positiva K, dipendente da q tale che

¢ DI P(x,2)| | K,
z =
P (x, 4) (A4 |a|)el+lz]

per ogni € R*, per ogni 43> 0, per ogni |p|> 0.

Fissati due punti £ ed » appartenenti alla frontiera di I'(0, 1 )
tali che £.9 =0, fissato un numero reale t==0 ed un polinomio
P (x,1), poniamo

(2.2) P, (r, )= P (r + gt 2).

LEMMA 2.2. Se P (x,2) verifica la (2.1) esiste un numero positivo
Ho indipendente da 2, &, u, t tale che comunque si prenda un numero
positivo u < u, & possibile determinare wun numero positivo o tale
che per ogni numero complesso o + it e per ogni 1> 0 per cui
[t|<<u A4 1¢) si ha:

| Py (o +ir, )| > | Py (0, 1) o

. . |
qualunque sia il numero reale o.

LeEmmA 2.3. Se P(x, 1) werifica la (2.1), comunque s fissino &
ed n appartenenti alla frontiera di I'(0,1) e ¢ reale positivo, per ogni
A e per ogni radice z della equazione P,(2,))=0 si ha:

[Imbe | = u, (A + t).
Consideriamo ora polinomi del tipo

P(yrmal)=‘ 12 a (y) &? + ag A"

pl=m
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verificanti le seguenti ipotesi :

{2,a}: I coefficienti a,(y) di P(y,x,4) sono funzioni continue e
limitate in R”, a, & una costante diversa da zero.

{2,b}: Esiste una costante K indipendente da y tale che
E- A+ |e|)n<|Py,ol)|<K@+]|a)m

per ogni x€ R”, per ogni 1> 0, per ogni y€ R*.
Dal lemma (2.3) discende immediatamente il

LEMMA 2.4. Se P(y,, 1) verifica le ipotesi {2,a} e {2,b} é pos-
sibile determinare una costante u, indipendente da &,1,1, 1, y, tale che
per ogni radice z dell’equazione P (y, &2+ nt, 1) =0 sia verificata la

o4+t <<|Imz]|.
Sia f = f(v) una funzione continua e limitata in K.

DEFINIZIONE 2.1. Si dice che f & di classe H' o che soddisfa
alla condizione del Dini se il suo modulo di continuita

w®)= sup |f(@)—f(&]

|z—E|=<h

ha la proprietd che per qualche valore positivo r l'integrale

r

(2.3) Fr)= f %(_h) dh
0
converge.

DEFINIZIONE 2.2. Si dice che f é di classe 9* in R” se & ivi
di classe ! e se

Q(a)=fF—y)-dr
0

¢ finita per qualche valore positivo di a.

Ricordiamo le seguenti proprietd, che utilizzeremo nel seguito,
del modulo di continuitd w di una funzione f=f(x) continua e
limitata in R*:
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P.1) o & una funzione non negativa, non decrescente, semiadditiva
e tale che

w (1) w (h)
TSZT (0<h<")

(cfr. [2] pag. 143).
P.2) Se f & di classe 2 si ha:
lim w(h) log'l =0
R0+ h
(efr. [2] pag. 165).

Consideriamo Vequazione differenziale (1.1) e supponiamo che
per il polinomio P (z, & 1) dato da (1.2) siano verificate le ipotesi
{2, a) e {2,b}; supponiamo inoltre che i coefficienti ay () della (1.1)
verifichino la seguente ipotesi :

{2y¢): I coefficienti a, (z) siano funzioni a valori reali o complessi
definite in R?, continue e limitate ; le funzioni a,(x) con
|p|=m siano di classe 9¢2, le funzioni a, (@) con |p|<<m
siano di classe 9f!.

Denoteremo nel seguito con w = o (h) e o, = w, (k) rispettiva-
mente il massimo modulo di continuitd dei coefficienti a, (x) della
(1.1) con |p|=1m e il massimo modulo di continuita dei coefficienti
ap (x) con |p | << m.

Fissiamo un intero N >1 tale che la funzione (P (w, & 1) 7,
come funzione di & sia sommabile in R’ e consideriamo le funzioni

1 ey
Py = (27) f P, & ap %
RY

9 (N—-1)
F, (“”'1?/,'1-):(1)(”9@71)) F (2, y,4).

TEOREMA 2.1. Esiste nn numero positivo o tale che per ogni
BETO, uy[ per ogni v-pla 9 =1(qy 55 q), & possibile determinare una
costante K tale che si abbia, per ogni x € R* , per 1 abbastanza grande :

‘ 1
| D} F (2,9, l)nge_Mlyllm

- 1
per |y[27
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Dim. Ragionando come per la dimostrazione del teorema (3.1)
di [1] e fondandosi sui lemmi precedenti si trova:

I
q  — 1 P .
| Dy F (%, 9, 0) | < K’ e=+1¥] q,§q|y|f+lql—lq’|

. [
e—rlvle "

: . (l_‘_'C/l)mN-H—-Iq’l—l dg

rv—1

per =1, dove: » & il pit piccolo intero non negativo tale che
Nm+r—|q|>»;péun elemento di ]0, u,[ dove u, & la costante
positiva che si determina in corrispondenza del polinomio P (z,¢, 1)
applicando il lemma (2.4); K’ & una costante dipendente da g. Per

|y|2—1— si ha:

rtlal—le| —u e
| D F (@9, )| <K' elvit 3 er Trar=

'sq
Rl
e—wlyla P e—uelyld
RS [ 2 R - o —
- ANm—|g|—i ANm—y—|q|

con K costante dipendente da q e da pu.
c.v.d. .

TEOREMA 2.2. Per ogni »-pla p =(p,,..,p,) & possibile deter-

minare una costante H, tale che per 0 < |y| < % 8t abbia :

‘HP se |[p|<m—w
1

(2.4) |D:F’(x,y,1)|slHp(IOg——|y| +1> se |p|=m_v

HPIyIM—"'—|P| se lpl>m__,’.

Dim. Tenendo presente la definizione della funzione F, (x,y, 1),
& facile verificare che

F, (x,y,A) = ""™F, (x, 94, 1).

Dal teorema (3.3) di [1] segue allora che esiste una costante Gy

(indipendente da x e 1) tale che per 0 < |y| < —;— e per A abba-



28 RENATA SELVAGGI

stanza grande : |

i Op | se |p|l<m—w»

o1 2)2 I
. 0og —— se =m—y

| D F, (2,9,0)| < "( [y] o
0,,|y|m*”"|1’|]0gl%' ge [p|>m—y

Inoltre per il teorema (5.1) di [1], per ogni fissato x€R’, in
ogni y==0 si ha: ‘

(2.5) I IZ ap (%) Dy F, (,y, ) 4 1™ ay F, (x, 5, 1) = 0.
p|l=m |
Fissato 2 € R’, F, (v, y, ) come funzione di y, & di classe C* in
E” — {0} ed & inoltre tale che per ogni »pla p=(p,,..,p,) con
|p|=m—1
lim0 |y |"D) F, (x,y,4) =0
y-—o

uniformemente rispetto a x€ R”.
Per il lemma a pag. 57 di [3] segue che

(2.6) B (x,y, l)=H(m’ Y, ) + w (2,9, 1)
dove w (x,y,1) & una soluzione dell’equazione

2.7 2 a, (x) D u(y) + ay ™ u (y) = 0

|p|=m

regolare ed analitica per y =0 la cui espressione esplicita viene
data in (3] pag. 61; H(x;y — ¢, 4) & la soluzione fondamentale della
(2.7) costruita in [3] (pag. 65).

Tenendo presenti i teoremi di struttura per la soluzione fonda-
mentale H (x;y — ¢, 1) stabiliti in [3] pag. 61, & facile verificare che:

(28) H(x,y,2) = Hi (2, y) 4+ H, (=, y, 4)

dove H,(x,y —¢) & la soluzione fondamentale dell’equazione
S ay(x) Dju(y)=0

lp|=m

Hg (¢, y — t, 2)= 0( , y—t |m+1_.,.).

Dallipotesi {2,b} segue 1’asserto.
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3. Teorema di esistenza della soluzione fondamentale principale.

TEOREMA 3.1. Nelle ipotesi {2,b} e {2,c} esiste un numero reale
positivo A, tale che per ogni A > A, Vequazione (1.1) ha una soluzione
fondamentale principale G (x,y, ).

Dim. Cercheremo la soluzione fondamentale principale @ (,y, 1)
della (1.1) sotto la forma :

(3.1) G (x,y, 1) = F, (.’/;w—"y’ A+ [Fi (2y 2 —2,4) Z (2, y, 4) dz

R‘y
nell’ipotesi che la funzione Z (,y, 1) verifichi la seguente condizione

A): Z(»,y,2) & una funzione continua separatamente rispetto a

e y purchd sia y ==, inoltre per ogni u < u, esistono C e C’
in modo che

wilevio(|a—y|

(3.2) | Z (@, 9y,4)| < Ce (o —yl

e localmente (*):
(3'3) |AhZ(w’:‘/’l)|=lz(w'i‘h’ya}")"'z(%y’l)lg

A A
4 (e—.ujlﬂ-h—yl+e—u;|t—y|)(wi(|h|)+

1 1
+F('h|))(lx —y|”+ Iw-l-h—yl’)

dove u, & il numero reale positivo del teorema (2.1).

Imponiamo alla funzione @ (z,y,4) data da (3.1) di essere solu-
zione della (1.1) per « 3=y : tenendo presente il teorema (2.2) e le
(3.2) (3.3), applicando i soliti metodi della teoria del potenziale
(vedi [2] pag. 149) si ha:

(3.4) K (a9, 1) + f K (5,2, 1) Z(2, 5, 1) dz = Z (@, , )
R’

(#) Ovvero per x e y variabili in un insieme limitato di R”.
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dove

(3.5) K(z,y,4)= —lplzsmap(w)DfF, (¥, —y,4)—i™ a, F, (y,x —y, ).

Costruiamo la serie di Newmann relativa al nucleo K : prove-
remo la seguente

PROPOSIZIONE 3.1. Hsiste un numero reale positivo Ay tale che
per ognt A =1, risulta:

I) La serie di Newmann relativa al nucleo K converge ;

IT) La funzione Z(x, y, 1), somma della serie di Newmann
relativa al nucleo K, verifica la condizione A).

Premettiamo i seguenti lemmi.

LeMMA 3.1. Per ogni p€]0, uy[ (%) esiste una costante €0
tale che per A abbastanza grande si abbia

e—uh|z—y| .

lK(w,y,msow—”x“—I”,"

|z —y

Dim. Per la definizione stessa di K, dalla (2.5), si ha:

IK(“'y?/y 2)'=llpz (ap (y) — ap (x)) D£F1(y’w‘—?/az)+

| =m

- 2 ap(m)D£F1 (yyw_yyl)l .
2| <m

1
Tenendo presente il teorema (2.2) si ha, per |o — y|g7< 1:

o(lz—y|)

| K (2,9, 4) | < O, [o—y ]

+0(|z —y[);
1
quindi, per 4 abbastanza grande e per |z — y | g—l— si ha

o(le—yl)

o(z—y)
e —yl

—ud|z—y |
|K(w,y,l)l$0, =0 ‘w_ylv “ )

(°) o ® 1a costante positiva determinata nel teorema (2.1).
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Fissiamo p, ' €]0, uo[, con u<pu’. Per il teorema (2.1) in
corrispondenza di u’ & possibile determinare una costante C, tale

che per |w—y|>—;— si abbia :
|K(a:,y,l)|g01[}.”e—ﬂ'llw—ulw(|m_y|)+

4+ = Apl4r—m g—p'ilz—y|],
|pl<m

1
Quindi per i abbastanza grande, per |z — y | 27:
| K (@, y,4)| < Cy[w(|o—y|) 1 emwdlz—yl 4 jv—1e—wAla—vl],

Osserviamo ancora che, per 1 abbastanza grande, per |2—y|=
1
> - il secondo addendo pud essere maggiorato col primo. Infatti, per

la P.1) del modulo di continuita, risulta che, se la funzione di cui w

¢ modulo di continuitd non & una funzione costante, lim’ k) 0.
h—ot

Esiste quindi una costante C, tale che per 4 abbastanza grande si

abbia :

1 1
1<02w(7)1502w(|x—y|)1 <lw—3/|27-
/

1
D’altra parte, per |¢ —y| = - posto ¢/ = max (t” e« —»?t gj ha:

t=1
. (le—y]) .
o(|le—y|)iren Moy = LNT T I (1 oy v dv e—wW—wrla—v1).
&) e e =y )
.e—uzlx—ulgor—_“’“x_-’:")e—uum—yl,

|z —y
o a. 1
Quindi, anche per | — y| > 7T per A abbastanza grande si ha:

wlle—y]|)

|z —yl|

|K($,y,2)|£0 e—tAlz—y|

c.v.d..
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Nel seguito supporremo fissata la costante n€10, u,[ e di con-
seguenza la costante C del lemma precedente.

LEMMA 3.2. Per UVintegrale

| 2—&|
I = w(|m——5l) w(l?/'—fl) —ph 21 d
f!m—ﬂ’ v —2F d

sussiste la seguente limitazione:

e () me (3]

dove H, ¢ H, sono due costanti indipendenti da x,y, 1 ¢ F = F(r)
é la funzione definita dalla (2.3).

Dim. Considerato 'iperpiano passante per il punto medio del
segmento congiungente x e y, perpendicolare al segmento stesso,
denotiamo con R’ (r)e R”(y) rispettivamente i semispazi contenenti
il punto « e il punto y. Allora:

olo—£]) o(ly—£]) nwf'd_f a /d_
_/ e FF  ly—¢F R

RY () R (v)

=L, + L,.

1 .
Poicheé in R” (x) @ |y——£|2-§|x—- y|, dalla P.1) del modulo di

continuitd segue che :

A
vw(lx_?/l) w(lm-—£|) -.u—22—|z——5|
|L1l£2 I:v___yl,, f |“'—E|” (4 dd:g
RY (2)
A
w(lw——yl)[f w_(|_x_—_£_|_l —#?Im—ﬂd
lx—fls_

o(|x—E&]) —u—lw—sld
*‘f “le—¢p ° fl=

Iw—€|>—
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g @z —yl) ole—=¢]D
[o—yp [f e—gp ¥t

[

— <=
lo—¢| <5

A
+ Z’w(—%—) pfe"‘if 1ol dE] =

RY

+o0
_gpole—ul) 2\ o (L s, (5 to-
—r 2= o p(2) 1 (H) s [oord o]
0

> e fer(f) oo ) X

dove 8, & l’area della superficie della sfera unitaria di R*. La stessa
maggiorazione sussiste per L, .
Ponendo H, = 2'+1 §,, H, = 2*+1 8, M, segue I’asserto.

c.v.d..
LemMMA 3.3. Posto
Ko (@, y, ) =K (2,9, 1)
VN B D= [ K60 Kt (63,08
81 ha che:

K d|< o g, F (3)+ mo (1)]

- -*l" | - |z—y | —_

e © v Mn-{-l v (,L)(I.’L' yl) VnEN

|z —yl

Dim. IL’asserto & vero per # =0 in virti del lemma (3.1).
Supposto vero l’asserto per » — 1, proviamo che & vero per n. Per
il lemma (3.1) e per l'ipotesi di induzione si ha:

| Ku(,9,2) |<< Ot [H F( )+H w(i)]"_l.

1 -
./w(lw—-él OUY=E]) pagetr 70 T e
|e— & ly — &

RV



34 RENATA SELVAGGI

1\ In—1 —,uilf—lll —p A |z—y|
e 2 e ol L.

san+'[H F'( )-|-1arw(/1

Dal lemma (3.2) segue 1’asserto.

c.v.d. .
Proviamo, ora, la proposizione (3.1).

Consideriamo la serie 3 K, (x, y, 4) e osserviamo che, per il
n=0
lemma (3.3) & maggiorata dalla serie di termine generale

1 ”—u.ilw—vlw(lm—yi)
olom e (3)+ oma () =,

Esiste 4, tale che per 1>, si ha che:
CH, F( )—l—CH w(l)£g<l

La funzione Z (z,y,4) = Z K, (x,y,4) & per ogni 1>1, continua

per =y ed & soluzwne dell’equazmne integrale (3.4). Resta cosi
provata la I).
Proviamo la II). Intanto, & immediato verificare che

" a—y| © (|2 — )

| Z (x, 9, 2) ISC 7! ”H

ciod che Z(x,y, A) verifica la (3.2). Dimostriamo che verifica la (3.3).
Per |# —y|<<4|h| la richiesta limitazione segue immediata-

mente dalla (3.2) e dalla P.1) del modulo di continuita.
Supponiamo |# — y|>4|hk|. Dalla (3.5) si ha che

|AhK(w,y,l)|=|K(m+h,y,}.)——K(m,y,l)|=

=1 2 (4 @) DIF,(y,o —y+ hyA) +

+,2 @D e =y )+ 3 6@ 4 DIF 00—y, +

lz|<

+ A ag A Fy(y, 2 — 9, D).
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Sottraendo la quantita

> ap(y)AthFa ¥, 2 —y,A)+ A" ag A Fy (y, 0 — 9, )

|p|=m
che & nulla per la (2.5), si ha:

IAtuK(4'>,3/,/1)|=|I I}JS (dnay (@) DI F, (y, 2 +h —y,2) +
pl<m

4+ 3 a@dDIF, (yx—y, )+ I (a(@)— ap(y)-
|p|<m |p

|=m
'Ah‘DfFi(yax"ya}')"

Tenendo presente il teorema (2.1) ed il teorema (2.2), ragionando
come nel lemma (3.1), & facile verificare che esiste una costante
positiva H indipendente da =, y, h, 1 tale che per |p | = m si abbia:

1
D? h — —phleth—y| ____—
| DIF, 0+ h—y,4)| < He TR
Allora :
—uh | z+h—y |
| = A;.a.,,(ac)DfFi(y,m—i-h—1,1)|gHw(|h|)u—L.
[p|=m le+h—yl|

In maniera analoga e applicando il teorema del valor-medio si trova :

II ]2 (ap(w)_‘ap(?/))AthFa(?/:‘”_‘y;l)ls
p|=m
| 2

— —ph | 2+ Qh—y |
= Ho{lv—yle EEe=rcs

dove Q@ = (Q,, @y, ..., @,) con Q,€]0,1[ N s€(l,...,»}.
Sempre per il teorema (2.1) e per il teorema (2.2) si ha che
per 1 abbastanza grande e per |p| < m:

He—w4lzth—yl j»=1 ge |z 4 h—y| 2—;1_—
| DEFy (yyo+h - y 1) < 1 1
Hagi—yps ® lett-vi<g

con ' €]0, 1o
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Ragionando quindi come nel lemma (3.1) si trova che i termini
del tipo | dn a, (#) DY F, (y,x + h —y,1)| (|p| < m) possono essere
maggiorati da

1

—pdleth—y| _____~
Ho,(|1]|)e o Fh—y[
In maniera analoga e applicando il teorema del valore medio si
vede che i termini del tipo |ay, (¢) 4, DJF, (y, 0 —y,4)| (|p]|<<m)
possono essere maggiorati da

1
Hl|h|ewtlatQry| ___ ~
| 2] EEX =T
In definitiva si ha:
e—uh|zth—y|
ply->--___ "
| 4n K (2, 9,4) | < H|w (| 1]) EE—mT
e—ri|o+Qh—y| e—rilzt+h—y|

+w(|w—yl)mlhl+wi(‘hl)w

et e+Qh—y|

M ey

Essendo |2 — y|>4|h| si ha:
3 3
let+ Q@ —y|>le—yl; [o+h—y|>le—y].

Quindi per |k | abbastanza piccolo :

3 —

—w 2 jeyi[o(|h]) o (lo—y]) |h]

| 4K (e, )| < He T e T T ey T
o, (|1])
w_ylv—l

=k

+| _ylv

Quindi
(3.6) | 4w K (@, y,2) | < H' ¢

p%lz—yl[w”h') _|_ a’i(lhl)

e —y " |e—yp?
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Ci proponiamo ora di trovare una analoga maggiorazione per

Ath(ac,z,l)Z(z,y,).)dz[.
R'V

Essendo | —y|> 4|h|, sara I'(x,2|h|)c R (x). Allora:

(3.7) fAhK(x, 2,0 Z (2,9, ) dz = [ dz—|—f .. dz 4+

P4 I'@2|h|) B () —T'@ 2| k|)

+f...dz=Ii+Ig—}—I:,.
RY(y)
Per il lemma (3.1) e per la (3.2) si ha che:

ILI<| (|E@4hed)|+|KE@zd)|) [ZEy )| d<
I'z2|hk]|)

o[ e elz—y]) (w(|x+h—z|)6_mx+h_zl+

A |z —y| |e+h—z[
I'z,2|k|)

Lo (le—=2]) e—,‘uw—zl)dz.

[o—2F

|z — 9|

Ma se |# —2z|<<2|h|, allora |z —y|=> 3 , quindi :
!
—nle—yl  o(|e—y]|) w(|e-+h—z|)
I C? "3 oy 1 <17 —pd | z4-h—z |
| I,|<C% [e—yP | . e _——|x+h—z|" dz 4+
r@2ih])
+ e-—yl]x_zlw(lw—-ZH dz]:[J1+J2] o 2v8—u%|m—-y| o(|z—y]|)
- i Te—yl
I'2|h]|)

con ovvio significato di J, e J,.
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J, = —,ul|a:+h—z|w(ld"+h'_z|) de — st
! [ofh—z]
Lz, 21h]) l2—z| <2 A {
lo4h—z| <2|h|
+ Ldr < e_.“lla"l‘h—tl a)lfvl_f__}_ h—zrl ) dz +
), — v

lz—z|<2|h|<|2+h—z| |2th—z|<2|h|

+ 6—y1|z—z|2vm|(‘1; Tl) dz <

|2—z|<2|h|<|2+h-z|

= e—-,mx—-z;“’(lm_z') dz -+ 2 e—ni 2—z| _______w(|w——z|)dz£0,J .
|z —z |z —z[ 2
|a—z|<2|h| |d—z| 2| h|
Quindi
(3.8) IIIgGe_”%IE‘“MJS
.l i Iw___ylv 2
—0 e-—n%lz—yl o(le—yl|) F(|h])
' o —y
Tenendo presente la (3 6) si ha che:
Iglgf | dn K (2, 2,0) | | Z (2,9,2) | dz <
B (0)—I(z,2|Rh|)
u;(lx—2|+lz—y|) w(|h|)
<uf [m—zFt
R"(x)—I‘(x,2|h|)
o (|h]) > ®(]z—yl)
dz<<
ey Te=yp
Sﬂe-u;m—mww<|w~y|)” ezl o(|h]) a4
o —yl o —z[

.R”(z)—l"(n:,2|hl)
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A
_ LI
+—/ e [z—ap 2| <<
RY (@) —I(z,2|h|)
+oo A
—uilw—ylw(|m—y|) P
<H2%2e ¢ ———;——a)(|h|)S, dt 4
o —y| . t
2|
-+
—uly
—|—w1(|h|)S,.fe 2 dt].
0
Osserviamo che:
4o A 400
—M?t 1 —uit
n dtSlOg-l—};—l—l— e 2 dt.
2| k| 1

In definitiva & possibile determinare una costante H tale che

e — 1
| I, | < He “ 7! ylw[mﬂhl)(logm+Ml)+w,(|ll|)l;

quindi per |k | abbastanza piccolo:

iz o (Jz—y])

3.9) |I,|< He
( ) ‘ 2| |m__y|v

1
o (18 D10 [ 0 (1)
Analogamente

|Ia|—<-f | 4 K (5,2, )] | 2,9, 1)| de <

R (y)

Sﬂf 6-n§(lw—z|+|z_—un(w(|h|)+ w,(|h|)') a)(lz—yl)dzs

le—z * Ja—2z])  [z—y]

B (v)

i . 2
—ugla=yl @ (| h]) o, ([k]) -5 l—vl o(|z2—y|)
SH’G ”4 [ 1 e 2 dz‘
|ﬂv—-.@/|’+lw—yl"'1 [ze—y[

R (v)
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Quindi

o(|k])
x—yl

wi(lhl)
x_ylv—l ¢

A
(3.10) | I,| < He ”4"”'L +

In definitiva, dalle (3.6) (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) segue che per
le—y|>4|h] ’

| 44 Z (@, 9, 7) | = AhK<w,y,z)+Ath(x,z,z)Z(z,y,z)dz <
RY
-—uilz—y|a)('h| w,(]h]) o(le—y])
+0J|(T|x—7/i¢“""" os 7 + G 1)

Essendo i coefficienti della (1.1) funzioni limitate in R’, si ha che
esiste M > 0 tale che o (r) << M per ogni r = 0.

Tenendo presente la P.2) del modulo di continuitd si ha che
per |h| abbastanza piccolo

(3.11) |mzm%Mg
—n—lm—vl F(Ihl) 'hl) “’1(|h|)
= He e—yF T lo—yF! |h|+|w—y|

Utilizzando la (3.11), si ottiene una maggiorazione migliore per
I, che consente di provare la (3.3), procedendo come in [2]: cioe

I,— f (4 K (@,2, 1) Z (2, y, 4) 4o =

RY () —I'(z, 2|k |)

=f (41 K (2,2, 2)) (Z (2, 9,4) — Z (%, y, 1)) dz +

RY (@) =T (z,2|h|)

n f (40 K (@,2, 1)) Z (w,3, 2) dz = T{ + I

RY @)~ (2,2|1|)
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A
EIES B #3" w (h]) + F (k]

z—y/

|I22|gM[wi(|h|)+|h|log|—:l|-+w(|h|)+

+olin] | (DI, (1, @ — 2 lgms ¢

1
21h|<|2—s| < 5 la—v]

| Z (2,9, 4)

Tenendo presente la (2.5), la (2.7) e la proprietd 2 di [2] (pag. 148),
& facile verificare che:

—y%]z-}!l(l)(lﬁ—?[')

2
1= o (18D + o (18] tog 2] P

In definitiva :

'—.“i|¢"1/| 1 1
| I, | < Me ¢ [m‘(|h|)+F(|h|)][|w—yl”+|w+-h—y|” .

Resta cosi completamente provata la proposizione (3.1) e, di con-
seguenza, il teorema (3.1).
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