DEUX COMPLEMENTS
AU THEOREME ERGODIQUE PONCTUEL
A PARAMETRE OONTINTU (¥

par FRANCO CHERSI (4 Trieste) (**)

SOMMARIO. - Si danno due teoremi ergodici puntuali per un processo a parametro
continuo, la cui legge sia invariante rispetto allo shift unitario.

SUMMARY. - This paper contains two pointwise ergodic theorems for a continuous-
parameter process, whose law is invariant under the unit shift.

1. Le théoréme ergodique ponctuel & parametre continu, appli-
qué 3 un processus stochastique, requiert que le processus ait une
modification mesurable et qu’il soit stationnaire (au sens strict)
(voir par ex. Doob, [4] p. 515, et Jacobs, [5] p. 62). Mais on peut
faire des variations sur ce théme. Dans le théorémes 1 et 2 suivants
on suppose que la loi du processus soit invariante seulement par
rapport au « shift » d’ampleur 1 (ou d’amplear > 0 fixée). Dans le
théoréme 1 on ne fait aucune hypothése de mesurabilité sur le
processus, mais le résultat aussi est faible; on suppose d’ailleurs
que les valeurs du processus soient bornées, pour résoudre aisément
des problemes d’intégrabilité et de passage & la limite de 1’intégrale.
Les processus considérés ici sont de forme canonique (on sait que
pour beaucoup de problemes cette hypothese n’est pas restrictive);
les résultats ont une traduction immédiate dans le langage des ap-
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plications conservant la mesure (voir par ex. la discussion classique
de Doob, chap. X, 1 et chap. XI, 1)

Je désire remercier Messieurs L. Daboni et G. Letta pour leurs
conseils, qui m’ont permis d’amélior ce travail en plusieurs points.

2. Considérons un processus de la « premitre forme canonique »,
c’est-d-dire (BT, @ &, Py, (Xi)ker), ou (E,E) est un espace mesura-
11 i

ble, P, une probabilité sur l;espace mesurable produit, et les X,
sont les applications coordonnées de ET dans E. Nous supposons
ici que B soit une partie bornée de IR, €= B (F) sa tribu boré-
lienne, et que 7' soit 1Ry, muni de la mesure de Lebesgue quand
il faut (). Ce processus n’est pas mesurable (pas méme sur ’espace
produit ET>< T complété : Doob, loco cit., p. 69).

THEOREME 1. 8i P, est invariante par rapport au shift d’ampleur
1, alors Vensemble des points b € BT, pour lesquels il existe la limite

t - o0

|t
(1) lim %J{X” (w) ds
0

\

a mesure extérieure Pg* égale & 1

DfM. Soit v: BET— ET le Lhift d’ampleur 1: X;(*w) = Xpq¢ ()
(ke, t€MR4). Si la fonction w est mesurable, pour chaque = €
on a ‘

s n—1 —
—l—fX,(w) s-——Zk fX((o =lZqu(r"w)du=
n n 5

0

1 n—1
=/— 54 X (2 ) du,
L)

parce que 8=1k-4 u avec ue I=[0,1[. Remarquons que les
|

‘moyennes !
N . ni-1

8, (00, %) = % S X (o) (el)

sont définies pour tout w € ET.
|

i
() Si E est compacte, la tribu' produit ® € est 1a tribu de Baire du pro-
| T
duit topologique ET (Meyer, [6] p. 44).
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A ce point il nous faut trois lemmes.

LEMME 1. 8i on pose B=1}w: la suite S, converge pour tout
u€ll, on a P*(B)=1.

DiEM. u€ I étant fixé, soit B, =}w: 8, (w, ) converge}: alors
B = nI B,; B n’est pas vide, parce qu’il contient au moins les
ue

applications constantes. Pour tout €I X, est mesurable, bornée,

done intégrable, et les fonctions S, (-,u) sont mesurables: alors

B, €@, et Py(B,) =1 d’apres le théoréme ergodique de Birkhoff.
T

L’ensemble B, est un cylindre ayant sa base dans B ®, o Ty=

=3u, v+ 1,...,u4n,..}; la famille } Ty, {, 7 est une partition de

T = 1R4; la base de B, appartient & & € (Neveu, [7] p. 76). Pour
Tu

tout u € I identifions E™ & E® = F (si « est une fonction définie
sur T, appelons «, la suite «,(n) =a (x4 n)); avec la topologie
produit, F est un espace métrisable; munissons F de la tribu bo-
rélienne B (F) =§€ (Meyer, p. 43). Définissons une application

bijective et « bi-mesurable »
PD: (BT, QC)— (FT, Q B(F)
T I

de la maniére suivante :

D=, 0 D,
ou :

&, B — I]IET“, Dy (0) = (@ |z, )ucz; Dyt IIIET“—ME")I
Uue uE

L

applique (w |Tu),“1 en = (wu)uer. On voit facilement (Neveu, p.
75) que @ conserve les tribus produit (P est aussi un homéomor-
phisme par rapport aux topologies produit, donc elle conserve de
méme les tribus boréliennes). I’ensemble @ (B) = D est un « tuyau »
dans FI, c’est-a-dire un produit IT D,, avec D, € B (F). En effet,

uel
P (B) =uDI @ (B,), parce que & est injective; comme B, est un

cylindre mesurable de BT avec base dans E" v, &(B,) est un cy-
lindre mesurable de FI avec base dans le facteur d’indice u, et

(?) en bref, « T, -oylindre ».
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cette base appartient & P (F). Soit P= ® (P,) la mesure image
sur @ B (F); alors on a aussi (P)* = D (Ps*), griace au fait que @
< ‘

est un isomorphisme d’espaces mesurables. Si § est un sous-ensem-
ble de I, appelons Cg(D) le plus petit § cylindre de FI qui contient
D; en particulier, @(B,) = 0, (D) (}). Nous savons que P (0, (D))= 1
pour tout we€I (parce que P,(B,) = 1); d’autre part il existe §
dénombrable tel que ?*(D):T’(CS(D)) (voir par ex. Chefsi, [3]
Lemma 3). Or Og(D) = ufEIS C, (D) (loco cit., (6)), d’ott ﬁ(G’,g(D)): 1

et P*(D)=1. 1l en suit que P¢* (B) = 1.

LEMME 2. Soit M Uensemble des applications boréliennes de R+
dans B. L’image @ (M)= L ¢st alors Vensemble des applications bo-
réliennes de I dans F.

DiM. Soient mFEET et = ® (w). Supposons d’abord  boré-
-1

lienne et prouvons que, pour tout O€ P (F), Z')(C)E%’(I). Comme
B (F)=Q &, il suffit de le prouver pour tout ¢ de la forme ¢ =
n

=H < E®N?t, ot Heé, pefP (la classe de ces ensembles engen-
dre la tribu produit). Or

-1

0(0)=4u€l:wueC,=4uel: w+p)eH,

qui est un borélien parce que Papplication ¢ — w (t + p) est boré-

lienne elle aussi. Inversement, supposons o : I —s E® borélienne ;
-
prouvons que, pour 4 €€, w(A) est un borélien dans IR, . Chaque

t€Ry est éerit k4 u, avec' k€I et u €I, d’une seule manidre;

w(t)€ A si et seulement si c~u(‘u) appartient au rectangle C dont le
k-itme coOté est A et tous les autres sont égaux & E. Si on pose
-1
u=m(t)=t—[t], on a que w()€A équivaut i m(t)Ez)(C’); comme
—1
-1 -1
m: Ry — I est une application borélienne, w(A4) = m w (0) est

borélien.

(3) Nous écrivons ici w au lieu de fuf.
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LEMME 3. Soient I un intervalle réel muni de sa tribu borélienne,
(F, F) un espace mesurable, L Vensemble des applications mesurables
de I dans F. Si H est un tuyau dans FI tel gue HN L ne soit pas
vide et si S est un partie dénombrable de I, chaque S-cylindre de FZ
contenant H N L contient H aussi.

DfM. Soit 3 un S-cylindre contenant H N L; soit feH. 1l
existe g€ HN L; posons

_ f@) si tes
g(@)=
g(t) si t¢s.

Comme g coincide avec g sauf sur un ensemble dénombrable de
points de I et g est mesurable, g aussi appartient & L ; en outre
g € H, parce que f et g lui appartiennent. Donc geHN L€ 3; comme
f|s=57|s et 3 est un S cylindre, g €3 implique f€ 3.

DEM. DU THEOREME 1 (suite). Avec les notations des lemmes

1 et 2, considérons @ (BN M)=D (BN DP(M)=DnL; D est un

tuyau dans FI et DN L n’est pas vide: en effet BN M contient

au moins les applications constantes de 7 dans Z. Des lemmes 1,

3 et du fait que chaque élément de @ B (F) est un S-cylindre
I

avec S dénombrable, il suit alors que P*(DnIL)= P*D)=1,
donc P* (BN M)=1. Pour chaque wé€M et ¢t >0 on a

t n t
1 1
TJ&@@=%7ILM@+%ijm
0 0 n

ot n=[t]. Mais

n 1
%fX,(w)dt:fSn(a),u)du;
0 0

si b > 0 est une borne pour ’ensemble E, on a |8, (w,u)|<<b pour
tous les n, w, u. Pour chaque w € BN M il existe alors la limite

n 1 1
1
limij, (w) ds =lime,,(w, u) du =f1im Sy (w, u) du ;
n n n f
0 0 0 .
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enfin,

b
=
t

t — oo

t
1
lim -’tl_—;l et !—t—]X,(w)ds

qui tend vers 0.
(Cela n’exclut pas que la limite (1) existe pour des autres w,
n’appartenant pas & B).

COROLLAIRE 1. Pour chaque processus a valeurs réelles bornées,
strictement stationnaire par rapport a la translation unitaire, il existe
un processus équivalent (au sens de Meyer, p. 80) dans lequel la
limite (1) existe pour tout ().

En effet, il suffit de construire d’abord le premier processus
canonique associé (Meyer, loco cit.): celui-ci vérifie les hypotheses
du théordme 1; puis de prendre comme espace probabilisé 1’ensemble
BN M, muni de la tribu trace de @C et de la mesure induite par

P, (Bauer, [1] p. 293, Satz 63.2).

REMARQUE. Le résultat du théoréme 1 est «faible», dans le
sens que Dégalité Py* (BN M)=1 dérive essentiellement de la pau-
vreté de la tribu produit (lemmes 1 et 3). Une question ouverte
est la suivante: supposons F compact: dans ce cas, @ B (H) est

: T

la tribu de Baire de ET; qu’est-ce qu’il arrive si on prend le pro-
longement borélien régulier de P,?

3. Considérons maintenant un processus (£, F P, (X)er), ol
£ est un sous-ensemble de MR7, tandis que 7, X, sont comme dans
le numéro précédent; on a la mesure de Lebesgue sur I et la me-
sure produit sur Q < I.

THEOREME 2. Si le processus est mesurable (°), intégrable sur
Q< 1I, et si P est invariante par rapport au shift T dampleur 1,
alors la limite (1) existe P-presque stéirement.

t
1
(%) Rappel. Si fe L (IR +) lim r / f(s8) ds n’existe pas nécessairement.
t—- o0
0

() Cela est vrai si, par exemple, 2 est I’ensemble des applications 7~ R
continues & droite (ou & gauche) ([6], p. 101). Il suffirait de faire ces hypothases
par rapport & £ >< I complété. D’ailleurs, pour chaque processis mesurable il
existe un processus équivalent, dé forme canonique, mesurable (voir N. Pintacuda,
[8] Teor. 4).
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DiM. Llapplication a,: @ < I — Q > I définie par a,(w, %) =
= (1" w, %) (n €{N)) conserve la mesure produit (), et l’application
X: (o, u)— X, (w) est intégrable par hypothese; il en suit que
Xoay, i e (0,u)— X, (7" ), est intégrable sur £ < I, pour tout
n€fD. Alors sur un ensemble Q' c ©Q de mesure 1 il existe toutes
les intégrales

1 nt1
5,.(w)=fXﬂz”w)du:sz(w)ds n=>0;
0 n

les &, sont des fonctions < mesurables et intégrables. De plus, le
processus (&,).cp €st stationnaire au ‘sens strict : en effet, &, (w) =
= &, (1" ) par définition. Sur £ sont définies toutes les moyennes

n—1

1 3 1
7[Xs(m)d8=7 fkfk(w);
0

cette suite converge P — p. 8. lorsque n tend a linfini, d’aprés le
théoreme ergodique. A ce point il suffit d’appliquer une technique
traditionnelle (Doob, p. 516-517) pour conclure que la limite (1)
existe et est égale a

n
1 1 =1
lim—fXg(a)) ds = lim — %y & (w), P — p.s.
n N no o
0

n

Appelons @ la sous-tribu de & engendrée par les &, et P, la
restriction de P a C.

COROLLAIRE 2. Si en outre le shift d’ampleur 1 est ergodique
(au moins par rapport a (C, P,)), on a p. s..

t

1
(2) lim 17 X, (w) ds =f E (Xy) du (7).
0

t— oo

() Il suffit de le vérifier pour les réunions finies de rectangles disjoints
(voir par ex. [2], Theorem 1.1).

") E(X)= f X, dP.
[
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DiM. Dans cette hypothése, on sait que

n—1

lim > "5, & (@)= € (&) p.s.;
n N o

1 1
(&) = [([Xu () du> dP = [(qu (w)dP) du.
Q 0 o2

or
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