UN TEOREMA COSTRUTTIVO DI PUNTO FISSO
NEGLI SPAZI DI BANACH (¥

di Uco BARBUTI (a Modena) e SERGIO GUERRA (a Trieste) (**)

SOMMARIO. - Si prova una notevole estensione di un recente teorema dovuto a
W. A. Kirk.

SUMMARY. - Here it is proved a remarkable extension of a recent theorem due
to W. A. Kirk.

Sia X uno spazio di Banach, ¥ un suo sottoinsieme convesso
e T una contrazione su Y :

[ Tr — Ty|| <[l —y|, ¥ =yeT.

In generale, fissato x €Y, la traiettoria di origine w:}T,'{y, non
converge e, pertanto, quando l’insieme : F(7'), dei punti fissi della
T riesce non vuoto, al fine della costruzione effettiva di uno al-
meno di tali punti, si fa ricorso ad altre tecniche d’approssimazione.
Fra queste, quella maggiormente in uso consiste nel considerare
la trasformazione i

Ui=MH+1—=1T, 0<i<1(),

che & equivalente alla T e di indagare sotto quali circostanze la
traiettoria } U;' a{y converge, per ogni # € ¥, ad un punto fisso della 7.

(*) Pervenuto in Redazione il 2 marzo 1972

Lavoro eseguito col contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazio-
nale per I'Analisi Funzionale e le sue Applicazioni.

(**) Indirizzi degli Autori: Uco BArBUTI, Istituto Matematico « G. Vitalis» —
Universitd — Corso Canalgrande 45 — 41100 Modena; SERGIO GUERRA, Istituto
di Matematica dell’Universitd — Piazzale Europa 1 — 84100 Trieste.

(*) Considerata per la prima volta da Mann [1].
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Il primo risultato in proposito fu conseguito da Krasnoselskii
[2], che dimostrd la convergenza, relativamente al caso particolare

1 . . . .
A= 5 nell’ipotesi che X sia uniformemente convesso, ¥ chiuso e

T a codominio compatto.

Schaefer [3] mostrd poi come tale risultato sussista per ogni
1:0<<A<1.

Ferme restando le altre ipotesi, Edelstein [4] consegui la stessa
tesi di Krasnoselskii supponendo X strettamente, anziché unifor-
memente convesso.

Nelle medesime ipotesi del teorema di Edelstein, Diaz e Met-
calf [5] stabilirono in seguito 1’analogo del teorema di Schaefer.

I1 teorema di Diaz e Metcalf & stato ultimamente esteso da
Barbuti e Guerra [8] al caso in cui la 7 sia una contrazione ge-
neralizzata, cio¢ tale che

| Tz — Ty|| <ol —yl|+ Bl To—=| 4[| Ty—y|], Vao,vEY,
€=0, f=0, at 28<1,

continua, di Y in sé.
Recentemente Kirk [9] ha preso in considerazione la trasfor-
mazione
S=2IT+ 4T+ T*+ ...+ 4 T*,
1

k
L=0,4, >0, 2; =1,
| =
con T contrazione su Y. Tale Autore, appoggiandosi a noti risul-
tati di Browder e Petryshyn [10](?), dimostra la convergenza della
traiettoria $S"x{y ad un punto fisso della T, per ogni €Y, nella
ipotesi che X sia uniformemente convesso (3).
Scopo di questa nota ® quello di mostrare come il risultato
consgeguito da Kirk sia suscettibile di una doppia generalizzazione,
possa cioeé generalizzarsi al caso in cui X sia uno spazio di Banach

(®) Cfr. teoremi 5 e 6. i

(3) Cfr. [9], corollario del fseorema 2. Ci interessa qui far notare come la
tesi di Kirk riesca del tutto ovvia (in virth dei teoremi 1 e 2) non appena si
tenga presente, in [6], ii teorema 2, (S & infatti una contrazione su Y) e, in
[7], 1a proposizione 6 (per m = 1).
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strettamente convesso(?) e T una contrazione generalizzata, con-
tinua, di Y in se.

1. Dimostriamo, preliminarmente, il seguente :

LeEMMA. Se T é una- contrazione generalizzata su Y ed S la
trasformazione definita in (1), allora

Su=u<=—>Tu=u.

(%) Gli spézi di Banach uniformemente convessi costituiscono una sottoca-
tegoria degli spazi di Banach strettamente convessi.

Per completezza d’esposizione ne diamo qui la prova.

Sia, infatti, X uniformemente convesso; x,yeX, 2=y o ||z||=|y||= 1.
Posto, \fn€N,x, =u,y, =y, riesce lli{m le, + v, ll=llzt+y=| 2] +]|y]|=2

e non pud accadere che sia || x + y || =2, altrimenti, per le ipotesi, risulterebbe
lim ||@, — 3, ||=||z—y||=0, onde I'assurdo =1y. E dunque, intanto, ||« +
n

+ y|| €2, ovvero

*) 2y

2

| <

.

Consideriamo ora il pﬁnto A4+ (1—24)y,0<41<1 o quindi il numero
(non negativo)
S =iz + A —)y]]
. L
Per 0 <A< %, poniamo 4 = 3 #
in virtd della (*),

; risulta 0==u <1 e, conseguentemente,

1—up 1 —p 1+p x 4
f(1)=f( 3 )=” ) r 3 -?I”=“(1—,u).-—2——y+,uy“5

‘ x4
S(l—#)-H——g—iH+#-|lyll<1—u+ﬂ=1-

1 1
Peri-s A< 1, poniamo invece 4 = ——g——”; risulta ancora 0=<<u < 1 e, conse-

guentemente, sempre in virtu della (*),

14 p 14+ u 1 —-pu v x4y
(D) = = L 4 . — - — _' v
J (A f( 3 ) ” ot — y” lyz-}(l B H<1.

Per ogni 4:0< 4 < 1 riesce allora f(4) <1 ed X risulta, pertanto, strettamente
convesso,
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Poiché, com’® ovvio, Twu = uw=—>8u = u, basterd dimostrare l'im-
plicazione opposta. :
Sia u (€ Y): Su = u. Consideriamo, su Y, i punti

w=Tu, Tu, T?u,.., T*u
e quindi i numeri
| T?u — T9ul|, p,q=0,1,...,k

Poniamo
6= max || T?u — T9ul|

e supponiamo, per assurdo, che sia J > 0. Pud darsi che é sia as-
sunto per vari valori di » e q; noi supporremo, com’¢ lecito, che
p sia il minimo intero positivo per il quale riesca
(2) 8 =| T?u — T7u|
e che sia p > q. |

Osserviamo subito che, per un tale p, & necessariamente ¢ = 0.
Infatti: se p=1, & ovviamente ¢q=0; se p > 1 e ¢ > 0, riesce
d=||Tru — T || < a|| TP=tu— To-l ||+ A[|| TPu — T*=u |+

177w — T[] < ad + (8 + 8) = (2 + 26) 8= &,

onde Passurdo 6 < 4.
Poiché » = Su, sussiste uguaglianza

Edi s
u=£11--}.o ’IL(),

dalla quale, posto
1;' k Mi

1_1():1“‘1'7 v=i£21_,"‘1

Téu(9),

segue la
w=p, Tu—+(1—p)o

&) B Ay < 1, per essere, come supposto in (1), 4, > O.
(°) Se riuscisse u, =1, sarebbe A,=0,\fi=2; la trasformazione § si ri-
durrebbe allora alia 4y I 4 4, T e il lemma risulterebbe del tutto ovvio.
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e, eSSendo, per quanto supposto in (1) nei riguardi dei numeri

Ais 2 mi=1, p; =0, onde 2 =1, risulta v€ Y. Posto

i=1 i=2 1 — My
Y .
A — '
per essere ‘
k o
| TPu—v”:“Z v (T?Pu — T u)
=2

< Zv,||_’l'1’u-——T‘u||<62 v, =29,

i=2
risulta, allora,

o= Tru—u| =T7u— py Tu— (L — ) o] < p, || T7u — Tu|| +

1 — ) ITPe— 0| < 8 () + (1 — py) =5

onde P’assurdo 8 < 4.
B, pertanto, 6 = 0 e ciod u = Tu, come volevasi dimostrare.

2. Siamo ora in grado di dimostrare il seguente :

TEOREMA. Sia Y un sottcinsieme convesso e chiuso di uno spazio
di Banach strettamente convesso e sia T una contrazione generalizzata,
definita e continua su Y, a codominio compatto. In queste ipotesi,
la traiettoria 38mxly, generata dalla trasformazione (1), converge,
per ogni x€ Y, ad un punto fisso della T.

La trasformazione S & definita su Y ed ha codominio su ¥,
essendo Y convesso; inoltre, per il lemma, i due insiemi F(S) ed
F(T) coincidono. L’insieme F (T) (e quindi F(S)) non & vuoto per
un teorema di Schauder [11], per essere Y convesso e chiuso e 7'(Y)
compatto ; di pil, per ogni # € ¥, Pinvolucro convesso chiuso conte-
nente 7 (Y)uy jx! risulta compatto per un teorema di Mazur [12],
onde la traiettoria }S™w{,. (i cui punti appartengono al detto in-
volucro) & compatta, ciot la trasformazione § & sequenmalmente
compatta su Y.

(") 8i ricordi che, per quanto prima osservato, & || 7% u — Tu || < 4.
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Poiché T &, su Y, una contrazione generalizzata, per ogni u € F (T),
ogni €Y ed ogni p€ N, riesce

(3) [T72 —ul|<|o—u|®
Si ponga ora
Z=—— [ (Tx — )+ ... + & (T*z — u)].
1—1,

Se x¢ F(T), per il lemma, ¢ 23=a — u e, in virta della (3),
risulta

@ el = o e =l e | T — ] <

1
=i—7 i+t W)r—u|=|z—ul
N

Si ha poi che
(5) ]|Sx—u||=HS:c—Su”:”lo(x—u)-{—...+lk(T"a:—u)”=

=4 (@ —u) + (1—2g)z|| =||& —u]|-||2

e T B un|

Sia x ¢ F(T). Se nella (4) vale %la disuguaglianza, dalla (5) segue
| #— ]

I8 =l e = ol s =g o = 20l <

u ||
<|le—ul(g+1—1)=|&—ul

—u 2
& —ulf[lz —w]]
distinti e di norma unitaria ed X strettamente convesso, riesce

Se nella (4) vale ’'uguaglianza, eSsendo i due vettori

xr—u
+ (1 —1p- | <1
o=l II"v ufl
(8) E, infatti,
172 —ul|=||Te —Tu[|Sallo—ul + ALl Te—s || + || Tu —u|] =

=alle—u|+ B8 T5 - al|Salle—ull + B To—u| + [z —ull],
a+}3

onde

7o —u) <

Ar—uwfl=|lz—ul

Da questa segue poi subito la (3).
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e dunque, per ogni € F(T) ed ogni »¢ F (T), risulta
| 82 — || <[z —ul
La tesi segue allora in virth di un teorema di Diaz e Metcalf (°).

3. OSSERVAZIONE. Se T & una contrazione, allora, come gia
abbiamo avuto modo di osservare (cfr. mota (3) a pie di pg.), la
trasformazione S (di Kirk) & ancora una contrazione. Ma, se 7 &
una contrazione generalizzata, la trasformazione S pud non esserlo.
A conferma di quanto asserito, produciamo l’esempio seguente.

Sia X la retta euclidea, ¥ =1[0,1] e T la trasformazione (di
Y in sé) cosi definita :

\ 0 y perogmg—?—
—'3(743—5) 5 '
, perTgwg].

T & continua e non contrattiva ; riesce infatti

5 2 . . .
1 — —|=—. T & una contrazione generalizzata; come subito

> 7 7

si controlla, si ha, precisamente :

51 3
T1—T7|=7>

1 2 ‘
|Tm-Ty|g?;x—y|+-5—[|Tx—wH—ITy—-yI], M or,yeY.

Si consideri ora la trasformazione §, con K = 1, 4,= %, A =-g"

5 4
=TI+ 5T

() Cfr. [5], teorema 3. Questo teorema & stato ritrovato, sotto ipotesi an po’
meno restrittive da Barbuti e Guerra cfr. [6], teorema 3, pg. 75). Ne riportiamo
il testo per comodita di lettura:

«Sia (X,8) uno spazio metrico e T una trasformazione di X in s con-
tinua e sequenzialmente compatta su X. F(T) sia, inoltre, non vuoto. Se, per
ogni u€ F(T) ed ogni x€X — F(T), riesce & (Tx,u) < 8 (x, u), allora la traiet-
toria {T" x|y converge per ogni z€ X ».
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Riesce

ISI—-S5’—22

7|7 637"

] [ ES PR L L

e, dunque, per ogni coppia di numeri reali ¢ e f tali che o =0,
B=0 e a4 28<1, risulta

'SI—S%I >a

1-—%’4—,6[[&—1]—1—,8—?——%”.
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