STRUTTURA QUASI-NORMALRE
E TEOREMI DI PUNTO UNITO (¥)

di Paoro SoARDI (a Milano) (**)

SOMMARIO. - In questa Nota viene introdotto e illustrato il concetto di «struttura
quasi-normale » in uno spazio vettoriale normato X. Mediante questa no-
zione, che generalizza quella di struftura normale, dimostriamo alcuni
teoremi di punto unito per una classe di mappe T che applicano in sé un
sottoinsieme convesso e debolmente compatto di X. Infine costruiamo un
procedimento di tipo iterativo che, in spazi uniformemente convessi, con-
verge al punto unito della mappa T.

SUMMARY. - In this paper the notion of «quasi-normal structure» in a linear
normed space X is infroduced. With the aid of this notion (which genera-
lizes that of normal structure) we prove some fixed point theorems for a
class of self-mappings T of a convex weakly compact subset of X. Therefore
we construct an iterative procedure approximating, in uniformly convex
spaces, the fixed point of T.

1. Consideriamo un sottoinsieme X chiuso e convesso di uno
spazio vettoriale normato e un’applicazione 7': K — K tale che

| T(@)— T (y)

1
=5 le—T@|+ly—T® Voyek
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In una precedente Nota, rispondendo a un quesito di S. RercH (1),
abbiamo dimostrato che per una tale applicazione vale un teorema
del tipo di BROWDER - KIRK (3) e cioe che, se K & debolmente
compatto e a struttura normale (quindi, in particolare, se lo spazio
ambiente X & uno spazio di Banach uniformemente convesso) esiste
in K un punto unito di 7 e uno solo.

In questa Nota, dopo avere introdotto e illustrato una nozione
di «struttura quasi-normale », generalizziamo il teorema precedente
al caso in cui K sia debolmente compatto e a struttura quasi-normale.

Questa estensione ci sembra interessante perché ogni sottoin-
sieme chiuso e convesso di uno spazio di Banach separabile & a
struttura quasi-nermale: il teorema risulta quindi valido anche per
sottoinsiemi convessi e debolmente compatti di L!.

Da questo teorema si deduce anche lesistenza di un punto
unito se X & completo, K ¢ debolmente compatto e convesso e T
& continua.

Indichiamo inoltre un procedimento iterativo per ottenere il
punto unito, qualora X sia uniformemente convesso.

2. Siano, qui e nel seguito, X uno spazio vettoriale normato,
K un suo sottoinsieme non vuoto, chiuso e convesso e '

5(4)= Sup e —y| VACX
z,ye A
Diremo che K & «a struttura quasi-normale » qualora sia soddi-
sfatta la condizione seguente :
«in ogni sottoinsieme chiuso, convesso e limitato H C K, conte-
nente almeno due punti, esiste un punto x tale che:

lle—y || <o(H) My € H ».

Hanno struttura quasi-normale ad esempio :

a) gli insiemi chiusi e convessi a struttura normale ;

b) i sottoinsiemi chiusi e convessi di uno spazio strettamente
convesso (%) ;

¢) i sottoinsiemi chiusi e convessi di uno spazio di Banach
separabile. Vale infatti il seguente

(!) Vedasi [8] pp. 10-11 e [9] Teorema III.
() Vedasi [7], [3] Teorema 1, [1] Teorema 3, [5] p. 256.
(®) Omettiamo la facile verifica.
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LeEMMA I. Ogni sottoinsieme K chiuso, convesso, separabile di
uno spazio di Banach é a struttura quasi-normale 4.
Infatti, sia H € K chiuso, convesso, limitato e contenente

due punti u,v tali che:
(2.1) |u—v| =6(H)
Sia A Du,v{ un sottoingieme di H massimale per il quale

valga (2.1) per ogni sua coppia di punti. A & separabile e quindi
al pitt numerabile; sia A = }wnlr=1 .

*° 1
Poniamo y= 2 o Pn allora y € H. Proviamo che:
n=1
(2.2) Ny —x|| <o) Mz €H.

Infatti, se fosse ||y — % |

= 6 (H) per qualche z€ H, si avrebbe

SUH) = 5 ~|lan—2||<6(H);

‘—”=1 211,
quindi ||@, — 2||=08(H) ¥ n, e questo & assurdo perché A &
massimale.
Dalla validita di (2.2) segue che K ha struttura quasi-normale.

In spazi di Banach non separabili esistono insiemi chiusi e
convessi (anzi, in piu, debolmente compatti) che non hanno strvt-
tura quasi-normale, come mostra il seguente esempio (5).

Sia. X uno spazio di Hilbert non separabile; {«,} ., un sistema ortonor-

A
male massimale; {x («)], . 4 1 coefficienti di Fourier del generico punto x di X e

[[z||x la sua norma. Sia Y lo spazio isomorfo a X la cui norma & definita da

1 A
— !_ [ »
l|@ ||lp=Max |=||=]|x, fgglw(a)l}
e sia

K={zeY|||a]g=<142@=0 \ac4d]

(4) La dimostragione segue, con opportune modifiche, il procedimento adot-
tato in [4], Lemma I, p. 1139.

(5) L’esempio & costruito, a partire da uno spazio di Hilbert non separabile,
con la stessa tecnica usata in [2], p. 439.
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Essendo: u, € K \fa, | u, —ug ly=13ta == e inoltre x,y e K => le—y|<=1,
risulta §(K)=1. Sia x un qualunque punto di K; esistono infiniti o€ 4
per i quali g(a)'='01;e quindi lj& —u, |[|y=1. Ne segue che K, pur essendo

convesso e debo]meﬁté' compatto (perché Y & riflessivo), non ha struttnra quasi-
normale,

Osserviamo infine che un insieme a struttura quasi-normale
non ha necessariamente struttura normale ; esistono infatti in spazi
separabili e riflessivi insiemi convessi e debolmente compatti (e
quindi a struttura quasi-normale per il Lemma I) che non hanno
struttura normale (6).

3. Consideriamo, qui e nel seguito, applicazioni T:K — K
soddisfacenti la condizione (7):

(4) 1T —Twll< —.f;(IlT(w)—wll +1TW—yll) e yek.

Sia d > 0 arbitrario. Poniamo

(3.1) Ad)y=3ceK | ||e—T(»)| <dl,

(3.2) B(d)=coT (A (d)) () VA (d) == (.

Vale il seguente

/

() Vedasi [2] p. 439; cfr. anche [6].
(") La (4) & manifestamente equivalente a

17@—T@lSellz—T@ [ +8ly—Tw]  yayek
con a, =0, « + =1 ed & meno restrittiva della condizione
[T @) —TW)||[<eals—T ()] VayeK con 0<a<1,
Ii anche evidente che
7" @) — 7™ @) || < || T (@) — 7™ (@) || MEEKANY >0,
La (A) non implica la continuitd di 7, né che T sia non espansiva. Vedasi a
questo proposito [9] p. 842, nota (%).

(8) Per ogni 4 € X denotiamo, qui e nel seguito, con 4 la sua chinsura e

con co 4 la sua chiusura convessa.
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LeEMMA I1. Se A (4)== (), allora
B(d) c A (d).

Infatti, se x€ B(d), comunque si scelga ¢ >0, & possibile deter-
minare un numero finito di punti di K:2,,,,..,%, e di numeri

n
non negativi 1,,4,,..,4, in modo tale che risulti 3 ;=1 e

i=]

m;ZliT(xi)

i=]

<< ¢&. Ricordando la condizione (A) si ottiene

loe—T@| =2 —3 4 T@)+ 3 24(T (@) — T (x))
=1 i=1

1 7,

<ot g Shlla— Tl + 5 le— T
1 1

§6+—2—d+7”w"1’(w)”

da cui, per Varbitrarieta di ¢, si ricava ||# — T ()||<<d e quindj
a (3.2).

Dal Lemma IT si ricava facilmente il

TEOREMA 1. Siano: X uno spazio vettoriale norvmato; K X
convesso e debolmente compatto ; T : K — K soddisfacente la con-
dizione (A). Allora esiste almeno un punto di K in cui ||o — T () ||
assume il valore minimo.

Poniamo :

= Inf || — T (x)]|.
ze K

Per dimostrare il Teorema I occorre provare che A (d*) 5= (4. Con-
sideriamo allora una successione di numeri reali }d,! i a*. Essendo
per ogni n 4 (d,) 2 A (d,1,), ¢ anche B (d,) 2 B (d,4,). Per la com-
pattezza debole di K, N B (d,) 5= (J. Sia « un punto di tale

insieme. Per il Lemma IT, & necessariamente |z — T (z)| = d* e
quindi A4 (d*) &= (7.

Supponiamo ora che K (o 7) soddisfino (oltre che alle condi-
zioni richieste per la validita del Teorema I) ulteriori condizioni
che escludano la possibilitd di un minimo positivo per ||x — T'(x)||
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in K; allora dal Teorema I si ricavano teoremi di esistenza (e uni-
cita, in forza di (4)) di un punto unito per 7.
Valgono, ad esempio, i teoremi seguenti.

TrorEMA IL. (%) Sia K un sottoinsieme convesso, debolmente
compatto e a struttura quasi-novimale di uno spazio vettoriale mormato
X. Ogni applicazione T: K — K soddisfacente la condizione (A) ha
in K uno e un solo punto unito.

Infatti da (A) e da (3.2) segue 6 (B (d*)) << d*. Inoltre, sempre
da (3.2) e dal Lemma II segue

(3.3) T(B (@) & B(d) W d = d*

e percio & anche & (B(d*)=d* Quindi & (B (d*)= d* il che &
assurdo se d* > 0, perché B (d*) ha struttura quasi normale.

CoROLLARIO 1. Stano : X uno spazio vettoriale normato riflessivo ;
K € X chiuso, convesso a struttura quasi-normale; T: K — K soddi-
sfacente la condizione (A). Allora esiste in K uno e un solo punto
unito di T. ,

Infatti se d > d*, linsieme B(d) soddisfa le condizioni del
Teorema II.

Piu in particolare vale il

CoroLLARIO II.(19) Siano : X uno spazio di Banach wuniforme-
mente convesso, K € X chiuso ¢ convesso; T: K — K soddisfacente
la condizione (A). Allora esiste in K wuno e-un solo punto unito di T.

TrorEMA III. Siano: X wuno spazio di Banach; I € X convesso
e debolmente compatto; T: K — IL continua e soddisfacente la con-
dizione (A). Allora esiste in I{ uno ¢ un solo punto unito di T.

Infatti, sia # un punto di K, C, la chiusura convessa dell’or-

bita di @, @ Cp=co T(Cn—) ‘*n > 1. Poniamo

E,=U 0 C,.
h=0 n=h

K, & non vuoto, chiuso, convesso (percio debolmente compatto) e
separabile (11) (quindi, per il Lemma I, a struttura quasi normale).

(°) Questo Teorema contiene il Teorema II di [9].

(1% Questo corollario generalizza il Teorema III di [9].

(1) Infatti, essendo C, separabile, per la continuith di T ogni C, & sepa-
bile.
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Inoltre, essendo T continua, 7 (K,) € K, . Dal Teorema II applicato
a f{, segue D’asserto.

Osserviamo infine che, se T soddisfa (A) ed & inoltre sequen-
zialmente contrattiva (!?), dal Teorema T segue immediatamente che
T ha in K uno e un solo punto unito.

4. Supponiamo soddisfatte le ipotesi del Teorema II. La suc-
cessione delle iterate di un qualsiasi punto di K non converge, in
generale, al punto unito di 7 in K, anche se T & continua (13).

Riteniamo quindi opportuno segnalare qui un procedimento
iterativo che, almeno quando X & uniformemente convesso, consente
di determinare il punto unito di 7.

TEOREMa IV. Siano soddisfatte le ipotesi del Corollario IT
e sia x, un punto qualunque di K. Posto

1
Xy = ? (T (mﬂ— 1) + T2 (xn—l)) V n > 09

la successione Yx,t converge al punto wunito a* di T in K. Risulta
inoltre

1
(4.1) || &* — @piy ||£?]|m,,—T(xn)|| Moa >0,
Poniamo, per semplicita di scrittura,
| o0 — T (@) || = an, || T'(@n) — T2 (n) || = b,

Sll}’) “ Y — Tppq H = Cy .
Z’/EB(an)

Da (A) segue

1 . 1
l| 2% — T () || é?a’na [| 2% — T% () || éa‘ n

e quindi la (4.1). Inoltre x,,€B(a,) e 3"‘71%\1(“'2 0.
Se a= 0 da (4.1) segue la tesi.

(42) Cioé:
lim || 77 (@) — 1" @) || < || 2 — T () || M=k T ().
n —+oo
(13) Sia infatti X =R, K=[—1,1], T(x)= — «: la successione {I™ (x)|

non converge per alcun x == 0.
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Sia @ > 0. Dalla definizione di B(d) e da (A) segue imme-
diatamente che 6(B(d))<<d. Ma allora per ogni n risulta a,=c,>da,11
e da & > 0 segue ¢, = a, (1 + o(1)) per n— 4 co. Esiste
quindi una successione }y,{n—o con y,4; € B (a,) tale che per n— --co
risulta

‘ Yng1 — Tniq ‘ — Ynty1 — T () + Ynt1 — T? () 1
ay [ Zay 2an
Essegdo inoltre
Yng1 — T('T'L) yn-[-] —T* (mn>

<1

(<].

ap |

i Un

per l'uniforme convessitd di X deve essere

” T(xn) — 1 (xn) ” = bn — 0.

Ma allora _QOB (b)) = $a* e T?(x,) — a*. Poiché risulta anche

1 ;
[| Zp41 — T2 (@) || = - by s segue x, — x*.
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