GRUPPI LOCALMENTE FINITI DOTATI
DI »-OMOMORFISMI DUALI COMPLETI (*)

di GIOVANNI ZAOHER (a Padova) (*¥)

SOMMARIO. - Si deferminano i gruppi localmente finiti che ammettono un
r-omomorfismo duale completo.

SUMMARY. - A characterization is given of the locally finite groups with a
complete dual- lattice homomorphism.

Un gruppo @G dicesi dotato di un r-omomorfismo duale (completo), se
esiste un gruppo G ed un omomorfismo duale (completo) ¢ del reticolo
L(G) di tutti i sottogruppi di & in quello L (G) di (3, vale a dire una
applicazione tale che q)(X\E/?X): X/: cho(X), o XIE\C]X) = X\elcj-(p (X)
per un qualunque sottoinsieme non vuoto < finito (anche non finito)
di L(G).

Lo scopo della presente Nota & la caratterizzazione dei gruppi
localmente finiti dotati di un r-omomorfismo duale completo.

Le notazioni usate sono quelle usuali in teoria dei gruppi; in
particolare H << G : sottogruppo di G, H < G : sottogruppo normale
di G,<a): gruppo ciclico generato da a. Se ¢ & una applicazione

di L(G) su L(G), per H< @, poniamo H*= V X, H .= A _X-

X397 XeF
con F={X|X<Ge oX)=9p(H)}; (1}* & detto il nucleo infe-
riore, @, il nucleo superiore di ¢.

(*) Pervenuto in Redazione il 9 febbraio 1972.

Lavoro eseguito nell’ambito delle attivitd dei Contratti di Ricerca matema-
tica del C.N.R.

(**) Indirizzo dell’Autore: Istituto di Algebra e Geometria dell’Universitd
— Via Belzoni 38 — 35100 Padova.
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Prop. 1. Se ¢ ¢ un r-omomorfismo duale completo del gruppo
G su G, con G ==(1), allora G ¢ G sono periodici.

Dim. Sia G non periodico; allora il nucleo inferiore {1}* di ¢
coincide con il sottogruppo identico {1} di G (ch. III th. 5 in [2]),
per cui ¢ (X)=E G per ogni sottogruppo non identico X di @. Sia
{a) d’ordine infinito; posto Z;= (a?') con p numero primo fissato,
attraverso ¢ alla catena discendente {Z;} corrisponde una catena
ascendente {Z;] con YZ: G, dato che /i\Zi——— {1}. Possiamo sup-

porre Z, sottogruppo massimo di Z , _ZO <-Z; dato che l'interse-
zione di infiniti sottogruppi massimi di Z, & il gruppo identico,
possiamo trovare un sottogruppo M <-Z,, d’indice q==p in Z, e
tale che @ (M) = M == Z,, e dunque Z,<C- M; ma allora M=Z,v<{b)
con b—if 730 e dato che L!Z: 67, esiste un indice j tale che b_EZ- e

dunque M << Z;; ossia Z; << M, cosa assurda, essendo Vindice [Zy: ]
primo con p. Concludiamo che G non contiene elementi aperiodici.
Similmente passiamo a provare che pure G & periodico. Infatti sia
per assurdo @ un elemento di periodo infinito di G ; posto di nuovo
Z;={a?"), sia {Z;} una catena ascendente in G, con ¢ (Z) = Z;.
Giacché A Z;=(1), & U Z* = G, ; se poi Z;* <M < @, con ¢ (M) =
= M = {a?) ove ¢ & un primo diverso da p, sard M = Z&# v{(b)< G,
con b contenuto in conveniente Z; per cui Zy < M << Z; e dunque
M = Z;, assurdo.

Un r-omomorfismo ¢ di un gruppo G in un reticolo L si dira
proprio non banale se ¢ L(G)==0 e se esistono due sottogruppi
H, Kdi @ con HF=K e ¢(H)= ¢ (K). Osserviamo che se ¢ &
proprio, allora esiste un gruppo ciclico () di G su cui ¢ induce
un r-omomorfismo proprio. Infattida o (HvK)= ¢ (H),se b€ Hv K
e se ad es. b¢ H, risulta o (Hv{b))= ¢ (H) e dunque @ (HA{b))=
= @{b), sebbene {b) == HA{Db). Si conclude che ¢ & un r-isomor-
fismo su G se e solo se tale e su ogni sottogruppo ciclico di G.

Prop. 2. Un p-gruppo localmente finito G ammette un r-omomor-
fismo duale non banale ¢ se e solo se G ¢ un C’pa gruppo con 2<"a<co (1),
oppure un gruppo generalizzato dei quaternioni @,, 3 << a << co (?).

O] Cpa & il gruppo ciclico d’ordine pe se¢ a < oo, Cpoo & il p-gruppo quasi
ciclico ([1], pag. 20). ‘
(%) Per la definizione e proprietd vedasi [1] pag. 191.
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Se @ = Q. , allora il nucleo superiore G, ha ordine 2 oppure {1}* ha
ordine 2 ¢ G,= G, e G é il gruppo dei quaternioni. Se G é 0p°°
allora @, é finito.

Dmv. In @, per losservazione fatta, esiste un gruppo ciclico
(a) su cui ¢ induce un » omomorfismo proprio non banale ; pertanto
ciaseun sottogruppo finito H di @ con {a) << H & ciclico o genera-
lizzato dei quaternioni. Ne consegue che G risulta ’'unione di una
catena ascendente di gruppi tutti ciclici o generalizzati dei quater-
nioni, finiti, dunque G stesso ¢ o un O'pa o un @, gruppo. Tenuto
conto che L (Q,) ha due sole relazioni di congruenza [2], e che un
p-gruppo localmente finito con duale & un gruppo finito ([4], (2.1)),
si conclude nel senso voluto.

Pror. 3. Sia ¢ un r-omomorfismo duale completo non banale di
G su @, con G gruppo localmente finito. Allora il gruppo periodico G
¢ mecessariamente un prodotto diretto discreto di sottogruppi di Hall
H, con H gruppo finito di ordine del tipo p°gqf con o =1, =0,
P e q numeri primi.

DiM. Sia @ un r-omomorfismo duale completo non banale del

gruppo localmente finito G su G_; allora ¢ induce un »-omomorfismo
duale su G, = G/{1}*, che indicheremo ancora con ¢; esso ha il
nucleo inferiore identico. Sia § un p-gruppo di Sylow di G, e si
supponga che la restrizione di ¢ su § sia un r-omomorfismo proprio ;
esso non sard banale. Tenuto conto della prop. 2 e di (3.5) e (3.7)
ch. III, in [2], gli elementi di &, con ordini non divisibili per il
primo p, costituiscono un sottogruppo di Hall normale T, mentre
@,/T & un O'pﬂl o un @, gruppo; nel secondo caso ¢ @, =8 <X N e
S, ¢ il sottogruppo d’ordine 2 di S. Da qui concludiamo che se =
¢ linsieme dei numeri primi relativi ai sottogruppi di Sylow di @,
su cui ¢ induce r-omomorfismi propri, allora G, contiene un a’-
sottogruppo di Hall caratteristico N con (G,/N), un gruppo (perio-
dico) localmente ciclico a componenti primarie finite (prop. 2), mentre
la restrizione di ¢ su L(N) ¢ un isomorfismo duale y tra L (N) e
Pintervallo [¢ (N ), G].

Sia H un gruppo primario finito con H<N e H n& ciclico,
ne P-gruppo (3). Detto « un elemento di @, sia xHz—1 + H= @ (H).

(®) Per la definizione vedasi [2] pag. 11.
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Sia B il sottogruppo minimo di @ con ¢ B = aHx—1; 1’ applicazione
w=y"1a 1@ (¢! indica D’automorfismo di L (@) indotto dal-
I’automorfismo interno di @ individuato da 1) & un #-omo-
morfismo di ¢ su H con {1j* = {1}. Tenuto conte di (3.9) .e
(3.4) ch. IIT in [2] si ha che H e B hanno lo stesso ordine;
dunque B << N, per cui wﬁx—lz @ (N). Concludiamo che se &
¢ Dinsieme di tutti i gruppi finiti primari di N che non sono
ne cicljci ne P-gruppi, il gruppo R = X\{C]X ¢ caratteristico in N

ed ha per immagine ¢ (R) = R un sottogruppo normale di G con-
tenente ¢ (N). Pertanto tra i gruppi R e G_/I_B, @ induce un 7-iso-
morfismo duale; essendo R localmente finito la struttura di R e di
G—/R é nota [3]: R & un sottogruppo (normale) di Hall di N, pro-
dotto diretto dei suoi sottogruppi di Sylow che sono modulari non
ciclici, n¢ P gruppi, ne gruppi hamiltoniani, mentre i gruppi di
Sylow di N non contenuti in R sono ciclici o P-gruppi. Proviamo
che (G,/R), = (1}; da ¢p{a,R) =G, poiche ¢ ({a)R)= g a)AR,
deve essere p{a) = (7, e quindi ¢ = 1. Pertanto il gruppo F(G,/R)
unione di tutti i sottogruppi minimi di @,/R ¢ dualmente isomorfo
attraverso ¢ ad E/@(E), & (R) il gruppo di Frattini di —R([ti], prop. V),
sicche E/@(fi) & metabeliano a sottogruppi di Sylow finiti [3].
Posto L/R = F(G,/R), risulta L normale in G, ¢ (L)= @ (R) e
L < (G)),; sia (@),/L = A = {1}. ¢ induce un r-omomorfismo duale
completo ¢, tra A e @ (R) con A,=A; A &un gruppo localmente
finito ed ha i suoi sottogruppi di Sylow di tipo O'pa; il derivato A’
¢ un sottogruppo abeliano e di Hall in 4 [5], ed A° ha un com-
plemento C in A, essendo 4 un gruppo numerabile. Supponiamo
che A’ abbia una componente primaria A4, di tipo Cye 3 SCriviamo
A =(Ap < B)C con 4; < B= A’. Dato che 4, & un sottogruppo
normale di 4 di tipo Gpoo, si vede facilmente che I’intervallo [CB, 4]
non ha elementi massimali. Da BCO %= A, segue ¢, (BC) == {1} ; scelto
in esso un gruppo minimo F, se @, (F) = ff’, il gruppo F* & un
sottogruppo massimo di A, data la completezza di ¢, ed il fatto
che A, = A; ma F* = BC, cosa assurda. Tenuto presente che pure
sul gruppo abeliano A4/A’ ¢, induce un r-omomorfismo duale su un
altro gruppo, e tenuto conto della prop. 2, si conclude che A4 &
localmente finito con i sottogruppi di Sylow tutti ciclici (finiti).
Bia ¢, (H) = H< & (R) un p-gruppo ciclico; allora H* ha indice
finito in A perche altrimenti H sarebbe contenuto in almeno due
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sottogruppi massimi distinti di A data la struttura di A4, il che
pero non & possibile. Ne consegue che per ogni sottogruppo F di

@ (R) finitamente generato, esiste un sottogruppo normale N di 4
di indice finito in A con ¢, (N) = N = F. Tenuto conto del teorema 2

di [4], & facile concludere che @ (R) ¢ metabeliano a sottogruppi di
Sylow finiti. Pertanto G stesso & risolubile a sottogruppi di Sylow
finiti. Poiché ogni sottogruppo di G & contenuto in un sottogruppo
massimo, e tenuto conto che due sottogruppi di Sylow di G relativi

allo stesso primo p sono coniugati, il gruppo di Frattini & (G) & un
gruppo a sottogruppi di Sylow normali (e di ordini finiti). Tenuto

presente la struttura di (?/(I) (@) [3] si conclude che G & un prodotto
diretto di sottogruppi H di Hall, con H o un p-gruppo finito oppure

un gruppo finito il eui ordine & del tipo p*¢f. Cio conclude la
dimostrazione. B
Al fine di determinare con esattezza la struttura di @, premet-

tiamo la seguente

ProPp. 4. Sia y un r-omomorfismo completo di un gruppo G su
un reticolo finito L e supponiamo che il nucleo inferiore di y sia il
gruppo identico. Allora @, é finito.

DiM. G & un gruppo periodico: infatti sia K=<a) un suo
sottogruppo ciclico d’ordine infinito. XEssendo v (K)=Fk == 0, sara
K,3={1}). Se p,,p, sono due numeri primi distinti si ha K1 vK?: =K,
e quindi pure y (K") vy (K%)= k mentre y (K'%) Sk Da qui segue
che vy (K2 ==y (K%2), per cui il reticolo L verrebbe a contenere
infiniti elementi, che & contro l’ipotesi.

Usiamo ora induzione sulla lunghezza n del reticolo L, osser-
vando che il teorema e banale se n = 0. Sia dunque » > 0 e sia k
un elemento coperto da I in L; per ipotesi induttiva esiste un
gottogruppo finito K di G con w(K)=1Fk. Dato che L & finito, il
sottogruppo G, ha solo un numero finito di sottogruppi massimi,
per cui tali gruppi hanno tutti indice finito in G, ; sia M il sotto-
gruppo massimo di G, con y(M)="F. j0) M, finito e normale in M,
pertanto l’insieme normale X unione insiemistica di tutti i coniugati
di M, in @, & finito, dunque esso genera un gruppo normale finito
N di @. Ora per a¢ M si ha

I=v(@)=vyla, M) =ypla)vyM)<<ypla)vyN)=y{a,N)
e {a,N) & finito.
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Pror. 5. Dato un gruppo @, esiste un r-omomorfismo duale
completo di un gruppo localmente finito G su G se e solo se G ¢ un
prodotto diretto (discreto) di um insieme {I_L] di gruppi finiti a due a
due con gli ordini primi tra love, ciascun gruppo essendo o un p-gruppo
modulare non hamiltoniano, oppure un P-gruppo non abeliano.

DiM. Necessita. In virtu delle prop. 3 e 4, H; » Vimmagine 7-
omomorfa duale di un gruppo finito. Pertanto per il teorema 2 in
[4], H; ha la detta struttura. Sufficienza. Risulta L (G)= IT L (H)

([2], eh. T, th. 4) ed L(H;) & autoduale ([2], ch. IV th. 5),1 donde
la conclusione.

Sia @ un gruppo localmente finito; nel seguito con L (@) deno-
teremo il sottoreticolo di L (@) formato da tutti e soli i sottogruppi
finiti di Q.

~ Prop. 6. Siano G ¢ G due gruppt localmente finiti e p un omo-
morfismo di Ly @) su L,(é). Allora esiste uno ed un solo r-omomor-
Jismo completo w, di G su G che estende y.

Dmm. Giacché un 7-omomorfismo completo w, & determinato
dalle immagini sotto v, dei sottogruppi ciclici di @, Vunicitd di v,
resta stabilita.

Passiamo a provare Vesistenza di y,. Poniamo per H < @,
Y, (H)= ayH y{a), unione insiemistica di tutti i gruppi ciclici
yla).

«) Se H & un sottogruppo finito di @, y, (H) = v (H).

Sia H = {hy,hy, ..., hn} ; allora v, (H)=Uvy (1), sicche v, (H) S
SV whd=1y (V<)) =y (H). Scelto I €y (H) si consideri
(W )< (H). Ora in H esiste un gruppo ciclico {hs) con () =
= (") ([2] ch. III, th. 15), dunque %’ € {h;), sicche I’ €, (H).
Pertanto & anche vy, (H) Dy (H) e dunque v, (H) = y(H).

B) w, & un’applicazione di I (&) su tutto L (G) che estende la .

Da «) consegue facilmente che se H << @, allora v, (H)<< G.
Viceversa sia H << G. Sia Y € H; (k') & finito, dunque esiste un
sottogruppo finito A di G con y (4) = {I’' ) ; ma allora esiste anche -
un gruppo ciclico {a )<< 4 tale che y < a) =<’ ) ([2], ch. III, th. 15).
Pertanto se poniamo H={a|a€@ e p{a)<H) & vy, (H)= H.
Risulta H<< G ; infatti per a,b€H tenuto conto di ) si ha vy, (a,b) =
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=yl a,b) =y advylb)< H; ora a'bela,b), dunque
w{a1b)<<H e dunque a~' b€ H.

7) w, & un r-omomorfismo completo di G su @.

Sia {Uj}ic4 una famiglia di sottogruppi di G. Posto U = Y U,,
U=y, (U) proviamo che U= Y w, (U;). Sia ke U; allora esiste
un k€ U tale che kew (k) Ora keu,..,u,) con u;€U;, per cui
WD) <y ey un ) =plu vy Cuy ) =y Cu d v v gy Sup) <
<y, (U)V..vy, (U, dunque ke, (k)<< \;1/ w, (U,;). Viceversa sia
L€V, (U); allora k€{ug, o, und con ui€ypy (Uz). Sia u €y uid;
allora & €y Uy oo 0 ) =1, Ctty.u ) <<, (U)=U. Dunque y,(U) =
= Y 2 (U).

Proviamo ora che posto I = /1\ U, p,(I\=1, risulta I= /z\ v, (U,).
Prendiamo k€ I; allora esiste k€I con k€w<{k); dunque k€ U,
sicehd k € y, { & Y<<v(U,) per cui ?;Eé\'/}i(Ul)' Viceversa sia —7;5/1\%( U
allora k€ v, (U;) e dunque esiste un ;€ U; con 2 Iy )3 k. Poniamo
(k)= /)}( k) << //\ U, . Giacche (k;) & finito, esiste un sottoinsieme
finito 4 di A tale che {k) =l{\A (I )= 5{\4 (ks ; ma allora y, (k)=
=ylk)= {s\ wllks) = {5\ y, {ks)3%; poiche k€ I, ne segue che k€L,
Dunque I = /l\zpj (U3). v, ¢ dunque un r-omomorfismo completo di
G su G che estende w per quanto detto in a).

Diamo wun’altra proposizione prima di giungere alla dimostra-

zione del teorema che costituisce lo scopo principale della presente
nota.

Propr. 7. Sia G un gruppo, y un r-omomorfismo completo di G
sul reticolo L, dove L = II L; é il prodotto cartesiano di reticoli non

banali in numero maggiore di 1. Allora G é un gruppo periodico e
se B 2 il nucleo inferiore di v, G/H é un prodotto diretto (discreto)
di sottogruppi di Hall G;|/E con G; r-omomorfo ad L;.

DiM. Sia e; 'elemento del centro di L di componenti e;=

0; se j==i - ~ I se js1
= ; Pelemento ¢; di componenti ¢;=
I, se j=i 0; se j=i

¢ Dunico complemento di e¢; in L. Posto G;, G; i massimi sotto-
gruppi di @ rispettivamente con o (G;) = e;, y(G;) = ¢;, risulta
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E < @, G: e giacché’ (G A éi) =0 & G;A @:E; per di pin

p(Giv @;) = 1I. Sia x€ Gy; allora I = v (G;v 87") =y (G;v Jc@}x-l)=
——e,vzp(x G: x~1); similmente O =¢; Ay (xG; 21) dunque (e Ga—l)=
= e,, per cui z G 1 < G“ ne segue %( ;) = @;, similmente
N(G) = G e dunque G;v (n-/E& Gi/E < G,»/E. G;v ai/E’ & perio-
dico ; infatti sia g€ G;v G: con g8 Gi,g9¢G;. Allora plg)=1lv Ty
con 0 <li<<e;, O0< k< e;; giacché Y gdAG)=lki,p(gdAnG) =T,
il gruppo {1} :}:(g*‘):((g)AGi)v((gh\’éi) ¢ modulo F un pro-
dotto di due gruppi propri. Giaccht E & periodico ([2] ch. III, th. 5)
¢° & di periodo finito con i periodi relativi a @; e G primi tra
loro. Ne segue che @;v G; & periodico e i1 periodo di un elemento
di G;/E e relativamente primo a quello di un elemento di G N./E
B ora facile concludere che V G |B > HG /B e che la restrizione

di v su L(G;) ¢ un romomorﬁsmo d1 G; sull’ideale (e;) isomorfo
ad L;. Resta da far vedere che T = VG = (. Sia g€ @, g¢ G;
giacche 0<l,t'<g>-—-1/)<9>/\I——t/l<g>Al/)<T>——T/)(<g>AT),<g>/\T
¢ un gruppo non identico del gruppo periodico 7; dunque g & pe-
riodico e con c¢iv @. Sia {(¢g)Z=F un p gruppo. L’ideale generato
da w(g) & allora una catena di lunghezza non nulla; pertanto
w{g><e; per un i€ I conveniente, dunque {¢)< G;. Da qui si
conclude che 7'= @.

TEOREMA. Sia G un gruppo localmente finito. Condizione neces-
saria e sufficiente affinché esista wn r-omomorfismo duale completo di
G su un gruppo mon identico G, & che @ contenga un sottogruppo
normale N di Hall con un complemento M, MN = G, MAN = (1},
dove M é un prodotto diretto (discreto) di sottogruppi di Hall H, con
H soddisfacente ad una delle sequenti condizioni :

(iy H é un gruppo Opa con 0 < a<< oo, contenente un sotto-
gruppo normale finito di G, e non identico.

(ii) H éun gruppo generalizzato dei quaternioni @, con a<co,
con il sottogruppo d’ordine 2 normale in G.

(iii) H é un p-gruppo modulare finito non ciclico né hamilto-
niano, oppure un gruppo dei quaternioni, normale in G.

(iv) H é un gruppo finito sopramodulare (UM-gruppo) di ordine

pram(p > q primi, n> 0, m > 0) con il sottogruppo modulare nor-
male massimo un sottogruppo normale in @,
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DIM. Necessitd. Sia w un r-omomorfismo duale completo di G
su @, non identico. In virti della prop. 5, G & un prodotto diretto
di gruppi finiti H; di Hall, con H; o un p-gruppo modulare non
hamiltoniano, oppure un P-gruppo non abeliano. Giacche H; & auto-
duale vi esiste un automorfismo duale x di L(G) per cui ¢ = my

¢ un r-omomorfismo completo di G su G. Detto E il nucleo infe-
riore di ¢, tenuto conto di th. 4 di ch. I in [2] e della prop. 7,
risulta G/E~1II G;/E con G;/E un sottogruppo di Hall di G/E

e la relf;trizione1 di ¢ su L(G;) & un r-omomorfisme completo di
G; su H;. Il gruppo G; & localmente finito; per prop. 4 e th. 5,
ch. IIT in [2], si ha che G = N;H; dove N; & un sottogruppo di
Hall normale in G; con ¢ (N;) = {1} Se I_L- non & ciclico ne un P-
gruppo non abeliano, allora G;= N; < H; ove H; & un p-gruppo
e se non & r-isomorfo ad H; & un gruppo di quaternioni con
H;/Z(H;) isomorfo ad ﬁi. Se H; & ciclico d’ordine ¢?, H; & un Opa
con 0 < y<<a<< oo che contiene un sottogruppo finito K; normale
in G d’ordine pf con 0 < y < < a, oppure H; & un gruppo gene-
ralizzato dei quaternioni con il centro Z; normale in @, nel qual
caso f=y=1. Se H; & P-gruppo d’ordine pntl o pnr (n=1, p>7),
H; & un P-gruppo d’ordine p"t! oppure un gruppo dei quaternioni
(n =1, p = 2) oppure un UM-gruppo di ordine p” ¢™ (p > q) con il
sottogruppo modulare normale massimo normale in &. La necessita
ora segue facilmente.

Sufficienza. In virtd di th. 16 ch. I1I in [2] e la prop. 6,
esiste un r-omomorfismo completo di @ su un gruppo risolubile G
con L(@) autoduale, e dunque pure un r-omomorfismo duale com-
pleto di G su G.
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