SU UNA CARATTERIZZAZIONE
DELLE MISURE o-FINITE (¥)

di ALESSI0 Vororo (a Trieste) (**)

SOMMARIO. - Si caratterizzano le misure o-finite (definite su una o-aigebra A)
mediante la validita del teorema di Radon-Nikodym su dei sottospazi.

SUMMARY. - The o-finite measures (defined on a o-algebra o) are characterized
by means of the validity of the Radon-Nikodym theorem on subspaces.

In questa breve nota si caratterizzano le misure o-finite nella
categoria delle misure semifinite (!) e definite su una s-algebra di
insiemi of (). A questa caratterizzazione si perviene attraverso una
condizione (proprieta «) riguardante la validita del teorema -di Radon-
Nikodym su dei sottospazi dello spazio mensurale assegnato (8, <, u).

DEFINIZIONE. Sia S lo spazio ambiente, A una c-algebra di
ingtemi di S; diremo che la misura u (definita sulla o-algebra A)
gode delle proprietd o sc e solo se, per ogni misura @, definita su
una sotto o-algebra di of (A* 'c A) che contiene tutti gli insiemi u-
sommabili e assolutamente continua rispetto alla restrizione di p su of*
(cioé @ (B) =0 per ogni B € o* tale che u (B) = 0) esiste una funzione
I (8, A*)-misurabile, tale che

w0 = [fin ¥ Be.
E

(*) Pervenuto in Redazione il 15 novembre 1971.

Lavoro eseguito nell’ambito delle attivith dei Contratti di Ricerca mate-
matica del C.N.R.

(**) Indirizzo dell’Antore: Istituto di Matematica dell’Universitd - Piazzale
Europa 1 — 34100 Trieste.

(*) Unamisura p si dice semifinita (vedi[B]), se accade che u (F) = sup {u (F),
,u(F)< + oo, F c EJ.

(%) La caratterizzazione si riferisce quindi, nel linguaggio di P. R. Halmos,
alle misure totalmente o-finite.
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Osserviamo che, se la u & o-finita, allora essa gode della pro-
prietd o. Infatti, contenendo of* tutti gli ingiemi pu-sommabili, la u
& ofinita anche su (S, o(*) e vale quindi il teorema di Radon-
Nikodym ().

I1 nostro scopo & quello di invertire questa affermazione,
di provare, cioe, che ogni misura che gode della proprietd a & o-
finita.

Premettiamo due lemmi.

LeMMA 1. Sia oA una o-algebra di sottoinsiemi di S ed I un
suo o-ideale (4). Allora la famiglia o{* di insiemi cost definita :

AeA*<—>A€T oppure (A4€T

¢ una o-algebra.

a) Siano, infatti, 4,, 4, ,€ A* Sed,, A, €7, allora A, y 4,¢€
I c oA* Se invece uno almeno dei due insiemi e tale che il suo
complementare appartiene ad J, allora & subito visto che I’insieme

C4,udy)=04,nC4,

¢ intersezione di un insieme di I con un insieme di ¢{ e quindi
(confronta la nota 4) appartiene ad J e percio A, U 4, € o*.
b) Proviamo che appartiene ad o anche 4, — A,. Si ha:

A, — A, = A, nC4,

Se A, €9, allora A, — A,eJ e oA* Se (A,€T si ha ancora 4, N
nC4, c I A*. Resta il caso che (4, €Te 4,€T ma allora

Ca,nC4,)=C4,y4,¢9.

¢) Poiché A, N Ay = A, U A, —[(4, — Ay U (4, — A,)], si ha
anche che se A4,, 4,€ o* allora A, N A, € A”.

d) Poiché @€, si ha che S¢€d*.

¢) Proviamo infine che, se }4,{ & una successione di insiemi
di o*, allora l,,Jr A, appartiene ad of*

(3) Si veda ad esempio [H] § 31, teorema B.
(4) Sia J un c¢-anello di insiemi appartenenti ad of, tale che In 4 €J; AT €
€9, A€ A. Si noti che se T¢I ed A€, 4, allora 4€J.
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- Se A,€9,  ne N, allora ovviamente llg A, eIc of*

Se invece esiste almeno un indice n, tale che C 4,, €J, allora
CYa,)= n (4,=C4,,0 N {4, (@ove N'= N — {ny) risulta essere

intersezione di un insieme di I con un insieme di of quindi ap-
partiene ad I e percio il suo complementare appartiene ad of*.

OSSERVAZIONE. Se = A, si ha che o* = oA, in generale in-
vece la o-algebra puo essere propriamente contenuta in .

LEMMA 2. Sia (S, o) uno spazio misurabile qualunque ed I un
qualunque o-ideale proprio della o-algebra . Sia A* come definito
nel lemma precedente e sia @ la funzione di figura cosi definita su of*:

0 se A€9
p(4)=
1seCAeg.

Allora. @ & una misura su (S, ).

Intanto, ovviamente, si ha che ¢ () =0.

La dimostrazione si consegue non appena si provi la numera-
bile additivita della . Ma se {4,] & una successione di insiemi a
due a due disgiunti di «{*, soltanto due casi possono verificarsi :

a) A, € 9, NfneN;
b) al pit uno degli 4, & tale che CA4,€9.
Siano infatti 4,, 4,, tali che C4,€J e 4,N A4, =
Cid implica che A, cCA4, e quindi 4, € I (vedi nota 4).
I ora facile verificare la numerabile additivita della ¢: nel
cago a) 8i ha che
0=¢(U4,)=Z¢p(4,)=0
N N

e nel caso b)
1 =Q (EVJAn):Z(P(An): 1.
N

Per provare il teorema che caratterizza le misure o-finite me-
diante la proprietd a, dobbiamo premettere ancora la seguente pro-
posizione.

ProposizioNE. Sia (S, o, u) un qualunque spazio mensurale e
@ una misura su (S, o) semifinita e non identicamente nulla. Valga
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inoltre la seguente proprieta (°):

@ (B) > 0=>p(I) = + oo, } B € d.

Py

Allora la @ non & un integrale della u.
Facciamo la dimostrazione per assurdo. Supponiamo che esista
una funzione (8, «{)-misurabile f tale che

o (E) =ffd/" MEed.
B

Sia A € A tale che 0 < ¢ (4) < + oo (5).

Per una nota proprieta (vedi [H],§25, teorema F) l’insieme
A*=An{x:f(z) >0} ha misura u ofinita. Esiste quindi una suc-
cessione di insiemi {4,} tale che u(d,) < 4 oo, M¥neEN e l]% An= A%,

Si avra, per almeno un indice n, che ¢ (4,) > 0, ma questo
contraddice l'ipotesi. Ne segue la tesi.

Siamo ora in grado di provare il teorema annunciato nell’in-
troduzione.

TEOREMA. Se u ¢ una misura semifinita, definita su (S, ), al-
lora le due proprieta seguenti sono equivalenti :
(@) p ¢ o-finita
(b) u gode della proprieta a.
(@) ==> (b). Banale, come si & gia visto nella introduzione.
(b) ==> (a). Supponiamo per assurdo che la u non sia o-finita.
Sia I il ¢-ideale degli insiemi aventi misura u o-finita e siano of*
e @ definiti come nei lemmi 1 e 2. Dall’ipotesi fatta sulla u segue
che I 59{.

Se Beof* e ¢ (H)> 0, allora E¢J e quindi u(E)= 4+ co. La
@ verifica quindi le proprieta della proposizione precedente, quindi

3

non & un integrale della u e quindi non & verificata la proprieta «.
Da cio segue la tesi.

(°) Questa proprieta & strettamente legata al concetto di quasi-singolarita
introdotto recentemente (vedi [V]). Si noti che la proprieta enunciata implica la
assoluta continuitd della ¢ rispetto alla u.

(°) Un tale insieme esiste per la semifinitezza della ¢ (vedi nota 1).
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