FORMULE DI MAGGIORAZIONE
PER TALUNI INVARTANTI ORTOGONALI
CONNESSI CON IL CALOOLO RIGOROSO
DEGLI AUTOVALORI
DI UN PROBLEMA AI LIMITI (%)

di MARIA P1A ICoLAUTII (a Palermo) (*¥)

SOMMARIO. - Si espone un mefodo per I’approssimazione per eccesso di taluni
invarianti ortogonali connessi con un problema di autovalori per un’equa-
zione differenziale del secondo ordine. Vengono dati due procedimenti alfer-
nativi per costruire le funzioni approssimanti, richieste dal metodo.

SUMMARY. - A method for the upper approximation of orthogonal invariants
connected with an eigenvalue problem for a second order differential equa-
tion is expounded. Two alternative procedures for the construction of the
approximating functions, required by the method, are given.

Si consideri il seguente problema di autovalori per un problema
ai limiti relativo ad un operatore differenziale lineare ordinario,
autoaggiunto, del secondo ordine:

(1) Eu+iu=0, u(0)=u(1)=0

9,

dove F (u) & Voperatore cosi definito :

du
dx

d
E(u) = P 0 (x)

—c(x)u

e O(x) e c(x) sono funzioni reali di variabile reale appartenenti
rispettivamente a C?[0,1] ed a € [0, 1] e che supporremo verificare

(*) Pervenuto in Redazione il 6 ottobre 1971.
(**) Indirizzo dell’Auntore: Facoltd di Ingegneria dell’Universita — 90128
Palermo
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le condizioni 0 (x) > 0, ¢(x) =0, in [0,1]. In tali ipotesi, gli auto-
valori del problema (1) costituiscono una successione non decrescente
$Ax{ di numeri positivi, divergente positivamente.

Sia @ (x, &) 1a funzione di Green del problema E (u) 4 f =0,
%(0)=1u(1)=0 e I Voperatore cosi definito :

1
rf= f @ (@, )7 (&) dc.

Sia inoltre :
1
Q0 (2, &) = G (%, &), G (%, &) = fG (, t) G0 (¢, &) dt (n = 2, 3, ...).
0

Si ponga (efr. [2], [3]):

1
9" (I) ==f Q" (g, x)de (n=1,2,...).

0

Sia Yw,} un sistema di fanzioni, appartenenti a G2 [0, 1], linear-
mente indipendenti in [0,1], nulle agli estremi e tali che }E (wy)
sin completo in 2@ (0,1). Per ogni fissato intero » > 0, siano

W <29 < ... <4 le soluzioni dellequazione secolare :

1 1

det%f'whE(wk)dx—}-}.fwhwkdm =0 (k=1 ..,».
0 0

Supposto fissato Vintero =, sia

1

. " v 1 1 n
w = |oriry — 3 +—$ .

=1 [Zg)]" [1;:)]11
Si ha:
(2) W< <<t <)

ed inoltre: lim i) = lim A = A (cfr. [10]; [2], pp. 139-163; [8],

pp. 357-365; [1]).
Il calcolo dei valori (), approssimanti 1 per difetto, & cosi

ricondotto al calcolo di J" (I'), per almeno un valore di n. Solo in
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casi particolari la funzione G (x, &) & nota esplicitamente. In gene-
rale, affinché le (2) conservino la loro validitd, si dovrd cercare
di approssimare I, (I") con dei valori per eccesso.

Tale problema di approséimazione per eccesso & stato risoluto,
nel caso di problemi al contorno per equazioni alle derivate parziali
di tipo ellittico, nei lavori [2], [3], [4], [5].

Nella presente Nota viene indicato un procedimento, indipen-
dente da quelli esposti nei lavori testdé citati, il quale, traendo
partito dalla particolaritd del problema qui considerato, Jpermette
— in modo abbastanza semplice — di approssimare per eccesso,
tanto quanto si vuole, la quantita )" (I"). Quantunque il procedi-
mento che qui verra indicato’ possa applicarsi qualunque sia il va-
lore di m, saranno esplicitamente considerati soltanto i casi n = 1,
n=2en=3.

1. Maggiorazione della soluzione del problema di Cauchy per
Pequazione E (u)= /.

Siano @ e b assegnati nunieri reali ed J una funzione di .2® (0,1).
Si consideri il problema di Cauchy :

(3) Bw)=/f, 4(0)=a, v (0)=10.
Proviamo che :

I. Se u é la soluziore del problema (3), sussiste la seguente
Jormula di maggiorazione :

ag | [ fa
(4) I[r(),a]}i(|u ’L‘)|<eM[maﬂx (1—:{—1)9( ,/é@_*_b/f(t)(tfe(f))dtl
essendo
0

Procedendo in modo classico, il problema (3) si pud tradurre
in equazione integrale del tipo di Volterra (cfr. [9], pp. 596-597).

Infatti, integrando tra 0 e x 1: due membri dell’equazione K (u) = f,
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si trova :
0 (@) — 0.(0) b—-jrf Lo@u@) e
e quindi:
x t X
1 at
u(m).—_—fé(—t)gf[f({:)-ﬁ—o(& ° E)]d§§dt+b (0) /9—()—}-
0 0 0
t
Posto w (t, x) =/ 9’—1(4—;—), integrando per parti si ha:

) t
wi)=[stt,0) [L7@ + o @uielae] —
0

a

— oc(t.:v[/'(t)—i—c(t)u()]d(—b() Ja (0, %) 4 a =

=——f t,x)e®)u(tydt+a — 00 (0)a )—foc(t,x)_/'(t)dt.
0

I’ equazione integrale che traduce il problema (3) & pertanto Ia
seguente :

(6) u(m)=jK(w, t)yu (t) dt 4 g (x)
con ’
" . e
(7) K(ac,t)_c(t)fWﬂ
B T [ [
) g(w)—a+b9<0>of@—) +0jf<r>(_/ o) e

Applicando alla (6) il classico metodo delle approssimazioni succes-

sive (!) si ha: u (2) = 3 u, (x), ove :
n=0

(*) Cfr. [7], pp. 32¢4-327.
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u, (@) = g (v), n,.i(x) = f K 0= (@, £) g (&) dE,
0

KO (x, &) = K (=, &), yiqQ) (2, &) =fK(”7 t) K (=1 (8, £) dt

Si ha inoltre :

[ H] ! "
[ ()| = max | g (0} 2L
[Q’ 1] n .

con M data da (5). Ne segue:

| (@) | < e max | g (2)],

cioe la (4).

B ovvio che se in luogo di (3) si considera il problema di
Cauchy E(v)=f, w(l)=a, o' (1) =1b, per la soluzione di tale pro-
blema sussiste la maggioraziéne

i [ fro [ )

(4 max |u(r)| << ¥ max
[0, 1] [0, 1]

®).

2. Rappresentazione degli invarianti ortogonali J," (I).

Denoteremo con v, (x) e v, (x) gli integrali del’equazione F (v) =0
che, rispettivamente, verificano le condizioni :

9) v, (1) = 0, n(l)=—1
(10) v, (0) =0, v (0) =
Proviamo il lemma seguente :

IL. 1) Il massimo di v, (2)[di v, (x)] in [0, 1] & positivo ed & assun-
toin x =1 [in x = 0].

(®) Si noti che la (4) e la (4)' sono state stabilite qualunque sia la funzio-
ne continua ¢ (x). La non negativitd della o () sara sfruttata in seguito,
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2) Riesce:

B =00 [ |nw= ()fw]

3) Indicato con W (x) il wronskiano dei due integrali v, (x) e
vy (@), risulta 0 (x) W (x) = 6 (0) v, (0) = 0 (1) v, ().

Sia ¢ () = 0 in [0, 1]. La funzione v, (x), per la seconda delle
(10), & ovviamente crescente in un intorno destro dell’origine. Per-
tanto, per la prima delle (10), i1 suo massimo in [0, 1] & positivo.
Come caso assai particolare di un notissimo teorema, dalle ipotesi
B (x) > 0 e c¢(x) = 0, segue che v, (x) non pud avere massimo Posi-
tivo né minimo negativo all’interno di [0, 1]. Pertanto la v, (x) &

sempre non negativa e riesce: max v (xr) = v, (1) > 0. Cioe la 1).
[0.1]

d
Si ha inoltre, in [0, 1]: e [6 (@) vy (#)] = ¢ (x) v, (x) = 0 e, quindi,

6 (x) »y (x) & non decrescente in [0,1]. Ne segue: 0 (x)v;(x) =
=6 (0)v5(0) = 6 (0) e quindi:

x

[172 & dE = B(O)J‘;—é_),

cioe la 2).

Con ragionamenti analoghi si ottengono le proprieta 1) e 2)
enunciate per v, ().

Poniamo :

v, (%) vy (%)

vy (@) o (@)

Riesce, per le (9) e (10): W (0) = v, (0), W (1) = v, (1). Dalla clas-
sica formula di Liouville, applicata al wronskiano W (x), si deduce
che & costante in [0, 1] il prodotto 6 (x) W (x). Ne viene: 6 (x) W (x) =
=0 (0) W (0) =6 (1) W (1) e, quindi, la 3).

Indmhmmo con U la varietd lineare dello spazio .2®(0,1) co-
stitnita da tutte le funzioni u (), continue in [0, 1], nulle agli estre-
mi delVintervallo, dotate di derivata prima assolutamente continua
e di derivata seconda appartenente ad .L£® (0, 1). Sia f€ £2® (0, 1).
La soluzione del problema

(11) B @) =7, wEY
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s8i pud, come noto, rappresentare con la

1
(12) W (@) = — [ G (x, &) 1 (&) dz,

essendo @ (w, §) la funzione di Green, considerata nell’introduzione,
data da: !

[ 1
o Y () vy (&) se & > &
(13) G (x, &) \ 0 (1):2K1)
|
'm”2(w)”1(5) se < &

G (x, £) & simmetrica nel quadrato 0 < x < 1, 0<<¢<"1 e sempre
positiva all’interno.
Infatti, si consideri integrale generale dell’equazione B (u) = f:

cax

W (@) = o, v, (0) + ¢ 7y (@) 4 f U (e, & £ (6) e
0

dove, per la 3) del lemma II, si ha:

_ 1 v, (&) vy (&) . 1 i .
7D = G |ant) ot | = 570 ) 148 le) s
1
Assumendo ¢; =0 e ¢, = — 9—(])]1+—(]—) f”‘ (&) f (&) d&, 1a funzione
2
0

u () che cosl 8i ottiene appartiene ad 9, verifica quasi ovunque la
B (u) = f ed & rappresentata dalla (12).

Se u € U, riesce E (u) =J"E LG (0, 1); la corrispondenza lineare
che ad ogni w di U associa Velemento F (u) di .2®(0,1) & biuni-
voca allorquando w descrive U e S descrive .2®)(0,1). Posto:

1

(14) I'f= [G (x, &) 1 (§) dE,

0

per la (12) tale corrispondenza’ #i rappresenta con la

'(15) w = — I/
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Consideriamo il seguente problema di autovalori per I’equazione
integrale, con nucleo simmetrico :

(16) I'f—uf=0, feL®@,1).

Ovviamente p = 0 non & autovalore di (16) perché, in caso contra-
rio, detta f;, una corrispondente autosoluzione, si avrebbe, in (0,1):

1

[G (.’L‘, £)f0 (5) d5= 0.

0

Cio implica f, = 0 quasi ovunque in (0, 1).
Indichiamo brevemente con

(17) ' I (1) 4+ 2w = 0, wEY

il problema (1) di autovalori considerato nell’introduzione. 11 seguente
classico teorema prova equivalenza dei due problemi (16) e (17).

III. Condizione necessaria e sufficiente perché il numero reale
u == 0 sia autovalore per il problema (16) é che L = u=*! sia autova-
lore per il problema (17). Se le funzioni f;, .., fo costituiscono un
sistema complelo Ai autosoluzioni, linearmente indipendenti, relative
allautovalore u, per il problema (16), posto wy= — I fi(k =1, ..., n),
le funzioni w, , .., u, costituiscono un sistema completo di autosolu-
zioni relative all’autovalore A = u=1 per il problema (17).

Infatti, se 1 e w sono, rispettivamente, autovalore ed autosolu-
zione del problema (17), dalla (15) si trae:

(18) f—ilf=0.

La (18) assicura che 1 non puo essere uguale a zero e, pertanto,
posto u = A~1, si ottiene I'f — u f = 0. Viceversa, se u e f sono
autovalore ed autosoluzione del problema (16), posto u = — I'f,
riesce, per A = pu~1: E(u) + Au = 0, ciod 1 e u sono autovalore
ed autosoluzione del problema (17).

Per constatare che gli autovalori del problema (16) sono tutti
positivi, basta provare che per ogni f € £(2(0, 1) riesce:

1 1
(19) f[GWAwaéwwﬁzm
0 0
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il segno nguale sussistendo se e solo se f & quasi ovunque nulla
n (0, 1).

Dalla (15), eseguendo un’integrazione per parti e sfruttando ]e
% (0) = u (1) = 0, si trae:

[[G(w,s)fm)f(f)dmdf —quu)dw—[[eu( )+ (mz]

Pertanto, se nella (19) Valesse il segno uguale, si avrebbe

f[g( (d“)2+0(¢)u }dm=0;

ciot v = 0 in [0,1] e, quindi, f = 0 quasi ovunque in (0, 1).

L’operatore I" definito in 22 (0, 1) per mezzo della (14) & un
operatore compatto, simmetrico e strettamente positivo. Come noto,
esso ammelte una semplice infinitd di autovalori, ciascuno di mol-
teplicita geometrica finita, tutti positivi. Ordinati tali autovalori in
successione e ripetuto ciascuno di essi tante volte quant’® la rispet-
tiva molteplicita, siano essi: By = py = oo = pup=>... La successione
$un} converge a zero per h — oo (cfr. [2], pp. 112-119).

L’invariante ortogonale del primo ordine e di grado n dell’ope-
ratore I' che, come noto (cfr. [2], pag. 145), & dato da:

si pud rappresentare per mezzo della funzione di Green @ (x, &)
introdotta con la (13).

Considerato Viterato della @ (x, &) introdotto a pag. 2, & facile
verificare che: G (x, &) = G (&, ) (n = 1, 2, ...). Risulta inoltre :

(20) G ( rr,,+1 _/[ / (r, , 25) G (2, 23) ...

- G (Xn—1, ®n) G (T, Tpy,) day dag ... day,
1

e I'"f= [ QW (x, &) f(£) dE. Essendo (cfr. [2], pp. 139-163):

1
I = I (I, Ty = [ (o, )

0
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e quindi
1

g (I =/G’(") (2, , @) day ,
0

per la (20), si ha:

111
21) 9" =[/...[G(x1 )G (&g, 25). .. Gloty_y , X)) Q@ , 20,) A2, A0y,
G0 0

3. Approssimazione per eccesso degli invarianti 911(F),912(F), gxr).

Dalla (13) e dalla (21) si ha:

1

(22) g () = lem f vy (@) v (@) dw
10 >
(23) 9= m f[vi ()]? dwo [ [vg (W] dy
) .
(24) %”*zﬁm%ﬁWJ“(W”J m@wde@Wm

La (22) ¢ immediata. Per verificare la (23) basta osservare che:

21 1
a® (; , x,) =f[G (), w)]* dmy +f[G (@) 5 )P Aoy =
0 21

1

1
i | et Rrg el an, + [l (P [ o) )
0 2

[0 (1) Uy (1)]2

quindi :

g ___[ GO (x, , @) du, = ]) o g [dw f[v1 () P[vy (2,)Pdwy, +

+ dri[[zji (29) P[0, (2,)]? d"”z% _;]zf[”i(“i] dwif[vz(mz)] dx, .
0

Cioe la (23), ove si sostituisca x, con x e x, con y.
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Per verificare lIa (24), poniamo, per comoditd di scrittura:

I @y, @) = vy () v, (%), J (25 1) = v, (0,) v ().

Si ha allora, se 2, = =, :

X3

Q® (x,, x,) = /G (2, &3) G (1y, a3) day —}-[() (0, 23) G (24, 25) dacg +
0 L

1 ]

1
[ ) @y ry = o [y m) s ey +
- 0

(281

) 1
+ff(-"5’3 y o) [ (20 5 @3) davg 4 //'(“'”3 s ®p) [ (g, @) dirg

e s_e x, g.rzz

21 X2

GO (@, , ) = [ G (x,, x5) G (2, x3) dxg + [ G (v, x3) G (xy, x5) day +
1 ! x,
+f G (g, 5) G (7g , 25) Ay =B P gd/f(% y #3) [ (g, @) dirg 4

X9 1
+ff(m21 x3) f (@5, @) dag - ]f(”e s 44) [ (23, @) day % .

Pertanto riesce:

1
) = [ 60 (o, 2 e, =

0

1 2y 1 1
1 .
=W Jdmib[f(mi,.’I,‘Z)G(Z)(m{,xz)d.’l‘z—}—.[d.'vi J (29,2 G (2, 0,) day;
0

B

Jioe

1 2 a
1 :
(25) 913(F)=[(9—(]),,2“—(1—)]3g[d"?i/.f(mu-"’z)d% [f(“"’u“s)f(“‘z,mz) day +
0o 0 0
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1 [ a1
+ /‘Imijf('”i 5 ©g) d""'sz(xi s @) [ (g , @p) davg +
) 0 g )
1 21 1
“+ [dwi [f (g , 5) diry ff(.%'3 y &) [ (g, a,) davg -
0 0 1

—]—/-daci/ /@y, drzjf @y, &5) [ (g, w5) dag +

1 1 iry
‘|‘de1 [f (2 , #,) dag f S (g, ay) [ (g, a5) dwg +
0 921 a1

1

1 1 1
’|‘fdw1 ’ S (xy, @y) day [/'(403 s @) [ (@5, %) dzy
0 ; .mz

21

Posto :

Iy, @y, 5) = [ () y @) [ (2, 3) [(2g,23) = (vy (”1)] vy (%5) vy (”2)[’ (g) 17,

usando le formule di riduzione

1 ) 1 m x
fdx, [dmth () , @y, ) dx3=[dxi / dmsfh (y y @y, w3) dagy =
0 0 0 0 0 2
1 1 ; 1 1 1
=/a’m3v/dac‘/h(a(r1 , Ty, X3) dw2=—/dx3/ﬂmzflz (®y 5 2y , 5) Aoy, =
0 a3 @3 0 a3 ag
1 Xy 1 1 1 o2
=/dw2/dw3/h, () , x5, 3) da, =/(1x2] dwi/h (wy y @y @5) dacg ,
0 0 @ 0 @ 0

si constata che i sei addendi al secondo membro della (25) sono fra
loro uguali. Sostituendo x, con z, x, con y e xz con 2, segue la (24).

Siano f; (x) ed f, (v) due funzioni che, per ora, supponiamo
goltanto continue in [0, 1]. Siano ¢, ed &, due numeri positivi tali che :

(26) |ri@) — filw)| < &, O=<@<1, i=1,2.
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Supponiamo che si abbia :

(27) Ja (1) — & > 0.
Poniamo :
1
1
(28) Q = T A J‘fi (@) [y (x) dx
2 ] °
(29) Q, =m(1—)]2./ [/ @) dw/ [fo )P dy

1 x Y
p
30 Q= / [/, @) da [ 1) £, ) / (7, @F d.
? 0 0 0
Essendo, per le (26) e (27),

v (@) < f &) + ¢, vy () < fy (@) + &9y vy (1) > f, (1) — &,

dalla (22) si ha :

1 1
1 1 : :
S A S e FAC LR
0 . 0

1 1
+82/f1 @) dx + ¢, ezg=m /fi (@) /, (@) dw +
0 0

1
1 1
0

o 1
1
0(1)[fp (1) — &)] gsi‘/fz () de 4 82'/f1 () de 4 &, &y -
. 0 0

_|_

Ne viene, per la (28),

(31 911(11‘) < Q1 -+ 04,
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1 1

1 |

A AT }sii/fz (@) do + sszi (@) do +
0 0

&

1
L ./f, @4y @) do + o, ¢
0

+./'2

Procedendo in modo analogo, dalla (23) si trae:
(33) FHT) < Qy+ 055
con Q, dato dalla (29) e g, dalla

— 2 %32(2/2(1)_
&= A —alEl [/, )P

1 o
(34) ) [ [/, @) da / U@ Pdy
0 0

1 @ 1 x
+ 2¢ /fi () dw/[fg@)]”?/"l‘ﬁ/ dx/[f2 ()P dy +
0 0 0 0

1 x 1 x
4 2, / [/, (@)]? dz /fz W) dy + 4¢, / 7, @ do [ 7, ) dy -+
0 0 0 0

1 @
2 o2

1 1
+2¢} ngdx/fz(?/)dy+8§/w[,f1 (%) dw 4-2¢ 2 [.’;vf1 ()dw 4+ L2 ¢,
g 3 J ./

2
0

Infine, dalla (24) si ha:
(35) FTI) < Qs+ o35
con (), dato dalla (30) e g, dalla

6

B 6= [0(1)(/p(1) — &)

( 36‘2 363 eg ) ]
L0 AOE T AOP

1 x Y
- / L, (@) dx j 7, @) £ ) 4y [ [/, () dz +
0 0 0
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1 x Y 1 a
+ 26, [1f,(0)Piw [f, W), @)y / @) Aot /[f, ()] da f«m W)/, () dy
0 0 0 0 0

1 1 k)

@ Y xr y
+ 6:/[/1(’”)]2“’“9/fz(y)dy/[./'z(z)]z(iz+€z/ [fy(@)Pdz [ f, (y)d?//[fz(z)]z dz+
0 0 0 0 0 0
1 X Yy 1 x Y
+ ¢ ¢ /{f1 (x)]? tfx/dyﬁ_fz(z)]2(1z+251 pQ/[fi(x)]zdm/fQ(y) dy [fz (2)dz +
0 0 0 0 0 0

1 x y 1 Ed Y
126 f L/ @) /.n (w)dy /f2 () dz-2e. 2 / L/, @)dw / ay /fz (2)dz +
h 0 0 0 0 0

1 Y 1 z

+ e & / [/ (@) dx / y/o ) dy 4 &t [/ (0)]f dx / y/i)dy +
0 ° 0 0
1

.2
81 l‘l2

1 ® Y
+ B) /-752 Lfi @] do - 2, [fi () dx | [ ()3 () d?//[f?- (#)]? dz +
0 6 0 0

1 x Yy 1 x Yy
te / P [ 1) Sy / [ fPdet-de,e, /fm aa [ 1) 1) dy / fole) det-
0 0 0 0 0 0

0

"

1 » o ' 1
+ 28? 82/(1.%‘ /fi (!/)fz(?/)d!//fz (z) d2—|—2él 83 //'1 («') drx /yfi (‘,/)]-‘2 (?/) dy _{__
1 * 1 - .
e / i / v L1012 (0) 2y -+ 263 / /(@) do / Sy (@) ay / Ly @Rz +
o 0 ( § ;

1 o Y 1 z Y
+ 2¢ 65| /3 (@) d | 1y (y) d.'/[[fz(z)]2 dz -+ 2¢ 82/./1 () dw/"?//[fg(z)]z dz +
0 0 0 0 0 o
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Y

1 ax g{ 1 P
T f i f o) dy j [y @ P detete, f i f /1)y f [/, (I dz +
0 0 0 0 0 0
1 a v 1 ax Yy
e, fdx f ay ] [fy Q)R dz 4 det e, f 7 () dw f Ty () dy f fo(e) dz -+
0 0 0 0 0 0

1 x Y 1 x
+ 2} ¢, [dwf.fg () d?/]fz (2) dz + 2¢} %ffi (w)dwf?/fz (y)dy +
0 0 0 0 0
*gQ[dxfyfz dy—|-4slcsz1('vdxffl(ydyffz(zdz—|—
1 @ Yy 1 @
e [as [ [f@a 4o (100 [vrma+
0 0 0 0 0
1 @ 1 x Yy
taa [dmfyfi iy + s [ @as [ ay [ 7,000+
0 0 0 0 0

1

1 x Y
) &
+2e§s;/(1x/dy/j;(z)dz-{-egg;;/m%/;(m)dm-q- ‘62 %
O S 0

Supponiamo che f, (x) ed f,(«) siano di classe uno in [0,1],
con derivata prima assolutamente continua e derivata seconda
di quadrato sommabile. & ed ¢, si possono calcolare adoperando
rispettivamente le formule (4)" e (4). Infatti, posto wu, (x)=v, (x) —
J1(®)y uy(x) = v, (®) — f, (x), poiché u, ed u, sono soluzioni dei se-
guenti problemi di Cauchy :

Bl =—B(fy), 6 ()=—7s 1), u()=— 1+ f1),
E(“g) E(f. 2)s “2(0)=—f2 ,“2(0 =1— /' (0),

si pud assumere ¢ coincidente con il secondo membro della (4)’, ove
al posto di @, b e f si sostituisca — f; (1), — A+ 1) e — B(f,);
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A0 Am00 f L f ,q( / 6))dt|

cioe :

(37) & =eM max

ed, analogamente,

(38) & = e max
[0,1]

£2(0)+ (£ (0)—1)6/(0) 6(§)+f ‘fg(f"(f) '

Ogni scelta di f, (x) ed f,(x), nella considerata classe di fan-
zioni, con Vulteriore condizione data dalla (27), permette di calco-
lare valori per eccesso dei primi tre invarianti ortogonali I (I,
Gi(I) e G(T).

Vogliamo da ultimo provare come 8i possano costruire delle
successioni 37" (@)} e §/3" (@) tali che, fatte relativamente ad
" ed fi" 1e posizioni (28), (29), (30), (32), (34), (36), (37) e (38), e
detti O, O, O, o, 0i™, 0™, & e & i relativi primi mem-
bri, riesca:

lim (O + o)) = I ), m=1,2,3.

# — o

La possibilita di costruire le successioni § /" (#)} & una imme-
diata conseguenza di un semplice teorema di completezza che
veniaumo ora ad esporre.

Indichiamo con H,, (0, 1), m = 0, lo spazio hilbertiano (completo)
delle funzioni f(x), appartenenti a C"—1[0,1], dotate di derivata
(m — 1)-esima assolntamente continua ed aventi la derivata m-esima
appartenente a L®(0,1), con la consueta definizione di prodotto
scalare :

1

m dh ]h
(0= 2 f 7 (@) — g (2) dz.

he (l.’l}h dx"
0

(Se m=0: H,(0,1)= L® (0, 1))
Indicato con X, lo spazio cartesiano reale a due dimensioni e
supposto m = 2, si consideri lo spazio

H = Hm—2 (0, 1) @ ‘-"2

somma diretta di due spazi hilbertiani H,._, (0,1) e X,. 9 &
ancora uno spazio hilbertiano (completo) assumendo, se u=(/,a,,xq,€%
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e v=_g,9,,Y,) €U, come prodotto scalare in 9 il seguente :

(“’ v) = (/; g)m—?. + Ly Yy + To Yo =

m—2 dar dar
=h2' fdth d”hg(w)dw—[—w‘yi—l—xzyz.
0

Sia {p, (@)} (k=1,2,..) un sistema di funzioni linearmente
indipendenti, appartenenti a H,,(0,1) e completo in Hy, (0,1). Come
}p, (@)} ad esempio, si pud assumere la successione dei monomi nella
variabile x, oppure il classico sistema trigonometrico.

Sussiste il seguente teorema:

IV. Se 0 (x) appartiene a C™—1D[0,1] e ¢ (x) appartiene a
Cm=2 [0, 1], con m =2, il sistema di funzioni:

%Pk (@) = %(E(pk), Py (&) p;c ) k=1,2,..),

ove & & un punto fissato in [0, 1], & completo inK.

Procedendo in modo classico, basta provare che se u = (f, 2y, )
¢ un elemento di 9 tale che (u, Py)=0 (k =1, 2,...), necessaria-
mente f & Pelemento nullo di H,,_5(0,1) ed x, = », = 0.

Indichiamo con w la soluzione del problema di Cauchy: E(w) =f’
w(E) =x,, w’ (£) = »,. Dall’essere f€ H,_» (0,1) segue we€ H,,(0,1).
Per la completezza del sistema }p, (x){ in H, (0,1) esistono allora
le costaunti ¢ (k=1,...,n) tali che, posto:

w,, (4) = 2 o p, (%),

la successione jw, (¥)} converge a w(x) in I,,(0,1). Di consegnenza
tutte le derivate, fino all’ordine m — 1 incluso, della successione
Yw,, (x){ convergono uniformemente in [0,1] alle rispettive derivate

”n
Z ME (pk)§ conver-
Fo=1

ge in H,_»(0,1) alla funzione f= FE(w) e, in particolare, per
x =&, riesce:

della funzione w (). La successione } I (w,){=

lim w, (&)=, lim w, () =uw,.
1 —+co n — oo

Dalla :

dah -

m—2 " qh dahk
(u, Pp) = Zf S @) B (p,)de o p &)+ 2,p, (£)=0
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segue allora :

ar ar
zfmm - B(100) A2 - 10, (&) 104 () = 0

0

e, al limite per n — oo,

Z

h=0
0

ar f12
[d il dr 4 @ - a2 =0
cioe la tesi.

Fissato n, se 6 (x) appartiene a C—1[0,1] e ¢(x) appartiene
a C™M=9[0,1], come successioni |/ (x)} e} /5" (#)} possono assu-
mersi le seguenti

1 (@) z Gr@s S = 2 4, ),

dove le c{}) e le c{)) sono le soluzioni dei seguenti sistemi lineari
algebrici:

2[ (2)s B(phm + 2, 1)p, (D) +p, D) p, (D]l = —p7 (1) (h=1,. .,n)

k{}[(E(ph),E(p m +2,(0)p,(0) +p, (0)p, (0)] ef)=p’, (0) (h=1, ..., n).

2k

4. Ulteriore metodo per ’approssimazione di v, (x) e vy ().

Vogliamo ora esporre un procedimento per Papprossimazione
di v, () e v, (x), il quale non fa ricorso al teorema di completezza IV.
Sebbene il calcolo delle funzioni approssimanti si presenti pitt
laborioso, tale procedimento ha il vantaggio di esprimere gli errori
di approssimazione & ed & come funzioni esplicite di n.
Poniamo : :

(39) vi' = ¥ (i=1,2).
Per la prima delle (39) e per le (9) si ha:

x

(40) vy (@) = f @ — & () dE + (1 — a)

1
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e quindi, essendo F (v,) =0, ¢ & soluzione dell’equazione

me=[ww> + (@ — &)y @)] gV (E) dE + (1 — a)y(r) — a ()
1

con
0’ () __c(x)
Analogamente, per la seconda delle (39) e per Ia (10), si ha:
x
(41) [’v—f P® () dé +
0

e quindi, essendo F (v,) =0, ¢» & soluzione dell’equazione

o (@ ﬁa e — &)y @)] () A& + oy (o) + o (a),
Posto :
K (@8 =a@+@—87@), g@=0—ar@e—o@)
gy (®) = wy (x) + o ()

si ottengono allora le due seguenti equazioni integrali del tipo di
Volterra :

PV ()= { K (%, &) (&) dE + g, (v), @€ L2 (0,71)
1

”n

wm=fﬁmaW@ﬁ+%m,¢%£wmn

0

con il nucleo K (x, &) continuo nel quadrato 0 <x <1, 0 =<£&<1
¢ le funzioni g¢;(x) continue in [0, 1].
Posto

(42) | K (2, &) | <M, 0<<a<10<£&<1,

(43) lgiw) | < ND, o0<w<1, (i=1,2),
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e KO (2,8) = K (x, £), K (1, £) = f K (z, t) KO- (t, §) dt, si ha

allora :

4 P@=n@+ 2 @@= @+ 3 K0 e e

49 P =@+ 3 o0 =g+ 3 f K01 (a, &) g, 8) dL,

con ;

NOM» |@—1 |
(46) | @) < |2 — 1]

N@ M gn
4 Q) () | < ~— =
(47) |l @) | < —5
Poniamo :
\

(48) Y (0) = g: (%) + ;:2 19)22" (%) (i=1,2),
(49) 0@ = = ¢ (i=1,2),

h=n+1
quindi :
(50) @ (@) = ') (x) + o9 (2) (i =1,2).

Dalle (46) e (47) si ha facilmente :

N@ Mn+1 (1 — g)ntl eM(1—w)

1) (2
(51) o) (@) < e
N©@ M 0t gnd1 o Ma
(2) (
(52) | @ (@) | < T

Ricordando le (50), (40) e (41), le funzioni v, (z) e vy () 8i pos-
sono scrivere :

(53) v, (2) = £ @)+ ) (2)

(54) v, () = f2(n) (®) + 8(2") ()
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con :
(55) F@=1—a+ [ (@ — &)y (6) de
i
(56) =zt [ — oy e
0
(57) ) () = / (o — &) o) (&) at
1
(59) @)= [0 — 5o @
0
V. Riesce:
(59) | (@)| < N_m§enz<1—w) "y (2 — B ML —a)h +
M =1 h!
+ =i — ot B 0 — e
N@ 1 M1 xh
(60) | &g (@) < Tz{“”"hi (— 1)yt (o -2 — &y —'ﬁv“i
(= 1y [v +1 20— eMx)]}
e quindi:
‘ eM NG 41 o
(61) l 3(,1) (®) | < —(m)T (i=1,2).

Si ha infatti dalle (57) e (51) e, rispettivamente, dalle (58) e (52):

6 lgel=[E—al@e)| =

N M"-Hf

= (n—+1)! (¢

x

— @)(1 — grHieMu=b ag
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63)  |ep(o)| < f (0 — £)] o (&) | dE =
0

N (2) Jfnt1

S sn f (2 — &) g1+ ot g,

Poniamo : h (x) = /(x — &) gl eME GE s yisulta :

lemge
/(5 — ) (1 — &)+l M (1—8) & — /(1 —x — t) ¢+ el g
. / )

e, pertanto, le (62) e (63) si scrivono :

N () pf n+1 N @ jfn+1
(1) S — )| &) (p - x).
(64) | (w)| < TETY (1 —a);| e (n)| < T h (x)

Essendo, detta C una costante arbitravia, I, = / tset dt =

=sle 3 (—1)s+h +0, §i ha:

h=0
Mz Max
b (2) = r tit+let At — 1 2ot dt =
]un-l—z ]’[n—(-—s
0 0
x 1
= W[Lf—}-l]g{” — [I,z-f-2]amc =
(n41)! w L e wina M a1
— Y 1 g — 1\uth41
Mtz ( ]) + ¢ IEO( ]) !
n+ 2)! - . 742 ot Mh—1 gh
IS R AN iy e €
Da cui:
(n 4 1)! Mh—1 zh
(65) h (m) W %CMT 21(— ])"+h+] 71 + 2 — II)T— +

+ =1y fo+ 20— oo
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. 1) . 541 ,
(6()) h (1 —_— W) = W%bﬂ[ @ )hil (— 1) 1+h+1('n+2—h)°
h—1 —
—y_—(h]—:t__ -+ (— 1) [ —x 4 — n + 2 (1 e/l/(l—ac))]g i

Sostituendo le (65) e la (66) nelle (62) e (63) si ottengono le (59)
e (60).
Essendo:
e M v
- - . il —
wtamty: UTO=

"= = FamTs’
dalle (64) seguono le (61).
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