QUASICOLLINEAZIONI IN GEOMETRIE
SOPRA UN INSIEME QUALUNQUE (*)

di FABI0 Rosst (a Trieste) (**)

SOMMARIO. - Si infroduce e si studia il concetto di quasicollineazione fra due
geomefrie e si perviene ad una caratterizzazione degli spazi affini irridu-
¢ibili nell’ambito degli spazi quasigrafici.

SUMMARY. - The notion of quasicollineation in geometries is infroduced and a
characterization of the affine irriducible spaces in the set of quasigrafic
spaces is assigned.

Introduzione.

Seguendo J. Hartmanis [1] intenderemo per geometria un insieme
non vuoto i cui elementi sono detti «punti» ed in cui si distin-
guono determinati sottoinsiemi, detti «rettes, tali che:

a,) Per due punti distinti passi una ed una sola retta;
a,) Ogni retta contenga almeno due punti distinti.

Nel presente lavoro si introduce anzitutto la nozione di qua-
sicollineazione di una geometria ¢ in una geometria G/, come appli-
cazione del sostegno di G mnel sostegno di G’ tale che:

b,) I’immagine di una retta di G sia o una retta oppure un
punto di G’;

b,) I’immagine reciproca di un punto di G’ sia un sottospazio -
(eventualmente vuoto) di G.

(*) Pervenuto in Redazione il 4 settembre 1971.

Lavoro eseguito nel periodo di godimento di una borsa di studio del C.N.R.

(**) Indirizzo dell’Autore: Istituto di Matematica dell’ Universitd - Piazzale
Europa 1 — 34100 Trieste.
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Nel n. 1 si stabiliscono delle relazioni fra le quasicollineazioni
di @ in G’ e certi omomorfismi superiori completi del reticolo
dei sottospazi di G nel reticolo dei sottospazi di G’; relazioni che
permettono di interpretare molti dei risultati geometrici dal punto
di vista reticolare.

Nel n. 2 si introduce la nozione di partizione geometrica di @,
pervenendo a caratterizzare le quasicollineazioni mediante tali par-
tizioni: ad una quasico]linéa,zione di G in G’ rimane associata
una ben determinata partizione geometrica di @ ed ogni partizione
geometrica di @G individua, a meno di collineazioni, una quasicol-
lineazione di G in una opportuna geometria G’.

Nei nn. seguenti si tratta il caso che la geometria sia uno
spazio quasigrafico § ([5]) mostrando (n. 3) che 'immagine di § in una
quasicollineazione f & ancora uno spazio quasigrafico e che esiste
un sottospazio S di S tale che la restrizione di f ad S sia una
collineazione fra S ed f(8): pertanto ogni immagine quasicollineare
di 8 & immergibile in 8 stesso.

Ogni partizione geometrica di uno spazio quasigrafico S, privo
di-rette con due soli punti, risulta poi costituita da sottospazi che
hanno o tutti la stessa dimensione finita oppure tutti dimensione
infinita (n. 4); cio permette di definire il rango di una quasicollinea-
zione f di S come dimensione di uno (qualunque) dei sottospazi
della partizione geometrica associata ad f. Si stabiliscono succes-
sivamente delle relazioni fra il rango di f, la dimensione di f(S) e
la dimensione di S stesso, supposta finita (n. 5).

Nel n. 6 si assegna una condizione necessaria e sufficiente per
Desistenza di quasicollineaziohi « proprie » di uno spazio quasigrafico
(cio® né collineazioni né tali da mutare tutto lo spazio in un me-
desimo punto). In base a tale condizione si caratterizzano (nn. 7, 8)
gli spazi quasigrafici, privi di rette con due soli punti, per i quali
esistono « tutte le possibili » quasicollineazioni di rango uno; lesi-
stenza di queste comporta poi lesistenza di tutte le possibili quasi-
collineazioni di rango qualunque. Si riconosce, in tal modo (n.9),
che i predetti spazi sono tutti e ‘soli gli spazi affini irriducibili;
essi restano cosi caratterizzati, nell’ambito degli spazi quasigrafici,
mediante le quasicollineazioni.

I risultati del n. 6 permettono infine di determinare una fami-
glia di spazi quasigrafici per i quali ogni quasicollineazione che non
muti tutto lo spazio in un medesimo punto & una collineazione
(n. 10). A tale famiglia appartengono, in particolare, gli spazi grafici
irriducibili (di dimensione qualunque).
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1. Quasicollineazioni e prime proprieta.

Data una quasicollineazione f di una geometria G in una
geometria G’ (nel senso precisato nell’introduzione), valgono le se-
guenti proposizioni :

o) Se G & un sottospazio di G,f(@) ¢ un sottospazio di G’;

ay) Se G7 & un sottospazio di G’,f~1(G’) & un sottospazio di G;

;) Se X & un sottoinsieme di G e ( X ) & il sottospazio di
@ generato da X, si ha fF{ X ))= {f(X));

0,) Se immagine di una retta » & ancora una retta »’, la f
subordina una biiezione fra » e 7’.

La «,) segue immediatamente dalla definizione di quasicollinea-
zione.

Per la a,) possiamo supporre che f —1((_}’) contenga almeno due
punti distinti. Se P &= @ sono due punti di f—l(E’) e se f(P)=
== f(@), poiché la retta +»’ = f(P)uf(Q) é contenuta in 5’, la retta
r = Py @ & contenuta in f—! (G’). Se poi f(P)=7f(Q), 1a b,) porta
immediatamente a concludere che » & contenuta in f—l(a’), onde
in ogni caso, f—l(a’) ¢ un sottospazio di @.

s,

Detto X un qualunque sottoinsieme di G se G’ & un sottospazio
di G’ contenente f(X) sara:

G 2f(X)=> G nf()=G2f(X)=>7"1(6" DX
Ma, dall’essere f—!(G") sottospazio di @, si ha:
STHUEN XY =>[f"HG") 2f (X)) =>G*D
DX Y=>G (X))

Essendo {f(X)) un sottospazio di G’ contenente f(X), risulta
(f(X))Df(KX)); ed avendosi f({X))D f(X), sard anche f({ X)) D
D {(f (X)), onde la a,).
La a,) & immediata.
Seguendo [2] diremo collineazione di una geometria G su una
geometria G’ ogni applicazione f di G in G’ tale che:
a) f sia biiettiva;
b) Se A, B, C sono punti allineati di @, f(4),f(B),f(C) sono
punti allineati di G’ ;
c) Se A’, B/, ¢/ sono punti allineati di @', f—'(4"), /"1 (B’),
J71(C’) sono punti allineati di @.
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1 evidente che :

1.1. Una quasicollineazione f di G in G’ & una collineazione,
se e solo se é biiettiva.

Se {Galacr ¢ una famiglia di sottospazi di @, indicheremo con
aYI G, lunione insiemistica dei @,. Indicando, come in [1], con

_91 @, il sottospazio congiungente dei @,, sard allora UI G, =
a a€

=< v 6. ». Dalla a,) discende quindi :
“5) f(alEJI Ga)z_f(< a\E/IGa>) = <f(aYI G(X) >=
= < aEvI 'f(Ga)> = ayl f (Ga).

Indichiamo ora con Rg ed Ry rispettivamente il reticolo dei
sottospazi della geometria G e quello della geometria G'. Essi, come
¢ noto (cfr. [1]), sono reticoli completi, atomici e dotati di massimo
e minimo assoluti.

Proveremo che:

1.2. Una quasicollineazione f di G in G’ determina un omomor fismo
superiore completo ¢ di ‘Rg in ‘Rg verificante le :
o) Se Qo=@ (G,) per ogni Gp € Gy di Ri esiste un G4 € G,
di ‘Rg tale che @ (Gp)= Gp:
ay) Qo= O => ¢ (G, =+ @.
Viceversa, ogni tale omomorfismo proviene da una quasicollineazione.
Le proposizioni «,) — a;) implicano, chiaramente, che ogni quasi-
collineazione f di G in G’ determina un omomorfismo superiore
completo di ‘R¢g in “Re (cfr. [4],[3]) verificante la ag), a;). Viceversa,
se @ & un omomorfismo superiore completo di “Rg in Rg verificante
le o), a;), Vimmagine in ¢ di un punto P di ¢ & un punto di G'.
Infatti ¢ (P) & un sottospazio non vuoto di G’ onde, se P’ & un
punto di ¢ (P), segue ¢ (P)= P’ poiché, come si verifica subito,
risulta ¢ (@)= @. La ¢ determina allora una applicazione f di
G in G’, ponendo f(P)= ¢ (P) per ogni P€ @.
Se # & una retta di G,@(r) o & un punto o una retta di G’;
poiché ¢ & un omomorfismo superiore, il sottoinsieme

J)={P'|P' €@ P’ = @ (P), Per)
di @&’ & contenuto in ¢(r); ma o;) implica ¢ (r) € f(r), onde
p(ry=f(r) e la f verifica la b,). Se P’ & un punto di G’ consi-
deriamo il sottoinsieme

f1(P)={P|PeG, g (P)= P’
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di @. Supponendo che f—1(P’) == ¢, poniamo f~1(P’) = {Pa}acr, G =

= aLEJI P, . Risulta allora r/)(G)_z a{(JI(p(Pa) = P’; ma per ogni
Pe@ & @(P)=P’, onde Ge f! (P’); avendosi d’altra parte
GDf—1(P’), segue G = f~1(P’); la tesi & cosi provata.

Osserviamo che le applicazioni di una geometria G in una
geometria G’ ciascuna delle quali muta @ in un punto di G’, sono
quasicollineazioni; esse saranno dette banali.

Diremo poi quasicollineazione propria di G in G’ ogni quasi-
collineazione che non sia né banale né una collineazione (fra G ed
f(@). Notiamo che esistono effettivamente quasicollineazioni proprie
per (particolari) geometrie G e G’. Se infatti G & uno spazio grafico
riducibile di dimensione n =2 o infinita, ed 8’, §” sono suoi
sottospazi costituenti una partizione di &, I’applicazione f di @ in
G cosl definita :

P ge xef8

JS(x)=
Q se xe 8"

con P, Q punti fissati di 8/, 8" rispettivamente, & una quasicollinea-
zione propria di G in G = G.

2. Quasicollineazioni e g-partizioni.

Sia G una geometria. Diremo partizione geometrica o g-partizione
di @ una famiglia n di sottospazi (non vuoti) di G verificante le
proprieta :

o') =z costituisce una partizione di G;

o) Se esistono tre elementi distinti Ap, 49, Ar di n ed una
retta r di G che intersechi Ap, Adg, Ar, ogni retta intersecante
due di egsi, interseca anche il terzo. (!)

Per ogni geometria G esistono g-partizioni di G : tali sono al-
meno quella costituita dai singoli punti di G e quella formata da
G stesso; quest’ultima la chiameremo banale.

Diremo g-partizione propria di G ogni g-partizione n di G alla
quale appartiene almeno un sottospazio proprio contenente piu di
un punto.

(!) Converremo di indicare con 4, 1’elemento di @ che contiene il punto P.
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Verifichiamo che :

2.1. Ogni quasicollineazione f di una geometria G in una geo-
metria G’ da luogo ad una g-partizione di G, univocamente individuata
da f.

L’insieme delle controimmagini in f dei punti di f(&) & infatti
una g-partizione di @, ben individuata da f, che chiameremo
¢ partizione determinata da f.

2.2. Ogni g-partizione = ‘d@ G da luogo ad una quasicollineazione
fdi G, su una opportuna geometria G’, che determina la 7 stessa.

Se infatti = & la g-partizione data, per ogni retta + di G si
consideri il sottoinsieme r — {Aplpcr di #. Chiamando « punti» gli
elementi di # e «rette» i sottoinsiemi predetti qualora contengano
almeno due punti distinti, si ottiene, con facile verifica, una geo-
metria G’ su m. L’applicazione canonica f di @G su z = G’ fornisce
allora la quasicollineazione richiesta.

Inoltre, se G, G, @" sono tre geometrie qualsiasi si ha che:

2.3. Due quasicollineazioni f, g di G su G’ e G" rispettivamente,
determinano la stessa g-partizione di G se e solo se esiste una col-
lineazione A di G’ su .G" tale che g = A o f.

Detta infatti = la g-partizione determinata da f e g e conside-
rata la geometria indotta su = da @, sia h la quasicollineazione
canonica di G su z. Esistono allora due collineazioni 4,,2, di =
. 8u @', G" rispettivamente, tali che f =21, o h,g =14, o h. Posto al-

lora =14, 0 7", si ottiene g =1 o f. Il viceversa & immediato.
Data allora una g-partizione = di @ diremo quasicollineazione
associata alla x, la quasicollineazione f di @, individuata a meno
di collineazioni, che determina la = stessa.
Osserviamo ancora che, ricordando la definizione di quasicol-
lineazione propria di @, si ha:

2.4. Condizione necessaria ¢ sufficiente per Pesistenza di una qua-
sicollineazione propria di G ‘¢ Vesistenza di una g-partizione propria
di @.

3. Quasicollineazioni negli spazi quasigrafici.

v

Uno spazio quasigrafico § & come noto [5], una geometria &
i cui sottospazi verificano la ulteriore proprieta ;
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a;) Se S & un sottospazio e P un punto non in S accade
che Sy P copre S (in simboli : Sy P+ 8).

In questo numero e mnei seguenti ci occuperemo delle quasi-
collineazioni di uno spazio quasigrafico S8 con particolare riferimento
alle quasicollineazioni proprie.

Sia dunque S uno spazio quasigrafico, G una geometria arbi-
traria ed f una quasicollineazione di S in G. Mostriamo anzitutto
che :

3.1. Se la restrizione di f ad un sottospazio S* di S é wna col-
lineazione di 8* su f(S*) e se esiste un punto P’ € G tale che P’ € f(8),
P’ ef (8%, allora per ogni P€S con f(P)= P’ la restrizione della
f ad 8*y P é una collineazione di S* y P su f(8*y P)=f(8* u P

La proposizione ¢ evidente se la f & una collineazione di S
su f(8). Supponiamo dunque che la f sia una quasicollineazione pro-
pria di 8 in G e procediamo per assurdo. Esistera allora un punto
Pe S tale che f(P)=P’ e la restrizione della f al sottospazio
S* y P sia una quasicollineazione propria di S* uP su f(S*y P’
In altri termini, esistera qualche punto Q’E/' *)uy P’ proveniente,
tramite la f, da almeno dune punti distinti di §* y P. Poniamo ora
S=R8*yP, 8" =f"1(Q)nS. 8" & ovviamente un sottospazio di
S; verifichiamo che S”N 8* = . Infafti, se esistesse un punto
Qe8”Nn 8% si avrebbe Q€ 8" N S* =>f(Q) = Q" =—> @’ ef(8%. Ma
per le ipotesi fatte su @7, esistera un punto @* == @ in S tale che
7(Q* = Q" ; pertanto Q*¢ S*. Poiché P ¢ S* ed essendo S uno spazio
quasigrafico, sara S +— S* onde, avendosi S 8*y Q* 8% dovra
necessariamente accadere che S = S* y Q*. Quindi:

PUFSY=[(P)Uf(8)=F(PUSH=F(S)=
=f(S*uQ") =SB uf(Q) =1 (5"

ossia P’ €1 (8*) il che & contro Vipotesi.

Quanto fin qui dimostrato assicura inoltre che per ogni punto
RES Ré¢S* & f(R)¢f(S*. Fissato poi un punto @€ 8", essendo
Qe s’ §, esiste un sottospazio X di S tale che X N 8" = {Q},
XuS8”=48. Non pud aversi 8* = X altrimenti risulterebbe X N 8=
= 8§*N 8" = & ; n& puo essere X o S* perche, diversamente, X > §*,
XYc8=>X=8=>XNn8" =8n58"=28"> {Q]. Segue che Xp S*.
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Esiste allora un punto He S* con H¢ X. Ma:

FE)NFS)2F (XN 8")=Ff(Q) = Q' = f(8")=>f(X)nf(8") =F(8");

ossia f(X)D f(8”). Si ha allora:
F(XuB)=f(8)=f(8*uP)=>F(X)uf(S) =
=f(SNU P =>f(X)=[(8*u P =>Ff(X)DS (5.

In particolare, poiché f(H)ef(S*) cf(X ), esisterd un punto K€ X
tale che f(K)=f(H). Ma K & necessariamente distinto da H, onde
K non pud essere in S*. Cid contrasta con una affermazione pre-
cedente e la 3.1. & cosi dimostrata.

Siamo ora in grado di provare la proposizione :

3.2. Se f ¢é una quasicollineazione di uno spazio quasigrafico S
in una geometria G, esiste un sottospazio S* di S tale che la restri-
zione di f ad S* sia una collineazione fra S* ed f(S).

La proposizione & evidente se Ia J € 'gia una collineazione fra
8 ed f(S). Altrimenti, indichiamo con « I’insieme dei sottospazi §
di § tali che la restrizione della f ad S sia una collineazione fra
S ed 7(8) (€7 (8). B A4 & contenendo almeno i punti di S (e
qualche retta, se f(8) non & un punto). Rispetto all’ordinamento
per inclusione Tinsieme of &, come si verifica facilmente, induttivo ;
onde esiste in of almeno un elemento massimale S*. La restrizione
di f ad 8* sard quindi una collineazione fra S* ed f(S*. Verifi-
chiamo che f(8* = f(S). Infatti, se cid non fosse vero, esiste-
rebbe un punto P’ con P’€f(S), P’¢f(S*. In virtii della 3.1.,
detto P un punto di § tale che J(P)=P’, la restrizione di f a
PyS* & una collineazione di Py S* su f(PuS*(crf(S). Ma
PyS*> 8* e cid contraddice la massimality di S*

Dalla proprieta 3.2., tenuto anche conto di [5], discende la:

3.8. L'immagine f(8) di uno spazio quasigrafico 8 in una quasi-
collineazione f verifica le seguenti propricta :
B, £(8) é uno spazio quasigrafico ;
Be) f(8) é immergibile in S ;

Bs) A (f(8) << d(8);se 8 ha dimensione finita n si ha d (f(S)=
= d (8) se e solo se f & una collineazione.
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Osserviamo che, in forza alla f,), ogni quasicollineazione f di
S in una geometria G determina una quasicollineazione di S in §
associata (cfr. n. 2) alla g-partizione determinata da f. Per lo studio
di ulteriori proprietd delle quasicollineazioni di uno spazio quasi-
grafico S in una geometria G sara dunque sufficiente ridursi al
cago G = 8.

4. g-partizioni negli spazi quasigrafici. Rango di una quasicol-
lineazione.

Siano, § uno spazio quasigrafico di dimensione qualsiasi (finita
0 no) e ; una g-partizione non banale di S. Fissati due elementi
distinti Ap ed Ag di =, si ha che:

4.1. Se la retta r =Py @ contiene almeno tre punti distinti,
la dimensione di Ap coincide con quella di Ag .
Poniamo 4 = RV Agr . Tenuto conto che = & una g-partizione
€7

si verifica facilmente che A & un sottospazio di S. Mostriamo ora
che, fissati arbitrariamente dne punti distinti H e K di » si ha

Sia 7' un punto di A. Esiste allora un punto U di » tale che
TeAy. Indicato con L un punto di » distinto da H e da U, esi-
stente per ipotesi, la retta 7'y L interseca Ay in un punto distinto
da L. Poiché L€ Arguy K si conclude che anche T¢€ Azy K onde
AC Aguy K. Ividentemente A D AgUK; pertanto A = Apy K;
ed essendo L§ Ag, ¢ A— Ag. Per ogni Rer & dunque A — Ag quindi
d(Ap) = d(4g)

Supponendo allora che S non contenga rette con due soli punti,
la 4.1. implica che:

4.2. GQli elementi di z hanno o tutti la stessa dimensione finita
o tutti dimensione infinita.

Dalle 2.1., 4.2. discende che ad ogni quasicollineazione f di S
pud associarsi o un intero r = 0 univocamente determinato da f,
oppure il simbolo infinito; vale a dire, la dimensione di un (qua-
lunque) sottospazio appartenente alla g-partizione determinata da f.
Diremo allora, rispettivamente, che f ha rango (finito) » o rango
infinito.

Sempre nell’ipotesi che & sia uno spazio quasigrafico in cui
ogni retta contenga almeno tre punti, dalla 4.2. discende ancora che:
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4.3. Una quasicollineazione di 8 su uno spazio quasigrafico S’
¢ una collineazione se e solo se esiste un punto di S’ la cui controim-
magine sta un punto di S.

5. Relazione fra rango di una quasicollineazione e dimensione
dello spazio immagine.

Sia § uno spazio quasigrafico qualsiasi e # una g-partizione di
8. Verifichiamo che :

5.1. Hsiste un sottospazio S* di S che interseca in uno ed un
solo punto tutti gli elementi di m. Hsso, a meno di collineazioni, coin-
cide con f(S) dove f é la quasicollineazione associata a .

Infatti # da luogo, a norma della 2.2., ad una quasicollineazione
f di 8. Esiste allora per la 3.2., un sottospazio §* di § tale che
la restrizione di f ad S* sia una collineazione di S* su f(S); tale
8* &, come si verifica subito, il sottospazio cercato.

Se § ¢ privo di rette con due soli punti ed f & una quasicol-
lineazione di 8, ci proponiamo di determinare la dimensione di f(S),
determinazione che in virtia della 5.1., & ricondotta a quella della
dimensione di S*. Premettiamo le seguenti proprieta.

Siano dati una g-partizione n ed un sottospazio E(:i: @) di S.

5.2. Se A=V_Ap, st ha:
PeS |

7, A é un sottospazio di S;
yo) A=Apu :9_, qualunque sia PE€S.

La y,) ¢ immediata conseguenza del fatto che m# & una g-parti-
zione di S. Per provare la y,) basta far vedere che per ogni Pes
& ApUS D A. Se infatti Q € A esiste un punto R € S tale che Qedyr.
Supponendo, per evitare casi banali, che Ap &= Ay , poiché sulla retta
r =Ry P si trova, per ipotesi, un punto 7 == R, P, la retta Qu T
interseca Ap in un punto distinto da 7. Essendo T € 8 si conclude
che Q€ A,y S, onde ApySD A.

Sia ora S di dimensione finita ed esista un elemento di = di
dimensione pure finita (da cui tutti gli elementi di = hanno la
stessa dimensione di quello).

5.3. Se per qualche Ap€m, AxNS éun punto Q, allora :
ys) Per ogni P€8 ¢ Apn 8§ = (P);
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y,) Posto A= V_Ap si ha d(A)=d(4p) + a(8) qualunque
PeS
sta Ap€Em.

Per dimostrare la y;) osserviamo che se esistessero due punti
distinti H, K di S tali che Ag = Ag, poiché la retta Hy § con-
tiene un punto L == H, @, anche la retta L y K dovrebbe intersecare
Ap in un punto di S diverso da Q.

Per la y,) procediamo per induzione su d(S8). Se d 8)=10
I’affermazione & certamente vera. Sia allora d(§) > 0 e supponiamo
vera la proposizione per ogni sottospazio 8* di 8, per cui & ApN §*=
= {P} per qualche P di §* ogni qualvolta si abbia d (8% < a(s).
Poiché S & uno spazio quasigrafico, fissato un punto L€ S esiste
un sottospazio S* di S tale che S* = S, L ¢ 8* S*y L = S. Dall’es-
sere d(8) =1, sard d(8*) = d (5§) — 1 =0 (cfr. [5]), quindi §* &= & ;
inoltre, per le ipotesi fatte su §, per ogni P € S* risulterd 4Ap N 8* =
= {P}. Posto allora 4* = pYS* Ap, dall’ipotesi induttivasegue d(4*)=
=d(Ap)+ d(8*: la dimensione di A* & pertanto finita. Verifichia-
mo ora che 4 = A* y L. Dalla 5.2, per ogni P€S* si ha Ap y S*=A4%;
onde, fissato un punto P € S*, risulta :

A=ApyS=Apu(S*uL)=(ApulSHuL =A%y L

Essendo A* di dimensione finita ed L ¢ A* (cfr. y,) & necessariamente
d(A)=d(A* 4+ 1. Dunque d(A)=d(4p)+d(8)—14+1=
=d(Ap) + d(8).

Siamo ora in grado di assegnare una relazione fra il rango di
una quasicollineazione f di S, la dimensione di f(S) e la dimensione
di S stesso supposta finita ed uguale ad n. Si ha infatti che:

5.4. Se r ¢ il rango di fyr=a(8)— d(f(8)).
Indicando con m la dimensione di f(S), esiste, per la 5.1, un
sottospazio 8* di 8 di dimensione m intersecato in uno ed un solo
punto da ogni elemento della partizione = determinata da f. Posto
allora 4 = P\E/S* Ap, la 5.3. porge d(A)=d (4p)+ m qualunque sia
Ap€m, onde, osservando che A = §, segue r =d (Ap) =n — m.
Come corollario della proprietd 5.4., potremo affermare che:

5.5. Condizione necessaria e sufficiente affinché esista una quasi-
collineazione di S su qualche spazio quasigrafico di dimensione m
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(n=m), é che esista almeno una g-partizione di S contenente un
sottospazio di dimensione n — m.

6. Condizione per I’esistenza di una g-partizione propria di uno
spazio quasigrafico S.

Sia S nno spazio quasigrafico di dimensione > 1 (finita o no)
non contenente rette con due'soli punti.
Diremo che due rette a, b di 8 sono parallele (|]) se

a=10 o aﬂb_@ d(audb) =

10 noto allora che la relazione binaria T definita nell’insieme
delle rette di 8 da a Cb <—> al||b & riflessiva e simmetrica.

Diremo che C & S debolmente transitiva se esiste un sottospazio
proprio S di 8, di dimensione =1, tale che: comunque si fissi una
retta a in E o 8 contiene tutte le parallele alla retta a oppure,
dall’essere a||b,b|| ¢, con b e ¢ non contenute in S, accade che per

ogni punto P di a passi una parallela & alla retta ¢, contenuta in S.
Dalla definizione appare évidente che :

. C @ transitiva se e solo se C ¢ adebolmente transitiva con
a qualunque retta di S.
Indichiamo ora con § un (eventuale) gottospazio proprio di &S,
di dimensione = 1, verificante le proprieta :

0,) Se h & una retta qualunque di S che non ammette paral-
lela in S e se, per un punto @ di %, passa una parallela b a qualche
retta di S_; allora per ogni punto di % passa una ed una sola retta
parallela alla b;

3;) La relazione T di parallelismo & S-debolmente transitiva ;
e, se d(8)>1:

#,) Considerati comunqde tre punti non allineati H, K, IL in
S, se due lati del triangolo di vertici H, K, L. ammettono parallela

in S_; esiste in S anche una retta parallela al terzo lato.

6.2. Un sottospazio S di S & del tipo predetto se e solo se ap-
partiene a qualche g-partizione propria di S,
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Sia § un sottospazio proprio di § verificante le ), d,), 8,) (questa
ultima se d(8)>>1); proveremo che esiste una g-partizione propria
a di 8 contenente S. Anzitutto si verificano facilmente le seguenti
proposizioni :

£,) Per ogni punto PE€S, pP¢s passa una ed una sola retta »
parallela ad una qualsiasi retta data in S.

&) Se a & una qualunque retta di S ed r la parallela per
un punto P ¢ S, per ogni punto @ € S passa una ed una sola retta
parallela alla retta r; tale retta e inoltre contenuta in S.

Considerando poi per ogni P€S, P¢ S il sottoinsieme (non vuoto)
AP di S:

Ap=1{Q|Q==P:3ac S,a|r=PuyQ + (P)
si ha che: )
Eg) WY PES,P¢S=>Ap & un sottospazio di §.

Siano @, , (), due punti distinti di Ap. Se P€Q, U Q, & evi-
dente che @,y Q, € Ap; altrimenti & Q,3=P,Q, 3P, Q,u P 3+ Q,u P.
Pertanto a norma delle proprieta &,),£,) e della definizione di Ap,
esistono due rette a, == a, di S, uscenti da uno stesso punto REeS,
tali che a,|| Q, U P, a,| Q,u P. Contenendo S Ie rette a,, a, deve
essere d(S)>>1; onde, per la d3)s S contiene una retta a parallela
alla retta @, y @, . Per ogni punto Q€ Q, U @, esistera allora, sempre
per la ), una retta r € S parailela alla retta Q u P. Quindi Q€ Ap.

E) M PES,P¢S=>ApNS= @ ; Ap= Ar<=—> RE€ Ap.

La prima affermazione & ovvia. Per la seconda dimostriamo
che Re€ Ap—> Ap= Ay, risultando del tutto evidente il viceversa.

Se infatti @ (5= R) ¢ un punto di Ar esiste una retta agg tale

che a||QuU R. Ma Re€ Ap, pertanto S contiene anche una retta b
parallela alla retta Ry P. Se QU R== Ry P (il che, come abbiamo

visto in precedenza, implica d(S8)> 1), la ;) porta subito a con-
cludere che Q)€ Ap; se Q€ Ry P tale affermazione & ovvia. Pertanto
Agr € Ap. Analogamente si prova che Ap € Ar, onde la &,).

&) ApF Arp=—> ApNAr= O.

Infatti ApﬂAR:i: (9%} :>3QEAP,AR:>A.1>=A.Q,AQ=
=Ap=—>Ap = Ayp.
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Da &), &), &) segue che' la famiglia
n={{APlp s pe53 S = Am, HES)

di sottospazi di S costituisce Euna partizione di S.

Fissati ora tre elementi distinti Ap, Ag, Ar di = con P, Q, R
appartenenti ad una medesima retta », mostriamo infine che :

&) Se M & un punto di Ap(Adg; Ar) le rette MU Q, MUR
(MUP,MyR; MUP, MU Q ) /intersecano rispettivamente Agp, 4q
(Ap, Ap; Ay, AP)

Se M =P la &) @ ovvia. Snppoqto M == P, poiché r non am-
mette parallela in S, per R passay una retta s parallela alla MU P
contenuta in Ax(%). Ma la retta M U @ non & parallela ad s perché
non contenuta in Ap (cfr.(?)) con Ap= Ay); onde, essendo com-
planare con s, la interseca in nn punto necessariamente di Az. Ana-
logamente si procede negli altri casi.

Sia b una retta intersecante Ap, A¢ in due punti L, M rispettiva-
mente. Se almeno uno dei dde punti coincide con P o @, h inter-
seca, per la &), anche Ar. Supposto dunque L == P, M == @, 1a retta
LU @ interseca Ap in un puinto 7. Ma essendo Ap= A, Ap= Ar,
si conclude che anche la retta h interseca Agr. Dall’arbitrarietd di
Ap,Aq, Ar segue che la x ¢/ una g-partizione (propria) di 8.

Supponiamo ora data unha g-partizione propria di § e provia-
mo che ogni suo elemento verifica le condizioni 8). A tale scopo
fissiamo arbitrariamente un elemento Ap di @#. Si ha:

Ei) Per ogni punto Qie Ap passa ‘una ed una sola retta r
parallela ad una qualsiasi retta data di Ap; tale retta &, inoltre,
contenuta in Ag.

Osserviamo che, essendoin una g¢-partizione propria di S ed S
uno spazio quasigrafico privo'di rette con due soli punti, a norma
della proposizione 4.2. per (;)gni ApEx & d(Ap)=1. Sia allora a
una retta di Ap. Poiche la retta b = QU H con H un punto qual-
siasi di a, possiede un ulteriore punto K == @, H, i sottospazi
Ag(=Ap), Ag, Aq sono distinti. Pertanto la retta KU H,,con H,
punto di a diverso da H, incide Ay in un punto ¢, distinto
da Q. La retta »r = Q, U Q@ (€4g) &, manifestamente, parallela alla

(?) L’esistenza di & & manifestamente una conseguenza di J;). Se AR=§O
AP=‘STla 5_2) e la definizione di 45 implicano s & 4p. Altfimenﬁ, esiste una
retta a di S talechea|MyP, M P|/s con My P ed s non in S; onde & an-

cora sS4 . poiché S contiene certamente una retta parallela ad s {(cfr. J,)).
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retta a. Per ogni punto R €D, pertanto, passa almeno una paral-
lela rp alla retta a tale che rr € Ap. Inoltre, detto ¢ il piano aUbd
&, evidentemente ArN ¢ = rp. Sara allora:

Vorr=V (AxNo)=(V ApNo=(4pNb)No = o;
essendo, in forza alla proposizione 5.2., R\Elb Ar=Apudb; A,udDo.
Vediamo ora che per il punto @ passa solamente la retta » paral-
lela alla retta a. Supponiamo infatti che per ¢ passi un’altra retta
r, , distinta da r, parallela ad a. Dovra allora essere », C 0,7, € Ag.-
Se Q &= @ & un punto di r, sard allora:

EM{AQ’ (—“)“{AP:> AQZ}:AQ(:}: AP)7A64: AP.

Ma poiché QE€o e o —_—R\{br”, esiste qualche R €D tale che ¢ €ry.

Ricordando che T = AE No si ha:

Qerg=—>QeA; => Az = Agp.

La retta b, pertanto, interseca A§, AQ, 4,, onde r, deve intersecare
necessariamente Ap e quindi a, essendo Ap No=a; il che & as-
surdo.

B poi del tutto evidente che:

22) Per ogni punto di Ap passa una ed una sola retta pa-
rallela ad una qualsiasi retta di Ag, con @ arbitrario punto di §
non appartenente ad Ap. Tale retta ¢ inoltre contenuta in Ap.

Se & & una retta qualunque di S che non ammette parallela in Ap
e se b & una retta per ¢ €h parallela a qualche retta di Ap, risulta
b Adg, AgN h = {Q}; Paffermazione & ovvia se Ap = Ag; altrimenti
si ottiene immediatamente dalle Ei), Z:“;). Pertanto, sempre per la 5_1)7
per ogni punto di h passa una ed una sola retta parallela alla retta
b. La ;) & cosi dimostrata. Se b,c¢ sono due rette non contenute
in Ap ed @ & una retta qualunque di Ap in modo da aversi a || b,
bl ¢, la retta ¢ & contenuta in Ay essendo @ un punto di ¢ stessa;
inoltre A¢g == Ap. Quindi, a norma della 5_2), per ogni punto di a
passa una parallela alla retta ¢ contenuta in Ap, onde la J,). Sup-
posto poi d(4Ap) > 1, se H, K, L sono tre punti non allineati di S,
siano Hy K ed HyL due rette ammettenti parallela in Ap. Sup-

ponendo ancora H ¢ Ap (altrimenti la d;) sarebbe ovvia), dalla ;T‘) si
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ha HyKC€ Ay, HUL < Ag. Sara allora anche Ly K c Az onde,
per la 5_2), esiste in Ap una parallela alla retta L y K. Ne segue la
03) e la 6.2. & cosi completamente dimostrata.

Fissato arbitrariamente jun elemento Ap di una g-partizione
propria 7z di S, si consideri la famiglia {r.}.cs di tutte le rette di

Ap passanti per P. Da Ei):zz) segue immediatamente che :

6.3. Per ogni B¢ Ap risulta Ap = YI 7q 4 essendo 1, la parallela
per R alla retta v, | )
Cid ¢ come affermare ché

6.4. Due g-partizioni n e a’ distinte di S, non possono contencre
uno stesso elemento. Ossia : ogni elemento Ap di una g-partizione =
determina, in modo univoco, la = stessa.

7. Condizione per Pesistenza di quasicollineazioni di rango » = 1.

Sia 8 uno spazio quasigrafico privo di rette con due soli punti,
di dimensione >>1 (finita o no).

7.1 Condizione necessaria e sufficiente affinché esista una quasi-
collineazione di S (su qualche spazio quasigrafico) di ramgo r =1 ¢é
che esista una retta s di S tale che
d,) Per ogni punto P di S passi una ed una sola parallela
alla 8; | ‘
dy) Per ogni retta a8, dall’essere a||b, b|| c seque a || ¢, quali
che siano le rette b, ec. ,

La 7.1. segue subito dalla:

|

7.2. Una vetta s di S af)partiene ad una g-partizione di S se e
solo se werifica le d,), d,).

Se esiste una g-partizioné z di S contenente s essa & certamente
propria. Pertanto, a norma |della proposizione &) di cui alla 6.2.,
segue subito la validita delld d,); poiché, in virti della 6.3., ogni
retta a parallela ad s appartibne a z, applicando alla retta a la d,),
si ottiene la d,). Viceversa, | esista in S una retta s soddisfacente
le d,),d,). Se I & una qualsiasi retta di S non parallela ad s e se
b & la parallela alla retta s per un punto @€h, poiché per ogni
punto di A passa una (ed una sola) parallela ¢ alla retta s, a norma

|
|
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della d,) si ha allora:

c|s,s||b=>c||b; e, supposto ¢ |[b;¢ |bb|s=>c|s;
onde s verifica la d,). 35 poi manifesto che s verifica la dy). La
proposizione 6.2. assicura pertanto V’esistenza di una ¢ partizione =,
contenente s, costituita da rette di 8.

8. Condizione per D’esistenza di tutte le possibili quasicollinea-
zioni di uno spazio quasigrafico S.

Supponiamo sempre di operare in uno spazio quasigrafico S di
dimensione > 1 e privo di rette con due soli punti. Detto allora

S un sottospazio proprio di S di dimensione =1 si ha che:

8.1. Se ogni retta di S appartiene ad una g-partizione di S esiste
una g-partizione (propria) di S cui appartiene S.

Se la dimensione di S & uno, la proprietd & evidente. Sia al-
lora tale dimensione = 2 e verifichiamo che S soddisfa alla §,) di cui
alla 6.2. Pertanto, indichiamo con H, K, I, tre punti non allineati di
8 tali che le rette Hy K, Ly K ammettano parallela in 8. Se al-
meno uno dei tre punti appartiene ad S, si vede immediatamente
che la retta H y L ammette parallela in S poiché vi @ contenuta ;
supponiamo percido che i tre punti non siano in S. Se » & una retta
di S parallela alla Huy K, fissato un punto T di r», per T passa
una ed una sola retta s di S distinta da r e parallela alla retta
Ly K; cidv perché Ly K appartiene alla g-partizione di S determi-
nata da una retta di S. Verifichiamo che i piani g, , 0, , congiungenti
le rette Ly K, Ky H e, rispettivamente, », s, sono disgiunti. Se
cosi non fosse per un punto ¢ dell’intersezione passerebbero, a
norma della 7.2., due rette distinte s, ,», , rispettivamente parallele
alle rette s ed ». La 7.2. assicura allora che s, ed », sono contenute
nell’intersezione dei piani anzidetti cid che, essendo i due piani di-
stinti, non puo verificarsi. Fissato ora un punto R =T di » ed
indicati con y il piano (Luy H)y R e, per ogni P€y, con »p la retta
per P appartenente alla g-partizione individuata da », si ha che
A = PYy rp=17 Uy (cfr. 5.2). Quindi 4 S0, U o, ed essendo N y =
= (R} segue d(4)=3 (cfr. 5.3); onde, poiché d (s, U 6,) = 3 risulta
o,U 0y, = P\{y rp. Se M & un punto di o, non appartenente ad 7,

esiste allora un punto PE€ y, I_’_:|: R tale che M € r4; ma, tenuto conto

2
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che rz & parallela alla retta » (cfr. ad es. 6.3), si conclude che

Peo,. La retta PUR & pertanto contenuta in g, ed essendo com-

planare con la LU H & ad essa parallela. Il sottospazio S verifica
quindi la d5); verificando inbltre, come 8i prova subito, le ¢,), dy),
dalla 6.2 segue la 8.1. ;

Diamo, a questo punto, le seguenti definizioni.

Diremo che esistono tutte le possibili quasicollineazioni di rango
n di § (con » =0 o infinito) se ogni sottospazio di dimensione =
appartiene ad una (ed una sola) g-partizione di S. Se tale proprieta
& verificata da tutti i sottoépazi non vuoti di § diremo allora che
esistono tutte le possibili quasicollineazioni di S.

La proposizione 8.1. imﬂlica allora che:

8.2. Condizione necessarid e sufficiente per Vesistenza di tutte le
possibili  quasicollineazioni di S & che esistano tutte le possibili quasi-
collineazioni di rango r =1, |

9. Caratterizzazione degli épazi affini irriducibili mediante le
quasicollineazioni. |

Se S & uno spazio quasikgraﬁco di dimensione > 1 privo di rette
con due soli punti, a norma idella 7.2 segue la:

9.1. Condizione necessaria e suffictente affinché esistano tutte le
possibili quasicollineaziont di frango r =1 di S é che:

d_i) Comunque si fissinb in S una retta r ed un punto P vi é
una ed una sola retta per P parallela ad r;

- |
dy) La relazione T di parallelismo é tramsitiva.
Verifichiamo ora che:

Py

9.2. Lo spazio quasigrafico S €& uno spazio affine (della stessa
dimensione) se ¢ solo se wverifica le 51), d_z).

E ovvio che, se S & affine, le Ei),ﬁz) sono verificate. Per
dimostrare il viceversa ricordiamo ([6]) che uno spazio affine of (di
dimensione = 3) & un insiemé di elementi, da dirsi punti, in cui si
distinguono certi sottoinsiemi, da dirsi rette, ed una relazione di
equivalenza (« parallelismo » ||) definita nell’insieme delle rette, per
modo che valgano le seguenti propriets :

I,) Per due punti distinti P, ¢ di o passa una ed una sola
retta Py @ di of; ;
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I,) Ogni retta contiene almeno due punti distinti;

I,) Comunque si fissino una retta » ed un punto P di «,
per P passa una ed una sola retta r’ di o{ tale che r| »’;

I,) S8e P, Q, R, T sono dei punti tali che PU Q| RUT ed H
¢ un punto di PUR si ha He RUT oppure PU @ ed HUT hanno
un punto in comune;

I;) Se ogni retta contiene due punti soltanto, presi comunque
tre punti A4, B, C la parallela ad A y B per C incontra la parallela
ad Ay C per B.

I;) Esistono due rette disgiunte » ed »’ tali che » 4 .

Cio posto, se lo spazio quasigrafico S ha dimensione =3
e verifica le (71), 52), proviamo anzitutto che le rette di S ed il
parallelismo fra tali rette muniscono il sostegno di § di struttura
di spazio affine. Si verifica infatti facilmente che sono soddisfatti
gli assiomi I,)-I,). IL’assioma I,) si prova subito osservando che,
fissato arbitrariamenfe un piano o dello spazio quasigrafico S e
tenuto conto che d(S8)=3, esiste un punto P di S e P¢o; ma
verificando § le d,),d,) esistono, per le 9.1, 8.2, tutte le possibili
quasicollineazioni di § onde ¢ determina una g-partizione (propria).
Pertanto, se » & una qualsiasi retta di o ed s & una retta di o
incidente r, la parallela +” alla retta s per P non &, evidentemente,
parallela ad r ed & disgiunta da » stessa dovendo essere contenuta
in Ap (cfr. 6.2 — Ei).

Poiché ogni retta di S contiene almeno tre punti, lo spazio af-
fine cosi costruito & irriducibile. E allora noto ([5]) che esso & anche
uno spazio quasigrafico, onde la sua struttura coincide con quella
di § stesso (%); inoltre, come si vede subito, esso ha la stessa di-
mensione di S (cfr. anche [5]). Se poi § ha dimensione n = 2, la
nota definizione assiomatica di piano affine ([4], [7]) porta immedia-
tamente alla tesi.

Le 9.1, 9.2 e [5] (prop. 7.1.), permettono di concludere che :

9.3 Qli spazi affini irriducibili di dimensione > 1 sono tutti e
soli gli spazi quasigrafici (della stessa dimensione), privi di rette con
due soli punti, che possiedono tutte le possibili quasicollineazioni di
rango r =1 (e quindi, per la 8.2, tutte le possibili quasicollineaziont).

(3) Si ricordi che nella definizione di spazio quasigrafico intervengono, in
modo essenziale, non solo le rette ma anche i sottospazi di dimensione superiore,
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10. Non esistenza di quasicollineazioni proprie per una certa
classe di spazi quasigrafici.

Sia § uno spazio quasigrafico privo di rette con due soli punti di
dimensione qualsiasi > 1. Dalle proposizioni 2.4, 6.2 deriva che :

10.1. Condizione necessaria per Vesistenza di quasicollineazioni
proprie di S & che esistano lin S una retta v ed un punto P¢r per
il quale passi una ed una sola parallela ad .

Se indichiamo allora con & l'insieme degli spazi quasigrafici'
S, di dimensione n > 1 o infinita e verificanti le seguenti proprieta :

J1) Ogni retta di S contiene almeno tre punti;
J5) Per ogni retta » Qi S e per ogni punto P¢r o tutte le
rette per P contenute in Py~ incidono », oppure per P
passa pitt di una retta parallela ad r;
dalla 10.1 segue, evidenteme}nte, che :

10.2. Per ogni S€TF non esiste alcuna quasicollineazione propria
di 8 (in messuna geometria), 0ssia: se f & una quasicollineazione di
S su uno spazio quasigrafico S’ di dimensione = 1, f € una collinea-
zione.

Osserviamo esplicitamente che appartengono ad & tutti gli
spazi grafici irriducibili di dimensione finita # > 1 oppure infinita
e di ordine qualsiasi (purché naturalmente, = 2), anche non finito.
Come ulteriore esempio di elementi di 7 citiamo gli spazi quasi-
grafici che sono anche (n, m)istrutture ([8]) con n = 3 ed m = 2.
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