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SOMMARIO. - Si studiano certi problemi collegati ad una equazione di tipo
Fredholm nelle algebre universali topologiche.

SUMMARY. - Certain prbblems concerning a Fredholm fype equation defined on
a topological universal algebra are studied.

Dans Pouvrage [4] nous avons étudié certaines équations définies
dans des algébres universclles et nous avons établi quelques théo-
rdmes, qui généralisent, dans ce cadre générale le théoréme d’altér-
native de FREDHOLM, bien connu dans Panalyse fonctionnelle (voir
par ex. [5]). L’un de ces résultats sera généralisé dans cette note
pour le cas des algébres universelles topologiques, étudiées par
A. I. MALOEV [3].

Observons toutefois que toutes les notions topologiques seront
utilisées dans leur sens habituel (voir par ex. la monographie de
J. L. KELLEY [1]) et que nous accepterons dans le cas des alge-
bres universelles la terminologie de A. (. KURos [2]. Toutes les
applications étudiées seront considérées comme des opérateurs a
droite.
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Soit (@, 2¢) une algébre universelle, ot Qg représente ’ensemble
d’opérations n-aires, définies dans I’ensemble G, ol n a des valeurs
entiéres non negatives. L’élément de @ qui correspond dans Popé-
ration non-nullaire w € ¢ &4 un systéme ordonné (a,,a,,..,a,)
d’éléments a, ,a,,...,a, € @ sera noté par a, a,...a, ®. Soit ensuite
(G, Tg) un espace topologique, ol Cg désigne la topologie introduite
sur @G. Supposons enfin que toutes les opérations non-nullaires w € Q2
sont continues par rapport a la topologie Cq. Ce signifie que pour
chaque voisinage Vaiaz---anw de a,a,..a,0¢€ @G il existe des voisi-
nages V, des éléments a;€ G (i=1,2,..,n), tels que V,,‘1 V,,z...
v Vo, 0 € V‘ﬁ ay apw ¢’ est-a-dire que ajay...a, w € Va1 4.0y
pour tous les éléments a;€ V,, (i =1,2,...,n). Nous allons dénommé
algébre universelle topologique une structure (G, 2g,Te) ayant les
trois propriétés mentionnées ci-dessus. Deux algébres universelles
topologiques seront dénommées de méme type, si elles sont de méme
type au sens algébrique. Il est bien connu que les domains des
opérations de telles algebres peuvent étre identifiés.

Soient (@, 2, Tg) et (G’, 2, Te) deux algébres universelles de
méme type. Soit @ : G — G’ une application continue arbitraire. Nous
considérons une équation

(1) zp=ua

ou x’ est un élément arbitrairement fixé de G’. Le probléme que nous
voulons resoudre ici est de trouver des conditions qui doivent étre
satisfaites pour la résolubilité en x de Véquation (1).

Pour obtenir un résultat du type mentionné dans Vintroduction,
nous considérons une troisiéme algdbre universelle topologique
(G, 2, ’Cg) quelconque, de méme type que les algdébres universelles
(G, 2, Tg) et (@', 2, Te'). Désignons par Og, Og et Op des éléments
distingués, fixes, mais arbitrairement choisis dans @, @’ et C. Soient
K= G% et W’ = Q% les ensembles de toutes les applications
a:G@— G et a’: @ — Q. On désigne par 0 €Y et 0’ € Y’ les
applications définies respectivement par les égalités G 6 = O, et
G’ 6’ = Og. Les noyaux N, et N, des applications « € Y et a’ € Y’
seront définis respectivement de la manidre suivante :

Noy=\w|xe G,xa=0g{ et No =}a’ |2’ €G", 0" &’ = O¢t.

Soient %, et 9, les sous-ensembles de 9 et de G¢’, formés respec-
tivement par toutes les applications continues o: G — Q et
a’: @' — G
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En tenant compte du fait que les ensembles Y et 9’ peuvent
étre regardés comme des produits cartésiens

W= X (G =G € d) et U = X G(G=G(¥ re @)

on peut introduire en 9 respectivement en 9’ un systéme d’opéra-
tions, en fonction des opérations définies en (G, £2), au sens habituel :
si @€ Q est une operation n-aire (n == 0) définie dans G, alors, dans
le cas d’un systéme ordonné quelconque d’éléments a, , oy, ... , &y € X
respectivement . g, o5, ...,y € ', on pose

(2) ® (0 Oty .o &y @) = (7 20)) (2 atg) ... (¥ &t,y) ® (M z€ @),
respectivement }
@) o (o] e ol ) = (27 @) (2 ) o (& )0 (N @€ G).

Si » = 0, alors on désigne par O, Vélément distingué en § par
VPopération w ; soient o, et a) les éléments distingués par w en
A respectivement en 9¢’, pour lesquels nous avons @ a, = 0, re-
spectivement G’ a,,— O, . Par ces définitions Y et U’ deviennent
des algébres universelles de méme type que G

D’autre part nous introduisons les topologies produit Tq, re-
spectivement Tqy dans les ensembles ¢ respectivement 9’ par
rapport a la topologie Cop, définie sur Q. Ainsi U et U’ deviennent
des espaces topologiques. On démontre sans peine (voir [6]) la conti-
nuité des opérations w € 2 définies dans 9 respectivement dans G,
d’out il résulte que (%, 2, Top) et (W, 2, Tqp) sont des algébres uni-
verselles topologiques de méme itype.

Si on désigne par ‘

T, =} ANV | VET ot T, =N V| V €Tapd

les relativisations respectives des topologies Cq, et Tqr par rapport
aux sous-ensembles K, C U et U, c ', alors on a le théordme
suivant:

THEOREME 1. (U, £, Tqy,) respectivement (e, O, 'C%) sont
des sous-algébres (non nécessairément fermées) des algébres universelles
topologiques (9, L2, Tq,) respectivement (K, Q, Ty ).
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DEMONSTRATION. (¥, , To) et (Ue, ’C%) sont évidement des
espaces topologiques. II faut donc démontrer que pour toutes les
opérations n-aires w € £, on a o, oy ... 00, @ € H, et o] b ... 2w € Uy,
Si 06y, Oy yeney Un€ Wy 6 01, &ty ey an € Ao Démontrons cette pro-
priété dans le cas de %,. Soit # un élément arbitraire de G et
désignons par V‘,,:(,,,‘,,‘2 ..ay®) UD voisinage quelconque de Pélément
® (o Gy .. 0y w)€G. Nous voulons démontrer ’existence d’un voisi-
nage V, de x€ @, tel que V,(a, ay..anw)C Vw(',li oy ... ay ©) - En ef-
fet, conformément & la définition des opérations w dans 9, nous
avons V, (@, .. ap @) = V(m,‘) (@ay) ... @wan) @ » L’opération w étant con-
tinue, il s’ensuit Pexistence de certains voisinages V’”"U sz yeury Vaay,
des éléments wa, , ¥, , ..., xan € G, tels que

(3) Vatm1 Vma2 ree Vma” wC V(aaai) (ay) ... (xay) 0 = Vw (@, 0y ... ay @)

En tenant compte du fait que a,, o, ., 2y € X, il résulte Iexi-
stence de voisinages Vi', V.2, .., VS de x€ @, pour lesquels
les relations V, 'a, € Vea, s VP a, C Vaays oo s Vi o € Ve, SO
vraies. Il en résulte que Vo= V."n-V¥n ...n V™ est un voisi-
nage de € @, tel que Vyai € Voo (i =1,2,...,n). Nous avons par
conséquent en tenant compte aussi de la relation (3):

V(o 0ty o @) € (Vo)) (Ve otg) o (Vo) 0 €

n

Ve, Vaay o+ Vang ® € Vs a,

4 By @) ¢

2

Dans le cas de 9, on démontre la validité de cette propriété
d’une maniére analogue.

Considérons maintenant ’application continue ¢ : @ — @’. Nous
faisons correspondre & tout «’ € 9, un « € 9., unique, conformément
au diagramme commutatif

Cela signifie que
(4) a=gua,
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ou @« a’ représente le produit des applications ¢ et a’ au sens
habituel : | :

) w(pra)=@n)e (Y aca)

Soit ¢*: 9, — 9, une application, définie par 1’égalité

(6) a=a'gt (Mo €W,

Ainsi, on peut attacher & Vapplication continue ¢: @ — G’ une ap-
plication @*: Wy —- U, uniquement déterminée. On déduit aisément
des égalités (4), (5) et (6) que

(7) o) =sa=a(pra’)=(wp)a’ (V 2€G).
Observons que nous désignerons par N+« le noyau de ¢*:
Nye=}o’|a’ €9, o'g* = 01,

THEOREME 2. ¢*: Y, — U, est une application homomorphe et
continue de (U, Q, fC%,) en (U, Q, Tqy)
C

DEMONSTRATION. Soit w une operation n-aire quelconque défi-
nie dans 9, et a}, a3 ,.., oy un systéme arbitraire d’6léments de
9. En utilisant les formules (7), (2) et (2”), on obtient pour tout
2€Q: |

@ [(] th ooe ath ) P*] = @ [0 # a1 &} ooe 0] = (2 ) (] 0t} .rv Oy 0) =
= [(x¢) ai] [(x @) ag] ... [(x p) an] 0 = [ (@ * )] [# (¢ * @3)] ..
[ (9 % )] 0 = (2 (ad "] [ (a3 @¥)] . [0 (th ™) 0 =
— o [(o %) (e %) oo (1 0*) 0]

Done

(a1 &3 ver sy @) @* = (21 @*) (22 9%) ... (21 ¢*) 0,

d’ou il résulte que ¢* est un homomorphisme.

Démontrons ensuite la continuité de ¢*. A ce but il suffit de
démontrer (voir [1], p. 86) que S (ep*)? E'C% pour tous les éléments
8 d’une sous-base de Tqy,. Puisque (C% est la relativisation par
rapport & 9, € 9 de la topologie produit Tq, définie en 9, il
g’ensuit (voir [1], p. 90) que ’ensemble S =} 8, |z, €@, V€ Toly o
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S,;:: So | €Uy 2y € V! est une sous-base pour la topologie
Cq,- En utilisant les formules (7), on déduit que

wy o € V<=>(x,p)a’ € V.

Il en résulte conformément & ’égalite (6), .quefponr tous les x,€ G
et VETq, on a:

Suy ()7 =14’ | @ € Wy (mgg) o’ € V= Sy €T,y
Il s’ensuit la continuité de ¢*.

THEOREME 3. Soit ¢ une application continue de Valgébre uni-
verselle topologique (@, 2,Tgq) dans Valgébre universelle topologique
(@’ Q, Tg), telle que

(i) G est un sous-ensemble fermé de (G’, Ta);

(ii) pour tout couple (A, x’), o A est un sous-ensemble fermé
de (', Tg) et o' € G'\_ A, il existe un a’€ XN, tel que Ao’ = Og et
x’ o :l: Og . ,

Dans ces conditions Véquation (1) est résoluble en x si et seule-
ment 8i

(8) € N Na.

DEMONSTRATION. Supposons lexistence d’un élément x = x,€
€ G, tel que x, @ = &’. Soit o’ un élément quelconque de N+, donc
o’@* = 0. Il g’ensuit d’aprés (7) que @’ o’ = (2, @) &’ =z, (p * a’) =
= &, (a’ ¢*) = 2,0 = Og , d’ott il résulte la validité de la relation (8).

Réciproquement, supposons la validité de la condition (8) et
que x, @ =’ (M #,€ G). Il s’ensunit que 2’¢ Gp. Il en résulte
conformément aux conditions (i) et (ii) l’existence d’un o’€ %,
tel que (G ¢)a’ = Og et 2’ a’ &= Og . La deuxiéme relation signifie
que z’ ¢ N,. D’autre part, en vertu de I’égalité (G¢)a’ = Og, on
déduit pour tout x €G que x(a'@")=a(pra’)=(v¢)a’ = 0g,
donc que o’ ¢* =0, clest-d-dire que «’ € N,+. Nous avons ainsi
trouvé un élément o’ € 9, , tel que a’ € N« ot «’ ¢ N,-. Il en résulte
Pimpossibilité de la relation (8).

REMARQUES. - 1) Dans le cas oit G, G’ et G sont des algébres
universelles abstraites, donc C,,Cy, et Co sont des topologies di-

6
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scrates, les conditions (i) et (ii) deviennent triviales, et le théordme
3 se réduit au théordme 2 de [4]. '

2) Considérons trois espaces topologiques G, G’ et G, c’est-a-
dire supposons que 2 = ). Soit @’ un espace T, et simultanément
normal et supposons que G est I'intervalle [0, 1] muni par la topo-
logie usuelle. Alors la condition (ii) est évidement satisfaite confor-
mément au léemme d’Urysohn (voir par ex. [1], p. 115). Si G’ est
un espace compldtement régulier (voir par ex. [1], p.117), alors la
condition (ii) est aussi évidement satisfaite.
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