PROLUNGAMENTI DI OONI SIMMETRIOT
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SOMMARIO. - Si prova che ogni cono simmetrico, non massimale S su un do-
minio d’infegritd A pud essere ampliato propriamente in un cono simme-
trico su A e che fra questi ampliamenti ne esiste uno ed uno soltanto che
risulti totale su A. Si prova altresi che ogni cono simmetrico su A é pro-
lungabile in unico modo in un cono simmetrico su Q (A), ottenendo cosi
una generalizzazione di un ben noto teorema riguardante i coni fotali su A.

SUMMARY. - Every symmetric but not maximal cone on an integral domain A
admits proper extensions in symmetric cones; exactly one of these cones
is a total cone on A. Furthermore, every symmetric cone on A can be im-
bedded in one and only one way in a symmetric cone on the field of frac-
tions Q (A); this result generalizes a well known theorem concerning total
cones on A.

Com’d noto, nella teoria degli anelli ordinati si intende per
cono su un anello A ogni sottoinsieme non vuoto P di A tale che:
a) P sia parte stabile di 4 ; b) 0¢ P. Il cono dicesi poi totale su A
se ® soddisfatta Pulteriore condizione: ¢) A = Puyj0lu(— P). Da
tali definizioni segue che ogni cono P su A determina un ordina-
mento parziale di 4 e che, viceversa, ogni ordinamento parziale di
A da luogo ad un ben determinato cono su A. L’ordinamento con-
giderato risulta poi totale se e solo se il relativo cono & totale su A.

(*) Pervenuto in Redazione il 3 aprile 1971.
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Nella presente nota, dopo aver richiamato le definizioni di cono
massimale e di cono mmmetrlco ed alcuni risultati di [1], si studia-
no certe questioni riguardanti la teoria dei domini d’integrita ordinati.

Si fornisce innanzi tutto (n. 3) una caratterizzazione dei coni
totali su un dominio d’'integritd, quali coni massimali e simmetrici
al tempo stesso.

Si accerta poi (n. 4) la possibilitd di ampliare ogni cono sim-
metrico e non massimale § in un cono simmetrico S’ che contenga
§ propriamente, pervenendo cosl a costruire delle catene ascendenti
di coni simmetrici a partire da S. Si dimostra quindi che ogni cono
simmetrico § & ampliabile in uno ed un solo modo in un cono
totale 7' del quale si assegna anche una caratterizzazione dei suoi
elementi. Se ne deduce che tutte le catene ascendenti di coni sim-
metrici, costruite a partire da S, possiedono un medesimo elemento
massimo, dato appunto da quel cono totale 7.

Nel n. 5 si prova infine I'esistenza e I’unicitd del prolunga-
mento di un cono simmetrico § su 4 in un cono simmetrico S’
sul campo delle frazioni @ (4), pervenendo anche ad una caratteriz.
zazione degli elementi di S’ stesso. Si generalizza cosl un ben noto
teorema riguardante il caso in cui sia totale su 4.

1. Dato un anello commﬂtatlvo A, dicesi cono su A ogni sot-
toingieme (non vuoto) P di A che non contenga lo zero e che sia
parte stabile di 4. Un cono P dwesn totale su A se P y}0}y(—P)=
ove — P denota l’insieme deg*ln opposti degli elementi di P. Per
definizione un cono totale su A4 & (o determina) un ordinamento
totale di- A. Un cono P su A dicesi simmetrico se :

@) a,b€A; a,b{ P—>a+b¢P;
B) a€P,bed, abe P=>b¢P;
y) P—P=A,

ove P— P=}x —y|x,y€ P}, ossia il sottoanello di A generato da
P. Infine, un cono su A djcesi massimale se & elemento massimale
nell’insieme (semiordinato per 'inclusione) dei coni su 4. F’ imme-
diato riconoscere che un cono totale & massimale e simmetrico.
Invece un cono massimale (simmetrico) non & necessariamente sim-
metrico (massimale) e quindi neppure totale (1], esempi 2.1, 2.2).
Un anello 4 contenente un cono & necessariamente infinito e, se
unitario, a caratteristica nulla!
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Fra i coni simmetrici su A ed i coni totali sui quozienti di
A sussiste una relazione che & espressa dal seguente

TEOREMA (1.1) Se Q é un ideale primo di A ¢ T €& un cono
totale su A/Q, allora Vinsieme S=3}x€A|x-+ Q€ T{ & un cono
simmetrico su A. Inversamente, se 8' é un cono simmetrico su A e
@ =3w€A|a¢S, —a¢l', allora Q' & un ideale primo di A e
Pimmagine di 8’ in A/Q' & un cono totale su A/Q'.

Sara ancora utile la seguente

DEFINIZIONE. Se P & un qualunque cono su 4, un ideale I
di A dicesi P-convesso se b —a€P, a€ P, bel=—>ac€l.
Concludiamo questi richiami con il

TEOREMA (1.2) Se P é un cono su A, contenente un cono sim-
metrico S, allora Videale Q=3v€A|x¢S, —x¢ St & P-convesso.
Se I é un qualunque ideale P-convesso di A, allora o I € @ oppure
Qc L

2. Sia P un cono su un anello 4 e sia B un sottoanello non
nullo di A. E’ chiaro che PN B, se non & vuoto, & un cono su B;
lo diremo indotto da P su B. Sussiste la seguente proposizione

(2.1). TUn cono P su un anello A é totale su A se e solo se induce
un cono totale su ogni sottoanello B ==30{ di A.

E’ ovvio che la condizione & sufficiente. Se poi P & un cono
totale su A e B & un qualunque sottoanello non nullo di 4, si ha
innanzitutto PN B 3= (. Inoltre PN B & totale su B, appartenendo
ogni elemento #x3=0 di B o a PNB o a — PNB=—(PNB)

COROLLARIO. Un ordinamento parziale di un anello A é totale
se e solo se induce un ordinamento totale su ogni sottoanello non
nullo di A.’

Pud accadere che un cono, non totale su A, sia totale su un
opportuno sottoanello (proprio) di A. Al riguardo si ha che

(2.2). Se esiste un sottoanello di A su cui P é totale, esso & uni-
co ed ¢ dato da P— P.

Infatti, se B & un sottoanello del tipo richiesto, P & simmetrico
su B e quindi B=P — P.
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3. In questo numero e nei successivi, gli anelli che verranno
considerati saranno supposti domini d’integrita.

TeEoREMA (3.1) Se A ¢ un dominio d’integritd, ogni como P,
massimale e simmetrico su A, é anche totale su A.

Supponendo, per assurdo, che P y}0{ y(— P) sia parte propria
di A, esisterd un elemento £€ A tale che EF0,8¢P E¢— P A
norma del teor. 1.1, I'insieme I=3}x€ A4 |x¢ P, — x € P} & un ideale
primo di A ; si ha allora &€ 1.

" Consideriamo 1’insieme

Pl= z‘fopi&i,piEPU%Oz y (Po € = py)

delle espressioni razionali intere in £ a coefficienti, non tutti nulli,
appartenenti a P y}0{. Tenuto conto che A & dominio d’integrita,
8i riconosce subito che P[£] & parte stabile di 4. Inoltre 0¢ P [£].
Supposto infatti che

po+1’1§“|‘"-+1’n5”=01

detto j il piu piccolo indice tale che pj =+ 0, si ha

Pt +p =8 (pjF+pjpE+ o F pu i) =0

e quindi, essendo & =3=0 ed 4 privo di divisori dello Zero, EJ':,‘-_- 0

e Pi+pipré~+ ...+, &7 =0. Ne segue che pj=—p, 1 £—..
wo — Pn &4, onde p;€ I. Cid %‘a assurdo perché p;€P. Da quanto
precede risulta che P[£] & un cono su A. Inoltre P [£] contiene P.
Se poi p € P, risulta p £€ P[¢]. Se p & appartenesse a P ne segui-
rebbe, in forza della simmetria di P, che £€ P, il che & assurdo.
Cid prova che P[&] & pitt ampio di P, contro la supposta massi-
malita di P. L’assurdo cui si perviene dimostra che Py }0ju(— P)=A4,
onde P & totale su 4.
Tenuto conto di quanto & stato richiamato al n. 1, si ha il

TEOREMA (3.2). Tutti e soli i coni totali su un dominio dinte-
gritd sono i coni massimali e simmetrici.

L’anello degli interi relativi, il campo razionale, il campo reale
ammettono un unico cono che sia e massimale e simmetrico: quello
che fornisce lo (unico) ordinamento (totale) delle strutture predette.
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4, Siano A un dominio d’integritd, § un cono simmetrico e non
massimale su 4 ed I =3x€Ad|x¢S, —a¢S Pideale primo (n. 1)
determinato da S nel senso del teor. 1.1. Poiché § non & totale su

n
A, egiste un elemento £€I — j0}; insieme S[£] ={ X a;&:| a;€ 8 U }0}
=0

¢, come risulta dalla dimostrazione del teor. 3.1, un cono contenente
propriamente S. Dimostreremo in pill, che §[£] & simmetrico su 4,
onde sussiste il

TEOREMA (4.1). Se 8 & un cono simmetrico e non massimale su
un dominio d’integrita A, esiste un cono simmetrico 8' contenente pro-
priamente S.

Occorre provare che per S[&] valgono le proprietd a), ), 7)
del n. 1.

a) a,b¢ S[f]=> i) a,b€ — 8§, oppure

ii) a€ — 8, beI— S[¢&], oppure
iii) e, b€ I — S [£&].
i)a,be —8=—>—a, —bES=—>— (a4 b)ES=—>a+b¢
—S8=>a-+b¢S[E].

ii)ac—S8, bel — S[¢l=—>a + b¢ S[f]. Infatti @« b€
Sf]l=>a+b=p,+p &+ . + P " (p€SV}0{)=> b=
= (p, — @) + p, & + ... + pa &€ 8 [£] contro Vipotesi.

iii) a, b € I — S [&]=> a + b ¢ 8[£]. Infatti a—|—b€S[§]=>‘
=>a+b=p,+p, &+ . + P =>4+ —p,=p &+ ..
w. &+ p &*. Ricordando che (n. 1) I & 8[£] — convesso ed osservando
che (a -+ b) — p, € 8 [&]y po € S [&], @ + b € I, dovrebbe essere p,€ I
il che & assurdo perché p, € 8.

B) Sia a = p, + p, £ + ... + P& un qualsiasi elemento di
S [£] e b un qualsiasi elemento (diverso da zero) di A: ab€ S [{] =>
=>p, b+ pb&E4 ... - PabErE S[&] =>pibeSu}0}{. Ne segue
che per ogni p;==0 & p;b€ S, il che comporta che b€ S quindi
b e S[&]

y) Ovvia, perché S genera A ed & contenuto in §[£].

Osserviamo ora che se S [£] non risulta massimale in 4 (quindi
non totale), ’insieme J = jx € A |x ¢ S[£], — ¢ S[£]{ & un ideale
primo non nullo di A, contenuto (propriamente) in I. Scelto allora
un qualsiasi elemento & €J — 304, il cono simmetrico § [£] & pro-
lungabile, in modo proprio, in un cono simmetrico contenente S [¢],
e cosl via. Possiamo allora dimostrare il

TEOREMA (4.2). Sia § un cono simmetrico ¢ non massimale su
un dominio d’integrita A. Comunque si assegnino &, ,..,&, €I —}0¢,
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Vinsieme
BIEL s ey 01 = T pay oy 0% e B | B, €S UL OY

delle espressioni razionali in &1, .. LHéa coefficienti in SU30{ e non
tutti nulli, & un cono simmetrico contenente propriamente §.

Dimostreremo il teorema per induzione rispetto ad n. Per n =1
11 teorema & vero poiché si riconduce al teorema precedente. Sup-
ponlamo allora vero il teorema per gli elementi &1yeeyénay € pro-
viamo che & vero per gli elementi &1y y&n. Ogni elemento di
S[Sl,.. ,5,1] puo considerarsi come espressione razionale intera in
&2 con coefficienti in S[él y ao , E,._,] Si presentano allora due casi:
Eel (& y ooy E,,_l] oppure &2€ 1, = e € A|xg S [51 gy 5,,_1],
—uxd S[El , ...,5n_1]g Nel primo caso & 8 [&1 y ooy E,,] = S[& g soe s fn—1],
onde § [£ y e 5 £2] & simmetrico per lipotesi di induziome. Nel se-
condo caso, S[fl, ey E,.] rlsulta ampliamento del cono simmetrico
S [& g ooy En—1] mediante 1’elemento &2 ¢ I, — }0}. Allora, in base al
teorema precedente, si conclude nel modo voluto.

A tal punto & spontaneo domandarsi se, dato un cono simme-
trico e non massimale su A, esista un cono simmetrico T che con-
tenga S e che, in pil, sia maémmale (quindi totale) su A. La rispo-
sta & affermativa. La relativa dimostrazione e la caratterizzazione
degli elementi di 7 sono fornite dal seguente

TEOREMA (4.3). Sia S wun cono simmetrico e non totale su un
dominio d’integrita A. Allora Uinsieme T delle espressioni razionali
intere in & , .., &2 @y En€T — 104, n € QU) aventi coefficienti
non tutti nulli in S y 304, & un cono totale su A, che prolunga 8.
Ogni prolungamento di S in un cono totate su A coincide con T.

Pertanto, ogni cono szmmétrwo su un dominio d’integrita, A é
prolungabile, in uno ed un sol modo, in un cono totale su A.

a) T é un cono su A. Proviamo innanzi tutto che 0 ¢ T. Se
lo zero fosse elemento di 7T esisterebbero n elementi ElyeeyEn €I — <304
tali che 0 = Zp,, - on a4, 2"‘“1 Cio & assurdo perché Zpa 2“1

Ene §[& y vy &3] (teor. 4. 2) che & un cono mmmetuco su A(‘
E poi evidente che T & parte stabile di A.

() Quanto si 8 dimostrato fin qui assicura gid che § & prolungabile in un
cono totale su 4 ([2], 167-174). |
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b) T & simmetrico su A. Proviamo la sola &) del n. 1, poten-
dosi verificare la 3) e 1a y) in modo del tutto anologo a come si &
proceduto nel teor. 4.1. A tal fine supponiamo che per due elementi
a, b€ A, non entrambi nulli, si abbia a 4 b € 7. Risulta allora
a+b=2Ipg, .. qb%. & che & elemento di S[&l, ..., &1 Ma,
essendo S[&f g vy Ef] cono simmetrico su A, ne segue che almeno
uno degli elementi a, b appartiene ad S[e y ee s £’] e quindi a T.

¢) T é totale su A. In base al teor. 3.1 basta provare che 7
¢ massimale su A. Se cosi non fosse, lideale I=}x€A|x¢ T,
— x ¢ T{ sarebbe diverso dall’ideale nullo. Detto allora £ un elemento
di T — 30! e p un qualsiasi elemento di S, risulterebbe p &*¢€ I.
Cid & assurdo perché p £?€ T.

d) T é Dunico cono totale che prolunga S. Supponiamo che
esigta un cono totale 7', prolungamento di S, con T' 5= T. Allora
T'NI & un cono totale su I (prop. 2.1) e pertanto, per ogni £€ I —
— 1304, & £eT'nI. Considerando allora un qualunque elemento

r = Zp,,i __,anﬁ"i o E2on i T,sihaxeSU(T'NI)= T onde TCT'.
Dalla massimalitd di 7 si deduce che 7T =T"'.

b. Siamo ora in grado di trattare il seguente problema. Dato
un cono simmetrico S su un dominio di integritd A, stabilire se §
& sempre prolungabile in un cono simmetrico 8’ sul campo dei
quozienti @ (4). Al riguardo abbiamo anzitutto il seguente

TEOREMA (5.1). Condizione necessaria e sufficiente affinché un
cono gimmetrico S su un dominio d’integrita A sia prolungabile in
un cono simmetrico 8’ sul campo delle frazioni Q(A), é che esista
un prolungamento di S in un cono totale T su A.

Supponiamo che esista un cono simmetrico 8’ su @ (4), pro-
lungamento del cono 8. Sard allora S’ totale su @ (A) poiché I’ideale
I=ixeQ(A)|x¢ S, — x¢ 8} necessariamente nullo. Risulta allora
(prop. 2.1) che $8'N A & un cono totale su A, che ovviamente pro-
lunga S.

Viceversa, supponiamo che esista un cono totale T su A,
prolungamento di 8. B allora ben noto ([3]) che T & prolungabile
in uno (ed in un sol modo) in un cono totale S’ su @ (4). Ricor-
dando che ogni cono totale & simmetrico (n. 1), & provata la suffi-
cienza della condizione.

La questione posta all’inizio del presente numero trova allora
risposta nel seguente



186 GAKTANO PIZZARELLO

TEOREMA (5.2). Ogni cono simmetrico 8 su un dominio d’integrita
A ¢ prolungabile in uno ed wun sol modo in un cono simmetrico
(quindi totale) su Q (A). |

In virtt di (4.3) esiste un cono totale 7 su A, prolungamento
di §; ma allora (teor. 5.1) T & prolungabile in un cono simmetrico
8" su Q(A). Detto §” un qualunque prolungamento simmetrico di §
su ¢ (A), si ha che §” & totale su Q(A). Pertanto 8'n A @& totale
su A (prop. 2.1) ed avendosi S"NA DS, da (4.3) discende che
8”0 A = T. Ma allora, sempre in virtl del teorema di [3], 8" = §'.
Il teorema & cosi provato.

OSSERVAZIONE. Se T & prolungamento totale di S su 4 ed &
8 il prolungamento simmetrico di S su @ (4), si ha

8 = -b”-‘—eQ(A)|abeT .

Anzitutto ha senso porre % €8 <=>abe T: infatti, -Z— =% =>

=> ad = be =—> @2 ab — b2 ¢d. Ne segue, in virti della f) del n. 1,
che ab€ T—> ¢d € T. Risulta poi —Z—E S <=—> b2—;;i£ 8 <=—>abeT.

Essendo note le espressioni degli elementi di T (teor. 4.3) ed
avendosi ab€ T=—>a€T, b€ T oppure a € — T, b€ — T, rimangono
caratterizzati i singoli elementi di §'.

Nel caso che effettivamente interessa, ossia in cui § non sia
anche totale su 4, V'ideale I=}x€ A4 |2¢S, —x¢ 8} & diverso dal-
l'ideale nullo; quindi 7'n I & un cono totale su I. Allora, comunque

8i assegnino un elemento %k € I — }0{ ed una frazione %E Q (4), ri-

__ka
b~ kb
<=>k*ab€TNI, si ha

sulta — —, il che comporta; Q (A) = Q(I). Essendo poi ab€ T<=—>

§ = %EQ(I)MbETnI )

Osservando che, per a € I, bEI, dabeTNI<=>a€TNnI beTnI
oppure a € — (TN I), b€ —(TNI)e che gli elementi di 7N I sono

20y,

2a
tutte e sole le espressioni del tipo X pa,..a, &1 ' &n (Eyn En €T —
- — 104, n€N) con i p,,..q, in SU0} non tutti nulli e p,,..,0 =0,
si ha un’ulteriore caratterizzazione degli elementi di §'.
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