KONSTRUKTION VON SOHLIOCHTEN
FUNKTIONEN MIT UNENDLICH
VIELEN FIXPUNKTEN (*)

von PETER ZINTERHOF (in Wien) (*¥)

SOMMARIO. - Si costruiscono funzioni convesse univalenti f(2) =z + ay2® + ...
che hanno i punti 0,2, , 2,, ..,2,,, ... del disco unitario aperto come punti
fissi.

SUMMARY. - Convex univalent functions f(z) =z + ay2® + ... fixing exactly the
points 0,2, , 25, ..., 2 of the open unit disc are explicitly contructed.

n’

PR

H. Hornich betrachtete in [6] die Fixpunkte der schlichten
Funktionen f(2)= 2z 4 a, 2? 4 .... In der vorliegenden Arbeit werden
Bedingungen dafiir angegeben, wann die Punkte einer Folge kom-
plexer Zahlen (), k =0,1,2,...,|2| <1, Fixpunkte einer in
D =z:|2z| <1} schlichten Funktion sind, und es werden schlichte
Fanktionen f(2) konstruiert, die genau an (abzihlbar) unendlich
vielen vorgegebenen Stellen Fixpunkfe haben. Im Problemkreis der
Interpolationstheorie [3] wie in der Frage nach den Fixpunkten
der ganzen Funktionen [4] spielt die Schlichtheit keine Rolle.

Jede in D ={z:|2| < 1} schlichte Funktion w = f(2) mit
S(0)=0, f'(0)=1, lisst sich in der Form

2
& =129

darstellen, wobei b (2) beschriinkt ist [6]. Die 'Fixpunkte von f(2)
sind dann genau die Nullstellen von 20 (z). Im folgenden sei b (z)

(*) Pervenuto in Redazione il 25 gennaio 1971,
(**) Indirizzo dell’Autore : Institut fiir Mathematik a. d. Technischen
Hochschule - Wien IV, Karlsplatz 13.
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nicht = 0, also f(2) nicht =z und die Anzahl der Nullstellen von
2 b(2) stets unendllch Jede beschrinkte Funktion 2 b(z) ist bekanntlich
[3], [6] als Produkt darstellbar :

1) 2b (2) = B* (2)- B** (2),

wo B*(z) eine in D regulire beschrinkte Funktion ohne Nullstellen
und B**(z) das zur Nullstellenfolge (2;;) von zb (2) gehorige Blasch-
keprodukt

2 B**z:-z’”o;% e 2%k
@ @) k=1[|zkll—zkz

ist, wobei die Nullstellen z; von 2b(z) ihrer Vielfachheit nach zu
zidhlen sind. Es ergibt sich leicht eine notwendige Bedingung fiir
die 2, : Bekanntlich ist fiir B**(2) notwendig, dass Z(1 —|2|) < oo
ist. Fiir die Folge (#;) der Fixpunkte einer schlichten Funktion
f&) e, FO)=0, ' (0)=1, ist I (1 —]|2|)< oo,

Wir fragen nach zusiitzlichen hinreichenden Bedingungen fiir
die Folge (zx), so dass die z; Fixpunkte einer schlichten Funktion
sind, und konstruieren eine solche Funktion.

Sarz: Die Folge (23), k=1, 2,...,0<|2| <1, mit konvergenter
Summe 3 (1 — |25 | )= A* besitze endlich viele Hiufungspunkte y,,...,yz,
- ‘

|yil=1, @=1,..., L); dabei soll die Folge (2) in L Teilfolgen

(zkz),‘k = 1, 2, 3, ves g
®) l=12,..,L
so aufgespalten werden konnen, dass bei festem U alle 2y in dem
Winkelraum mit der Spitze in y;

| 210 — ¥1
P — Il - B,
l-—|zkz|<

(4)

liegen.
Dann gibt es zu jedem &> 0 eine in D regulire schlichte Funk-

tion w0 = f(2) mit f(0)=0, f'(0)=1, die

1) genau an den Stellen 2p, k=1,2,.., Fixpunkte besitat:
J(21) = 2k,
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2) in D konvex ist, d.h. D auf ein konvexes Gebiet abbildet,
und fiir die :

3) sup |fe)| <14&

Der Beweis erfordert einige Rechnung: Laut Voraussetzung zer-
fillt die Folge (2;) in L Teilfolgen (2x) —>¥1,l=1,...,L, wobei
die Konvergenz der Folgen (z;;) in nichttangentialer Weise erfolgt.
Aus (4) folgt zunichst fiir festes {:

1—y2 1— 2z | Zge—ye

() sup sup =
1—zk,z

Eo|zl<1

= sup Ssup
E lel<1

=

1—zklz l—zmz

<14eup sup EB=8l g gL
koz|<1 |1—zk12|

Wir setzen B = max (B, ..., Br)+ 1, so dass fir I =1,..., L gilt:

(6) sup sup 1 —ue <B.

E |z|l<1

1— ;kzz
Wir bilden nun fiir {=1,..., L die Blaschke-Produkte (3], [6].

2 — 2

© 2
(7 By(z)= II _—
) @) k=1|zklll—zk1z

und die in D regulire Funktion
L —

(8) B(z) = (2 lﬂ [(1 — y12)* Bi(2)],
=1

wobei iiber die Konstante ¢ noch verfiigt wird. B (2) hat wegen
der Konvergenz der Reihe I (1 —|2;|) genau an den Stellen
0,2, ,2,,.. Nullstellen.

Wir setzen nun

9) S(@) =2+ B(2).

Die Funktion f(2) besitzt also in D genau an den Stellen 0, 2, , 2, ...
Fixpunkte.



128 i PETER ZINTERHOF

Fiir das weitere bendtigen wir die Funktion

.f” z) zB”

(vgl. [1]) sowie das Verhalten von Re (K (2)) in D. Zu diesem Zweck
berechnen wir B’ (2) und B" (2):

L | _
an - BE=0(2 00—t B+
A _ _ _
+ﬂgjk4ma—mWBu@+a—wmumm-

I [ —y22)* B, (z)]})

A=1
%A
und weiter
L -
(12) B"(z)=2C (2 zg [(1 - ¥12)* By(2)] 4

+Méﬁ—@u—LW&m+u~mewL

A

-ﬁm—@meWF

A==l

14
L _ _ I _
+ #? 12 12 42(1 — y1¢)? Bi(2) zﬂl (A — y12)* Balz)] —
=1 —
)

— — L —
— 4y,(1 — 1 2)° B, (2) 11=11 (1 —922)* By (2)] —
12

_ _ L _ —
— 4y (1 —y, 2 By (z)zi [— 491 (1 — y12)° Bi(2) +
144

— L —
+ (1 — ya2)* Bi(2)] 21=11 [ — y;2)* Bi()] +

1527524
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_ _ b _
+ (— 4y) (1 — :2)° Bi () AI=11 [(1 —y22)* By ()] +
121,

(U — e BY (o) IT [0 — s 2)* B (4)] +

I£4

_ L _ _
+ (1 — w2 Bi(e) T [—4y(1 — 912 Ba(2) +
i
_ L _
+ (1 — y12)* By (2)] J.Z (1 —y;2)? Bz(ﬂ]t) .
1054

Fiir die in diesen Formeln auftretenden Ableitungen Bj(z) und
B;' (z) der Blaschke-Produkte B,;(2), l=1,..., L, gilt:

2 1—|2u|? = 2 2 — 2

13) Bj(z) = ; = —
( i k=1|zm|(1——21101,7)2;;}C |zjl| 1—2z2
J

und
— _
Za 1—|2m|? =2 2z 22—z

|2 (1 — 2 2)® i=1 |271] 1 — 22
)

(14) Bl ()= 3 g—z
Ie=1

+ 3

(21— |em? ”[;jl 1—|2]?
—1 || 2 —_—22)2 e
k=1 H k1|(1 2512) }'¢llc

| 211] (1 —2j, 2)?

> 2w z—zhz]

=1 |% —2
k:;h;éjl hl, 1 Zn?

Wir schitzen nun B(z), B'(z) und B” (2) gleichmissig fiir alle
2€D ab:

o, ~
(15) a) sup |B(z)|=sup |02 I[(1—y;2)!B(2)]| <
2eD 2¢eD =1

L
< 0 IT 2= 0 24T,

l=1

Um B'(2) und B (2) abzuschiitzen, schiitzen wir zuniichst die
Funktionen (1 —y;2)?B)(z) und (1 —y,; 2B} (2),l=1,..., L, ab.

Nach Voraussetzung konvergiert die Reihe X (1 — |z|)=A* Wir
k=1
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setzen X (1 — |2z, [?) = A. Aus der Formel (13) fiir Bj(2) und der
k=1
Abschiitzung (6) folgt dann :

E g (1 — yi2)?

= — | 2Kz [?)-
k=1 | 2| (l—zk;z)z( |2 %)

sup | (1 — ;2)% B (2) | = sup

(16) 2eD 2eD

Ny g L/ =X [sup sup il /14 ] 1—|zm|®<B*4
j=1 Izjl' 1—zjlz k=1 k zeD 1—zklz

j#=k

Weiter folgt aus der Formel (14) fiir B;' (2) und aus (6):

2z (L—y2)®,
k=1

sup |(1—;_1/_lz)4B (z)l-——sup| —2 2.‘
2eD Iz;a‘ (1_zklz)

{1 —y2) (1 — | 2 |?) 1T i _z_z,;_#

1—1 ‘zﬂl 1—z;2

® (2w (1—y i 2z (11—
> 2l ( _E'/lz) ’zkllz)z zjl ( ylz)
=1 || 2] (1—z,dz)2 = Tenl (@ —znep
(A — |2 ) IT i % —2p =
n=1 | 2| 1 — 20
ksthsj
(17) _
=2 supsup—'——_yl—| sup|1-——ylz|]1—|zk,|2)
k=1 k =ze¢D |1—zk1z|
oo ' 1__z 2
+ = 3[sup gup | — % ] (1 — |2z |®-
k=1 ¥k zeD |1 — 22

oo 1__z 2
- 2 |sup sup l—g—l——' 1 — |z A<
j=1 k zeD |1—zﬂz|

i#=k
<2.B%.2.4+4 B*.AB?>. A = AB(4B? 4+ AB3).

Aus (11) und (17) erhalten wir die Abschitzung von B’ (?):
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(18) b) sung(z)lgO’( sup (11— e | Bite) )+

+31 4[sup 11—z Bi(®) l)+sEqu(‘|1—§;z|4|Bs(z)|)]o

II [snp |1—y1z|4|B;,(z)|) g)g0(24’1+[L.4.23+L.22.B2A]24(L—1>
A=1 zeD
1£28

Die rechte Seite dieser Abschiitzung (18) bezeichnen wir mit
0.9 (A4, B, L).
B” () wird mittels (12), (16) und (17) abgeschitzt :

(19) ¢) suplB"(z)|g0(2H24+42§4 98 4

=1

+22sup (| (1 —me Bi ()| )] [T 24§+ > §12 92, IT 24+
zeD l;él %:)l.
_ L
+4.2[su1;)) |(1—3/;z)2Bi(z)|]AII1 2¢ 4
g€ =
12

4-4.28 51[4.23+22[su1}))|(1—371z)B; )| 11 II24+

%A i=1
12754

_ L

-} 4.2[su£|(1 — 522 Bi(2)| ] zﬂ 24 -
?E =1
I5£4

_ L
+[sup |(L — w2 Bi' (2)|] IT 24 4
zeD ;.:1.

+22[sug|(1—g;;z)2]32 (1] ZL [4.2% +
* =
+2*[sup|(1 — 4:2? Bi(2) | ]) i 24§)s

i=1
127520

< O (24Lt+1 4+ 4L ;[25 + 22 B2 A].2‘(L—1)= +
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+ L}3.24.242-1) | 93 p? A.20T-0 4,23 (L — 1).
[4.23 4 22.B2 4].2¢(Z-2) | 4.9, B2 4.24(Z-1) -+
+ A.B(4B? 4 AB%).24Z-1) | 22 B2 4 (L—1)-
-[4.2% 4 22, B% 4].24L-D)Yy,

Die rechte Seite von (19) bezeichnen wir mit C. ¥ (4, B, L).

Somit gilt: Die durch (8) definierte Funktion B(z) hat die
Eigenschaft, dass

al) sup|B(z)|<< 0.2
zeD

b2) sup|B (s)| < 0.9 (4, B, L
zeD

¢3) sup|B"(z)|< C.¥(4, B, L),
zeD

wobei die Funktionen P (4, B, L) und Y(A,B,L) mit A,B und L
nur von der Folge der Fixpunkte z,,#,,.. abhingen. Wir wihlen
nun die noch frei verfiigbare Konstante O so klein, dass
a2 C0.2L < ¢
1
b2) 0.9 (4,B, L)<

1
¢3) 0.¥(4,B,L)<~

Dann ist nach (9), (10) und 5 2), ¢2), b3), ¢ 3)

n B”
o gl K= | 2R = o | R | <
1
sup | B” (2)| 2 N
1—sup|B’(z)|<1_i—1'
2

Wegen (8), (11) ist B’ (0) =0, also aucb K (0) = 0. Daraus folgt
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wegen (20)

2. f"(2)
Tre ( D)

Das bedeutet aber nach [1], p. 81, dass die Funktion f(2) =2 -4 B(z)
den Einheitskreis D auf ein konvexes Gebiet abbildet. Aus (9) und
(11) folgt weiter f(0)=0 ufld f'(0)=1. Wegen a), al), a2), a3)
ist auch

o=

(21) sup |f(2)| =sup|z+4 B(2)| <1+
zeD zeD
Die Schlichtheit von f () allein ergibt sich so: Nach b2) und b 3) ist

(22) inf Re(f'(2)) = inf Re(1 4+ B'(2)) =1 —sup| B'(2)| > %
zeD zeD zeD

Daraus folgt aber fiir z, 5=z, :

1

Fe)—Fle) = [ /@ as = — 2 ( [Ror e, +
23 0

1
+ t (2, — 2,)) dt —}-ifImf’ (2 + t (2, — zz))dt> =+ 0.

Die letzte Schlussweise wurde [4] entnommen. Die Abschiitzung (22)
lehrt dariiber hinaus, dass f(z) in der Kugel um den Nullpunkt

mit dem Radius % des von Hornich eingefiihrten Banach-Raumes

B [4] liegt. Wenn man in (21) mit e— 0 geht, strebt

L -

Je(@)=2+4 C(e) 1H1 (1 — y12)* By(2)
gleichmissig gegen z. Man kann mit (18) zeigen, dass die Konver-
genz auch im Sinne der Norm aus [4]

I (z‘)

arg =

I (25)

sup
2y,29¢ D

=7l

stattfindet,
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