RAPPRESENTAZIONE DEI PIANI LIBERI
NELLO SPAZIO PROIETTIVO (*)

di ViLiam CHVAL (a Kogice) (**)

SOMMARIO. - La nota contiene una costruzione di una struttura di incidenza di punti
e piani di uno spazio proiettivo che é isomorfa ad un dato piano proiettivo
libero di rango finito ed una analoga costruzione per i piani liberi di Mébius.

SUMMARY. - In this note a construction of a incidence structure of points and
planes of 3-dimensional projective space is given, which is isomorfic to a
given free projective plane of finite rank. A similar result is proved for free
inversive planes.

Nella presente nota sono dimostrati due teoremi sulla rappre-
sentazione dei piani liberi come strutture di incidenza di punti e
piani (od iperpiani) dello spazio proiettivo di dimensione tre (oppure
quattro).

Nel n. 1 sono definiti alcuni concetti, nel n. 2 & dimostrato il
teorema sulla rappresentazione dei piani liberi proiettivi. I1 n. 3
contiene cenni elementari sui piani liberi di Mobius ed il n. 4 &
dedicato alla costruzione di una rappresentazione per i piani liberi
di Mobius.

Per i dettagli sui piani proiettivi liberi efr. [7], [8], [10], [13],
per la teoria dei piani di Mdobius cfr. p.e. [2], [5], [6] e per le
estensioni libere di questi si veda [10], [11].

Importanti risultati sulla rappresentazione dei piani proiettivi
gi trovano nei lavori [3], [4] e [12].

(*) Pervenuto in Redazione il 30 ottobre 1970.

Lavoro eseguito nel periodo in cui ’Auntore fruiva, presso 1’Universitd di
Perugia, di una borsa di Ricerca del C.N.R..

(**) Indirizzo dell’Autore: Katedra Algebry a Geometrie — Prirodovedeckej
fakulty UPJS — KoSgice (C‘eskoslovensko).
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1. Sia 2 uno spazio proiettivo n-dimensionale, %k ed ! numeri
interi, 0 <<k < I <Cn. Chiamiamo (3, k, l)-struttura una struttura di
incidenza (S, Iy, 1) dove & & un insieme di sottospazi di 3 k-
dimensionali, &; un insieme di sottospazi di 3 di dimensione I e
per U€Ed,, Ve, risulta UT V se e solo se U & un sottospazio di V.

Diciamo che una struttura di incidenza (, 93, T) ha una (=,
k, l)-rappresentazione se esiste una (2, k, I)-struttura isomorfa ad

(9’ %7 I)'

2. In questo paragrafo proviamo il seguente

TEOREMA. 8¢ X é uno spazio proiettivo tridimensionale infinito,
ogni piano proiettivo libero di rango finito ha- una (=, 0, 2)-rappre-
sentazione.

Dimostrazione. 8ia F un piano libero di rango n. Secondo il
noto teorema di M. Hall (cfr. [7], [8], [10]) esiste un piano parziale
Fy di F costituito da una retta p incidente con i punti 4,,..., 4,
e da due punti 4,, A, non incidenti a p, tale che & & estensione
libera di %;. _

Sia 7z un piano di 3. Fissiamo in & i punti By,..., B, in modo
che mai tre di essi siano allineati e siano B,, B, due punti di 3
non incidenti con il piano sz e non allineati con alcuno dei punti
Agye, Ay,

Costruiamo per induzione una successione

BBy €...€EBiC ...

di (2, 0, 2)-strutture nel modo seguente.

Se la struttura 3y, & gia definita, nell’insieme My, di tutte le
coppie (B, B'), dove B, B’ sono punti distinti di 9y, sia dato un
ordinamento tale che tutte le coppie (B, B’)€ My, per cui i punti
B, B’ sono incidenti in 93, con qualche piano f = g (B, B'), pre-
cedono tutte le altre. Per ciascuna di queste ultime coppie defi-
niamo per induzione un piano g (B, B') che soddisfi le proprieta :

axy) o (B, B') & incidente in 3y solo con i punti B e B';

byr) se in My, le coppie (C, C') e (D,D’) precedono (B, B’)
allora i tre piani o (B, B’), p(C,0') e o(D,D’) si intersecano solo
in un punto di 2,
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Si riconosce subito che i piani ¢ (B, B’) con le proprietd a,) e
byy) esistono, perchd ci sono solo un numero finito di piani passanti
per B e B’ e non aventi le proprietd as) e by).

Sia Vopyq la (2, 0, 2)-struttura ottenuta con Paggiunta dei piani
¢ (B, B) alla struttura B .

Per ogni coppia (B, #') di piani distinti di B4 sia o (8, ') un
punto di 2 definito come segue.

Sia My, Dinsieme di tutte le coppie (8, ') di piani distinti
di PBogy1 ordinato in modo tale che tutte le coppie (B, ') aventi
in PBypys uno [e per la ag,) un solo] punto ¢ (B, f’) comune, prece-
dono tutte le altre. Per queste ultime sia ¢ (8, 8) un punto di in-
tersezione S npf’ con le proprieta :

ag41) 0 (B, B') & incidente in Pypq1 solo con i piani g e f';

bok1) se (y, 7), (6,0") precedono in M1 (B, ') i punti o(8,p’),
o(y,9') e p(4,d") non siano allineati.

Poicheé la struttura %2k+1 & finita, lo spazio X & infinito ed
ogni tre piani diversi di 9By4+1 hanno in comune esattamente un
punto [per la by)], segue immediatamente che & sempre possibile
definire i punti g (8, ') con le proprietd as;i1) e bopti).

Aggiungendo alla struttura Byy; tutti i punti o (8, §') per
ogni coppia (B, f') € My,4, otterremo la struttura Vo .

Poniamo %=l‘J%’.- e proviamo che 93 & la struttura cercata.

Ogni By, @ un piano parziale. Infatti, ’affermazione sia vera per
By © siano a, b € P41 due elementi dello stesso tipo (ciod o entrambi
punti o entrambi piani). Se a € Byy1 —B); e b€V, vale che a = g(c,¢’)
con ¢, ¢ €5, e, per la proprietd ay), la coppia (¢, c¢’) & determinata
univocamente da a. Allora @ e b possono essere incidenti al pil
con ¢ o ¢. Se anche b€ Wyr1— Vi, b=y0(d,d’) con d,d’ €Wy e,
sempre per la ag), almeno tre elementi fra ¢,¢’,d, d’ sono distinti;
ne segue immediatamente Paffermazione fatta.

Poiche, per il modo in cui & stata fatta la costruzione della
successione 93;, ogni due elementi di 3 dello stesso tipo sono in-
cidenti con almeno un elemento di 93, questo ultimo & un piano
proiettivo. Dalla proprietd ay) segue che ogni elemento di 95,41 —
By & incidente con esattamente due elementi di 93;. Questo signi-
fica che 13 é estensione libera di /3, e poiché questo & ovviamente
isomorfo con ¥, il teorema & provato.
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3. Alcuni cenni sui piani liberi di Mé&bius.

Se Y & un piano parziale di Mobius ed A & un punto di N
incidente con un cerchio k di 9/ indicheremo con [4,k] il fascio
di tutti i cerchi I che sono tangenti a ¥ nel punto A (compreso il
cerchio k).

Se & dato un piano parziale di M&bius 9, , definiamo la sue-
cessione
. Cmo’cmu-",cmiy"
nel modo seguente :

1) La struttura Wisx4q1 si ottiene da )iy aggiungendo, in
corrispondenza ad ogni tre punti diversi di s non incidenti con
un medesimo cerchio di M3, un nuovo cerchio incidente con e
solo con questi tre punti;

2) Nsn4o si ottiene da Wiyy1 se per ogni fascio [4,k] e per
ogni punto B == A (4, B,k € Ny;,41) tali che non esiste in [4,%] un
cerchio passante per B, aggiungeremo un nuovo cerchio I incidente
con e 8olo con i punti A e B e tale che 1€[4,k].

3) Da NMizpyo si passa ad Wigis se per ogni coppia di cerchi
che in Ny4o non sono tangenti e hanno in gy un punto co-
mune, aggiungiamo un nuovo punto incidente, in Wiy4;, esatta-
mente con questi due cerchi.

La struttura C](C)?Zo)nllgc}%k ¢ un piano di Mobius chiamato

estensione libera di )N(,. Se N, & formata da un cerchio % incidente
con i punti 4,,...,4, e da un punto A4,¥¥%, chiamiamo F(N,)
piano libero di Mobius di rango n -+ 4.

Il concetto di geometrie dei cerchi «libere» si trova esposto
in modo pit ampio insieme a varii risultati nei lavori [10] e [11].

4. Per i piani liberi di Mobius & valido il seguente

TEOREMA. Sia 2 uno spazio proiettivo 4-dimensionale infinito.
Ogni piano libero di Mobius di rango finito ha wna (2,0, 3)-rappre-
sentazione.

» Dimostrazione. Sia N = F(N,) un piano libero di Mobius
dove NMy=1(kyAy,eyAn; Ay TET Agyunny An).

Nello spazio Z' scegliamo un iperpiano = ed i punti B,, B,,
yeey By in modo che mai quattro di questi siano complanari e
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B,¥x1B,,..,B,. Indichiamo questa (X, 0, 3)-struttura con 3, e
definiamo per induzione la successione di strutture:

%O’%i ,u-,%i,-u

nel modo seguente. :

Se By, & gia definito, sia My, l'insieme di tutte le terne (4,
B, O) (dove A, B, C sono punti distinti di “Bs;) ordinato in modo
che tutte le terne (4, B, ) per cui i punti A4, B, C in 93y, sono
incidenti con un (e solo un) medesimo iperpiano, o (4, B, (), prece-
dono tutte le altre. Per queste ultime sia g (4, B, C) un iperpiano
di 3 definito per induzione e verificante le proprieta :

az;) o (4, B, 0) & incidente solo con i punti A4, B, C di PBsy;
by) se (4', B', 0'), (A", B", C") precedono in My la terna
(4, B, 0), 0(4,B,C)np (A’ B, 0")np (A", B", C") & una retta di =.

Non & difficile riconoscere che per tutte le terne (4, B, C)€ My,
& possibile costruire un iperpiano o (4, B, ) con le proprietd as), bsy).

Sia PBypt1 la struttura ottenuta dalla 33 aggiungendo a
questa gli iperpiani ¢ (4, B, C).

Tra gli iperpiani o, f € V541 definiamo una relazione r ponendo
azf in Bgpya se e solo se azf in By 0 a=pF. Per un punto
A € Byry1 © un iperpiano « € Vypyr sia ay Pinsieme di tutti gli
iperpiani B € Byp41 tali che wtf e o e f hanno in 9,41 & comune
solo il punto A.

In “Byys consideriamo Iinsieme My di tutte le coppie (a4 , B)
con A== B, A, B, & € Bapt1 © Mspqq1 sia ordinato in modo tale che
tutte le coppie (x,, B) per cui esiste un (e, come segue dalla costru.
zione della struttura <3, solo umo) iperpiano f tale che BT f € a,
precedano tutte le altre. Per le prime poniamo ¢ («, , B) = f e per
le rimanenti coppie («, , B) di Mz41 definiamo ¢ (a, , B) per indu-
zione in modo che risulti:

asi41) @ («, , B) passa solo per i punti 4, B di Byt ;
bsx4+1) se le coppie (B,, D) e (y,, F) precedono in Mgy la
(2, y B), il sottospazio g (x,,B)ne(B,,D)ne (y,, F) & una retta di =.

L’esistenza di g («, , B) segue dal fatto che y.1 & finito e
dalla proprietd bsy).

Sia Bapyo la struttara 983,41 ampliata con tutti gli iperpiani
e (ayy B). In “Bsyy2 poniamo g(a, , B)zf se e solo se f—g(x,,B)
oppure f€a, . _

Sia Mg4o Vinsieme di tutte le terne (a, f, 4) con «, f, A € Bsptq,
BT A ed aw€pfy. Ordiniamo My, in modo tale che tutte le
terne (a,f, A) nelle quali gli iperpiani & e f hanno in Bsyq, a
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comune anche un punto B =g (a,f, 4), B 3= 4, precedano tutte le
altre. Per queste definiamo per induzione un punto o («,f, 4) di =
con le proprieta :

a3p42) il punto o (a, f, A) & incidente in 3,4, solo con gli
iperpiani « e §;

b3ryo) 8¢ A, ,A,, A3 sono tre punti distinti di %3k+2, op-
pure dei punti o (a’,f’, A”) gid costruiti, ¢(e«,f, 4) non & compla-
nare con essi.

Aggiungiamo i punti o(a, $, A) alla struttura 33,4, e indichia-
mo la nuova struttura con 3;;,4,. Infine per a, f € WBspqs stabiliamo
che a7 f se e solo se a7 f in WBypys .

Sia B = U%’k. Vogliamo provare che la struttura 93 & iso-

morfa al piano di Mébius (. Per questo deﬁmamo per induzione
una corrispondenza o fra Y e PB.

Perk,A,,..,An siak®=n e A= B;(i=1,...,n). Se & & gia
definita per tutti gli elementi di Wi, e I & un cerchio -di 9723k+1—
— NMls; passante per i punti A, B, ¢ di Ny, poniamo 1 = g (4,
B, 0%).

Se m € WMspro — Max+1 & un cerchio incidente con i punti A,
B € NMspqs € mE[A, 1], sia m® =g (I, , B®).

Infine sia B un punto di Maxts — Wisk42; B & allora incidente
con i cerchi k, 1€ W4q, aventi in questa struttura a comune un
punto A == B. Poniamo B®=p (k*, 1%, A®). Dalla costruzione delle
successioni N, e Py, segue immediatamente che la corrispondenza
o & ben definita ed anzi w é un isomorfismo fra le strutture di inci-

denza N e PB.

OSSERVAZIONE. I teoremi dei nn. 2 e 4 sono validi anche se
i ranghi dei piani liberi sono numeri cardinali infiniti e I’insieme
dei punti dello spazio 2" ha potenza maggiore di essi. Infatti, se
gli insiemi Mj; usati nei nn. 2 e 4 sono ben ordinati, non eci
sono difficolta a definire le corrispondenze o mediante induzione
trasfinita e ad eseguire tutta la costruzione in modo completamente
analogo a quello indicato nei nn. 2 e 4.

Osserviamo anche che con un procedimento analogo si pud
costruire una (X, 0, m -} 2)-rappresentazione per una m-struttura
di Mobius libera (cfr. [1],[9]) nello spazio proiettivo m -+ 3-dimen-
sionale.
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