SEMINORME DI BEPPO LEVI
E MISURE ESTERNE AD ESSE ASSOOIATE (%

di MARIO A. PUGLISI (a Bari) (*¥)

SOMMARIO. - Si prosegue lo studio dell’integrale connesso con un funzionale J
subadditivo, omogeneo e crescente su un cono ereditario di funzioni positive.
Si indaga poi sulle relative nozioni di misurabilitd per insiemi e per funzioni.

SUMMARY. - We are carring on the study of the integral connected with a sub-
additive, homogeneous and encreasing functional | on a hereditary cone of
positive functions. Relative notions of measurability for sets and functions
have been investigated.

Introduzione.

Nella presente Nota si prosegue lo studio delle proprietad del-
I’integrale dedotto da una seminorma di Beppo Levi noncheé dei
concetti di misurabilitd per funzioni e per insiemi ad esso connessi.
Conviene segnalare subito che la denominazione di seminorma di
Beppo Levi & stata introdotta, molto verosimilmente in modo non
ortodosso, dallo scrivente in altra Nota (cfr. [8]: introduz. e [9] § 1)
per designare una funzione reale J finitamente subadditiva, cre-
scente e positivamente omogenea sopra un cono convesso ereditario @
di fanzioni reali positive, definite in un insieme E, soddisfacente
una condizione di sequenziale continuitd meglio precisata nel n. 1
del successivo §1.

Attraverso la nozione di misurabilita ed alla conseguente no-
zione di integrabilita rispetto ad J, le quali si ispirano a quelle
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indicate da R. CAIroLI in [3], sul d-anello degli insiemi integrabili
rigpetto ad J (§ 2: def. 1) viene introdotta la cosiddetta misura cano-
nicamente associata ad J, denotata con u;. 8i pone, allora, la que-
stione di riconoscere sotto quali condizioni le funzioni integrabili
rispetto ad J siano tutte e sole le funzioni integrabili rispetto a u .
Nel teor. 1 del § 2 si riconosce che ¢id si viene a realizzare se e
soltanto se & verificata la condizione seguente (cfr. (1)):

1) FELW(C,J)=>inf(1g,[)€.LD (C,J)

dove LMW @, J) denota lo spazio di Riesz delle funzioni integrabili
rispetto a J.

Ulteriormente, introdotta su un opportuno J-anello ereditario
di parti di # una misura esterna nel senso di Carathéodory u¥,
denominata misura esterna canonicamente associatea ad J, ci si @
posta la questione di riconoscere sotto quali condizioni gli insiemi
misurabili nel senso di Carathéodory rispetto a uf sono tutti e soli
gli insiemi misurabili rispetto a J (§3: def. 3). Ora, nel caso in cui
gia verificata la condizione seguente

() peC=>ayeCNW4 (G )Y ¢=v,T (?) =T (¥)

dove N4 (C,J) denota I’insieme delle funzioni misurabili positive
rispetto a J, si riconosce che una condizione necessaria e sufficiente
affinché cid accada & che risulti

(3) 15 €N (G, T).

Cid viene provato nel teor. 1 del § 3 nel quale, attraverso una
serie di caratterizzazioni, vengono dati ulteriori chiarimenti a ri-
guardo, raffrontando le nozioni di misurabilita sopra indicate anche
con una nozione di locale misurabilita introdotta nella def. 4 del
medesimo §3. Di pity, sempre nell’ipotesi (2), la condizione (1) &
necessaria e sufficiente affinche le funzioni integrabili rispetto a J
siano tutte e sole le funzioni integrabili rispetto alla misura »,
dedotta dalla misura esterna u% ed in tal caso, per ogni f inte-
grabile rispetto a J risulta

ffdﬂJ=ffva.

Beninteso, non appena si riferiscano i risultati di cui sopra
alla teoria del prolungamento di DANIELL-STONE, mentre da una
parte si riottengono risultati ormai classici quali il teorema di
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rappresentazione indicato da G. AQUARO in [1], dall’altra si hanno
informazioni relative alla misura esterna canonicamente associata ad
un integrale di Daniell, intendendo con cid la misura esterna canoni-
camente associata all’integrale superiore dedotto dal suddetto inte-
grale di Daniell il quale, notoriamente (cfr. [9]), & una seminorma
di Beppo Levi, nel senso sopra precisato, per la quale & verificata
la condizione (2). A c¢id, per comoditd del Lettore, si fa rapida-
mente cenno alla fine dei successivi §2 e 3.

§ 1. Funzioni misurabili e funzioni integrabili rispetto ad una
seminorma di Beppo Levi e rispetto ad un integrale di Daniell.

Nel presente § si richiamano brevemente, per comoditd del
Lettore, le nozioni ed i risultati di cui si fard uso nel seguito.

1. Sia @ un cono convesso ereditario di funzioni reali posi-
tive definite in un assegnato insieme FE, cio® un insiemi di funzioni
reali positive definite in B assoggettato alle condizioni seguenti ():

(1.1.1) p€C, yJE€=>go+tp€@,
(1.1.2) 9€C atR, 0 <<a—> a-¢p€C,
(1.1.3) FEFE,R), Op<<f,p€C, f<p=—>f€C

Sia, inoltre, J una seminorma di Beppo Levi su C ciod (cfr. [8],
introduz.) una funzione reale definita in C assoggettata alle condi-
zioni seguenti :

(1.1.4) PEC, weC=>J (¢ + y) < J (p) + J (),
(1.1.5) Q€C, atR, 0 <a=—>J (a-¢)=a-J (¢),
(1.1.6) PEC, yeC, o< y=>J(p)<J (),

(1.1.7) 8¢ (@a)pe N € una successione monotona crescente convergente
di elementi di C e se la successione numerica (J (@,))yenN €
maggiorata, risulta

lim ¢, € C e J (lim @,) = lim J (p,).

#® — o 9 — O 7 — oo

(!) Qui e nel seguito si denota con F(E,R) la totalith delle funzioni reali
definite in E mentre, con 0z e, successivamente, con 1y si denotano, rispettiva-
mente, le funzioni reali deflnite in E di costante valore 0 e 1.
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Dopo cid, una funzione reale positiva f definita in E dicesi
misurabile rispetto a J se e solo se & verificata la condizione seguente
(cfr. [8]: §1, def. 1)

(1.1.8)  geC=>J(p)=1J (inf(p,/)) + J (p — inf(p,f).

Denotato con N4 (G, J) linsieme delle funzioni positive mi-
surabili rispetto a J, si riconosce che (cfr. [8]:§ 1, n. 1, osserv. 1,
prop. 1,2 e 3)

(1.1.9) FEC, J(f)=0=—>re N+ (C,),

(1.1.10) feENM 4 (C,d), gE My (CyJ)=—>f~+ g € M4 (C, ),
(1.1.11) feM4(C,d), g € N4 (Cyd)=> inf(f, g) €N+ (C, ),
(L112)  fEML (), a€R, 0 < 0 =>a:fENM4(C,d),
(1.1.13) feCn M4 (C, ), g€ C77Z+ (©, ), f<g==>g—[EWM+(C, ),

(1.1.14) se (fi)peN € una successione monotona crescente convergente
di funzioni positive misurabili rispetto a J, risulta anche

lim f,, € N4 (C, J).
n— o0
Ulteriormente, introdotta la nozione di misurabilitd per funzioni
di segno qualunque chiamando misurabile rispetto a J una funzione
reale f definita in B ogniqualvolta la sua parte positiva f+ e la
sua parte negativa f— sono misurabili rispetto a J e denotato con
N (G, J) Pinsieme delle funzioni misurabili rispetto a J, si dice
che una funzione reale f definita in E e iniegmbile rispetto a J se
e solo se risulta |f|€C e fENM(C,J).
Denotato con L1 (C,J) Vinsieme delle funzioni integrabili ri-
spetto a J, si riconosce che (cfr. [8]: § 1, prop. 4)

(1.1.16) LW(G, J) é uno spazio di Riesz di jfunmzioni reali definite
in B,

Da ultimo, denotata con J@ la funzione reale definita nel mo-
do seguente

(1.1.16) MELVECJT): JU(f)=d(fH)—J(f),
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8i riconosce che (cfr. [8]: §1)
(1.1.17) JELW (G, T), 0p<< f=> TV (f) =T (f)

e, inoltre, che JM & un integrale di Daniell su LD (C,J) per il
quale sono verificati il teorema della convergenza monotona e, con-
seguentemente, il teorema della convergenza maggiorata. ,

2. Sia ‘® uno spazio di Riesz di funzioni reali definite in E e
sia I un integrale di Daniell su P. Seguendo il procedimento indi-
cato da G. AQUARO in [1], denotiamo con ®* (I') I’insieme definito
nel modo seguente

R I) =€ F(B,R) [3(fie NERY3 M neN: fr0 < frga

|fl= Ligloginflfl oSy (T (f)nex € maggioratal.

Siffatto ®* (I') risulta uno spazio di Riesz ereditario di fun-
zioni reali definite in B includente “®. Su ‘R* (I') si pud, ulterior-
mente, definire un integrale superiore I* chiamando, per ogni f€ R*(I),
con I*(f)Pestremo inferiore del’insieme dei numeri reali ciascuno dei
quali & del tipo lim I(fy) con (f,), Ny Successione monotona crescente

N — oo

di elementi di ‘¥ tale che f = lim (inf(f,f,)) e (l(fn))neN sia mag-

N —oco

giorata.

Posto, inoltre, per ogni f€ ‘R*I), I (f) = — I*(— f), risulta I (f)<
I*(f). Dopo cid, detto integrabile rispetto ad I ogni elemento S di
CR*(I') tale che I, (f)=I*(f), si perviene a costruuire Pinsieme
LY(R,I) delle funzioni integrabili rispetto ad I il quale, a sua
volta, risulta uno spazio di Riesz includente ‘R mentre, posto, per
ogni f€.LY (R, I), I, (f)=1I*(f) =1,(f), L, risulta Punico pro-
lungamento di I ad £ (‘R,I) e, per esso, sono verificati il teorema
della convergenza monotona, prima, ed il teorema della convergenza
maggiorata, poi.

La nozione di misurabilitd rispetto ad I viene introdotta chia-
mando misurabile (secondo Stone) rispetto ad I una funzione reale f
definita in & se e solo se essa & misurabile secondo Stone rispetto
ad L' (R, I') nel senso della def. 1 del § 3 di [6]. L'insieme o (R, I),
delle funzioni misurabili rispetto ad I che cosi si viene ad ottenere,
essendo 2! (R, I') uno spazio di Riesz-Lebesgue (cfr. [6]: § 1: def. 5),
risulta uno spazio di Riesz chiuso rispetto al passaggio al limite
delle successioni convergenti (cfr. [6]: § 3, coroll. 2).
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§ 2. Teorema di rappresentazione.

In quanto segue C e J sono quelli del n. 1 del § 1.
1. Premettiamo alcuni lemmi:

LEM. 1. Se f é uw’arbitraria funzione reale definita in B, le
sequenti due proprieta sono equivalenti :

a) fELD(E, J),
b) 3f'€ LW(C,T)If"eLN(C )3 f'<f<S",dD(f)=TD(f").

Inoltre, vera a) o, equivalentemente, b), risulta

(2.1.1) JO(F)=dD(f)=J0 (f"j.

Dim. Poiche, evidentemente, se & vera a) & vera b) e, conse-
guentemente la (2.1.1.), basta riconoscere che b)=—>a). A tal fine
siano /' ed f” quelle previste in b). K, allora, 0p<<f" —f<
<f"—rf €LV J) donde, essendo f' — f' € C, consegue che
(efr. (1.1.3))

(2.1.2) f'—ree
e, inoltre, 0 < J (f"' — /)< J(f"' —f)=JV(f" —f')=0 donde
(2.1.3) J(f" — f) = 0.

Da (2.1.2) e (2.1.8), a causa di (1.1.9) consegue f" — f€ N, (C, J)
e anche, ancora per (2.1.2), /" — f€ LW (C,J) da cui f=f—f"+
+ f1eLW(C,J).

LeEM. 2. Sia R uno spazio di Riesz di funzioni reali definite
in B e sia I un integrale di Daniell su K. Si supponga, inolire,
che Rec LO(C,J) e che per ogni g€ R risulti JO (g) = I(g). Allo-
ra, se f & un arbitrario elemento di L1 (R, I) ed f' e f" sono ele-
menti di R tali che f' << f<<f", risulta anche

(2.1.4) FELW (@, T) ¢ TO (f) =T, (f).

Dim. Siano f,f’ ed f” quelle previste nell’asserto e sia ¢€ R}.
Essendo /' << f e tenuto conto delle definizioni di I* e I,, esiste,
allora, una successione monotona crescente (f.),.y di elementi di
R tale che per ogni n€N si abbia f' << f, e, inoltre,

s . . &
(216)  f=1lim (nf (£,/) e lim 1(f) < I, (/) 4~

7 — o n — oo
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Si ponga, per ogni n€N ,hy =inf(f",f). La (hy), ¢y risulta,
evidentemente, una successione monotona crescente di elementi di
R e, quindi, di .2W (C,J). Si ha, inoltre, per ogni n €N, k< f"
e, inoltre, per la (2.1.5), '

(2.1.6) TO (b)) =T <T(f) < L ()45 -

Dopo cid, posto A" = lim h;, risulta h"<f" e, per la (2.1.5),

11— 00

f<lim (inf (f",fn) =h".
M — o
Ulteriormente, essendo maggiorata, a causa di (2.1.6), la suc-
cessione numerica (J @ (k)')), ¢y, Tisulta
B"E LW (C,T) e JD(A")y=1im J W (k) < I, (f) + e.
N — oo
Da quanto sopra, a causa dell’arbitrarietd di ¢ consegue che

egiste una successione, che si pud supporre monotona decrescente,
(hu)yey di elementi di 2O (C,J) tale che

1
MaeN: f<hy<f",dJ D (hy) < 1, (f)+ m,
e, quindi, posto h =lim h,, risulta k€ L@ (C, J) e, inoltre,
(2.1.7) F<h e JOW)<I,(f)

Analogamente, essendo — f” << — f << — f’, esiste k€ LU (C, J)
tale che

(2.1.8) —f=—k e JO(—I) <I,(—f)

Da (2.1.7) e (2.18) consegue, allora, che k< f<h e, inoltre,
JO&K)=1I, (f)=J D (k). Pertanto, a causa del lemma precedente,
risulta f€ LO(C, J) e JO (f) =1, (f).

Abbiamo, ora, i mezzi per dimostrare la seguente.

PRrOP. 1. Se ‘R é uno spazio di Riesz di funzioni reali definite
in B ed I & un integrale di Daniell su R, le seguenti due proprieta
sono equivalenti:

a) LYR, I)= LO(C,JT), M fEL (R I): IO (f)=1I,(f),
b) ‘Re LO(C, I ), FFER:TD () =1I(f).
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DiM. Poiche, evidentemente, a)=—>b), basta riconoscere che
b)==>a). A tal fine sia vera la b) e sia f un arbitrario elemento
positivo di 2! (R, I). Esiste, allora, una successione monotona cre-
scente (fu), ¢y di elementi positivi di ‘R tale che f= lim (inf (f,fy)).

N — o0

Dopo cid, essendo, per ogni n € N, 0z << inf(f,f,) << fu con inf(f,f,)e
€.L! (R, I), a causa del lemma precedente risulta inf ( f, f,) € L (G, d)
e J O (inf (f, fu)) = I, (inf(f, f4)) donde, convergendo (ad I, (f) la
successione numerica (I, (inf(f, fu), ¢y, consegue f€.L0(C,J) e

J @ (f)=Tlim JO (inf (£, £)) = lim I, (inf (f, f) = I, (f).

2. 8i denoti, ora, con W (C,J) Vanello associato allo spazio di
Riesz LM (C, J) delle funzioni integrabili rispetto ad J. In altri
termini, si ponga, per definizione (cfr. [6]: § 3, prop. 1, def. 1) ()

WEJ)=|XeP(E)|pg€ LO(C, T ).

OSSERVAZIONE 1. Essendo .20 (G, J) uno spazio di Riesz-Le-
besgue, a causa della prop. 3 del § 2 di [¢] si ha che (3)

(2.2.1) W(C,J) ¢ un d-anello di parti di .

DEF. 1. 8i dice che una parte X di B é integrabile rispetto ad
J se e solo se X appartiene al é-anello W (C, 7).
Ulteriormente si ponga

(2.2.2) M XEWECT): py(X) =T (py).

OSSERVAZIONE 2. Tenuto conto che J ) & un integrale di Da-
niell su LW (C,J), si ha che

(2.2.3) u; & una misura su W(C,dJ ).

(%) Per ogni parte X di E si denota con @y la funzione caratieristica di X.

(3) Per le definizioni di anello, d-anello, o-anello e ¢-algebra di parti di E
si confronti ad es. [5]. )
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Dopo cid & giustificata 1a seguente

DEF. 2. La funzione d’insieme u; definita in (2.2.2) prende il
nome di misura canonicamente associata a J.

Qui e nel seguito ci atterremo alla seguente convezione (cfr.
ad es. [1], § 7):

CONVENZIONE 1. Se Ul & un anello di parti di B, denotiamo
con R (W) lo spazio di Riesz delle funzioni sempliei rispetto ad Tl.
Se, poi, u & una misura su U, denotiamo con I, Vintegrale di
Daniell canonicamente associato a u, con L' (T, u) lo spazio di
Riesz delle funzioni integrabili rispetto a I, e, per ogni f€ Lt (U, u),

poniamo [ (L), (/)
B di ovvia dimostrazione il seguente
LeM. 3. Se W(C,J) é Vanello degli insiemi integrabili rispetto

a J (def. 1) ¢ u, é la misura canonicamente associata a J (def. 2),
risulta che (conv. 1)

19 RW(C, T )= LW, J),

29) VIERMM(CI)):TO(f) =1, (f).

Dal lemma precedente e dalla proposizione 1 consegue che

Pror. 2. Se W(C,J) & Vanello degli insiemi integrabili rispetto
a J(def. 1) ¢ u; é la misura canonicamente associata a J (def. 2),
risulta che (conv. 1)

1°) LYW(C, T ), py)= LO(E, ),

29) LEL (@, T ), uy): TO) () = f fu,.

3. Richiamiamo un teorema di approssimazione di cui in [6],
che dovremo qui appresso adoperare, dando qualche ulteriore chia-
rimento a riguardo.

Prop. 3. Sia L2 uno spazio di Riesz-Lebesque di jfunzioni reali
definite in B e sia Wp il -anello ad esso associato (cfr. [6]: § 1,
def. 5 e § 3, prop. 1, def. 1). Allora, se S(L) é lo spazio di Riesz
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delle funzioni misurabili secondo Stone rispetto ad L2 (cfr[6]:§3,
def. 1), le seguenti quattro proprieta sono equivalenti :

a) FEL=">inf(1p, f)€ .0,

b) ogni elemento positivo di L & il limite di una successione
monotona crescente di funzioni positive semplici rispetto ad Wy,

c) 1EEC‘S(-B)7
d) SES(L) =>inf(1g,f) €S (L).

DiM. Poich® a) <==> ¢) <==> d) (cfr. [6]: §3, prop. 5) e a)=—>1b)
(cfr. [6]: § 2, eoroll. 1), vasta riconoscere che b)=—> ¢). A tal fine,
sia vera b) e si consideri f€.2, 05 <<f. Esiste, allora, una succes-
sione monotona crescente (f),.y di elementi positivi di 9 (T ) tale
che f=1im f,,. B, quindi, inf(1z, f) = lim (inf(1g, /) e poiché per

9 — oo

91 — 00
ogni n € N & ancora inf(1z,/.,) € ‘R (W) e, quindi, inf (15, /)€ .2 non-
ché Op<<inf (1z,/.) <f, essendo .2 uno spazio di Riesz Lebesgue
consegue inf (1g, f)€.L. Da cid, a causa dell’arbitrarietd di f, con-
segue 1p€d (L)
Abbiamo, ora, i mezzi per dimostrare il fondamentale

TEOR. 1. Se W(C,J) é Panello degli insiemi integrabili rispetto
a J (def. 1) e u; é la misura canonicamente associata a J (def. 2),
le seguenti due proprieta sono equivalenti :

Q) LUW(E ) ) =L (E€,J),
b fELW(@JT)=>inf(lz,f)e LD (C,J]).

Inoltre, vera a) o, equivalentemente, b), risulta che

(2.3.1) M LELD(C,T): JW (f) =ffdyJ.

Dim. Poiché per ogni f€ R (W (C,J)) risulta inf (1z,f) €
€R(W(C,J)) e, conseguentemente, per ogni f€.L (W (C,J), u,) ri-
sulta inf(1lg, )€ LY (W(C,J), u;), & del tutto ovvio che a)=—>b).

Al fine di riconoscere che b) => a), supposta vera la b), si consi-
deri f€e LU (C,J), 0z <<f. A causa di ) e del risultato della prop. 3
esiste, allora, una successione monotona crescente (fy),y di ele-
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_menti positivi di R (W (C, J)) tale che f = lim f,,. Dopo cid, essendo,

1 — o
a causa del lem. 3 e quale che sia n€N, f,,eLD(C,J)ed I (f,) =
= IﬂJ( Jfu), 1a successione numerica (I,‘J( Ja)nen € quindi, la suc-

cessione ( f f,,d,uJ) X risulta maggiorata (da J @ (f)).
ne
Pertanto si ha € L1 (W (C,J), u,) e, inoltre

91 — 00

_[fd’u-7= lim ff,.d,u.,= lim JO (f) =J D (f).

Quanto si & ora riconosciuto assieme al risultato della prop. 2
prova P’asserto.

OSSERVAZIONE 1. La proprieta b) del teorema  precedente &
verificata ogniqualvolta & verificata la condizione seguente

(2.3.2) FEN 4 (C,J)=>inf(1g,f)EM4+(C,J),
o, piu in particolare, la condizione
(2.3.3) 1€ N4 (G, J).

Allo scrivente non risulta che la (2.3.2) o 1a (2.3.3) equivalgano
alla b) del teorema precedente. Purtuttavia, nel successivo § 3 ver-
rd indicato un caso particolare in cui le] suddette equivalenze sus-
sistono.

4. Sia, ora, ‘® uno spazio di Riesz di funzioni reali definite
in E esia I un integrale di Daniell su ‘R. Posto C=3}feR*(I)|0z<f}
e denotata con J la restrizione di I* a C, siffatti C ed J verificano
le proprietd da (1.1.1) a (1.1.7). Dopo cid, se S(R,1) & VP’insieme
delle funzioni misurabili secondo Stone rispetto ad I, risulta (cfr.
[7]: n. 2, teor. 1) S (R, I) =N (C,J) e, conseguentemente (cfr. [8]:§2,
teor. 6) L1 (R, I)=LWV(C,J)e I[,=J0,

Dopo cid, posto

(2.4.1) TR, I) =$X €D (B) | oy € L1 (R, TN,

(2.4.2) VM XEW(RI): u(X)=1I, (py),

risulta anche W ('K, 1)=W(C, J),u; = u;. Pertanto, il risultato
del teorema 1 da luogo al
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COROLL. 1. Sia ‘R uno spazio di Riesz di funzioni reali definite
in B e sia I un integrale di Daniell su R. Allora, se UER, 1) e
Mg somo  quelli definiti in (2.4.1) e (2.4.2), le seguenti due proprieta
sono equivalenti : ‘

a) L1 ( (%7 I), ”I) = P! (%a TI),
b) feLt (%,I):> inf(lg, f) €L (R, I).

Inolire, vera a) o, equivalentemente, b) risulta che
(2.4.3) NIEL R I I (f) = [ iy,

OSSERVAZIONE 1. Si ritrova, cosi, un ben noto risultato della
teoria del prolungamento di Daniell-Stone di cui, ad es., in [1], in
quanto, notoriamente, la proprietd b) del corollario precedente equi-
vale alla condizione

(2.4.4) FER=> inf(lg,f)€.L1 (R, I).

§ 3. La misura esterna canonicamente associata a J.
In quanto segue C e J sono ancora quelli del n. 1 del § 1.
1. Dimostriamo il seguente

Lum. 1. Posto Ue={XEP(H)| g €Cl ¢, inoltre, per ogni
XeUo us(X) = dJ (py), risulta che:

1% We é un anello ereditario (e, quindi, un 6-anello) di parti di B,

20) px & una misura esterna su Ule (cfr. [2]: Cap. IV, § 3, n. 1).

Div. E, intanto, 5 € We. Sia Ye We e sia X €D (H) tale che
Xe Y. Essendo @y < ¢, con ¢, €C, a causa di (1.1.3) risulta ¢, €C
e, quindi, X€TUWe. Se, poi, Xe€Wp e YeUWp, essendo Prur=
= @x 1 ¢y con gy + ¢, €C, risulta ¢, ,€C e, quindi, XuYeU,
mentre, essendo Xn¥Yc Y e ¥ — Xc ¥, per quanto sopra risulta
XnYE‘lIle e Y—XEme.

E, poi, evidentemente, u% () =0 e u}(X) << u%(¥) se XeUe,
YeUWe e Xc Y. Se, infine, (X,), ¢y ® una successione di elementi
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di e tutti contenuti in wun ulteriore elemento di We, a
causa di (1.1.4) e (1.1.7), risulta

*
U X,)=J(su =J (su su =
M‘T(nEN 2 (nEIl)W(pX") 1z(€Np(()Sk_<Iin(pxk))

n =]
=sup(J( sup Px, )<< sug ( z J(qpxk)) =nzo yf,(X,,).
ne =

neN 0<<k<n k=0
Dopo cio ¢ giustificata la seguente

DEF. 1. Dicesi misura esterna canonicamente associata a J la
Junzione d’insieme pf definita nel lemma precedente.
Sussiste I'ulteriore

DxrF. 2. 8i dice che una parte X di E & misurabile rispetto a

Py

K5 se e solo se & verificata la condizione seguente
(3.1.1) A €eWo=>p(4) = p5(AnX)+ u%(4 — X).

OSSERVAZIONE 1. Denotato con T} (J) Vinsieme delle parti di

E misurabili rispetto a u%, come & noto (cfr. ad es. [2]: Cap. IV,
§ 3, n. 2)

(3.1.2) WE(J) & una o-algebia di parti di B.

Dopo cid, posto

(3.1.3) BE,J)=TenWE(J),
risulta che
(3.1.4) B(C,T) & un S-anello di parti di B.

OSSERVAZIONE 2. Poiche risulta che
XeB(CJ), YeBC,J), XnY =g =—>
=> pH (XU Y) = p4(X) + 5 (X),
denotata con »; la funzione d’insieme definita nel modo seguente

(3.1.5) M XESB (@, ) v, (X) = pt(X),
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risulta che (cfr. {2]: Cap. IV, §3, n.1)

(3.1.6) v, é una misura su B (C,J).
" Introduciamo Pulteriore

Dxr. 3. 8¢ dice che una parte X di B é misurabile rispetto a
J se e solo se risulta @ €Ny (C,JT).

Qui e nel seguito denoteremo con il simbolo .{II)(G,J) I’insieme
delle parti di £ misurabili rispetto a oJ.

OSSERVAZIONE 3. Evidentemente, risulta
(3.1.7) | WE,JT)=Tenfl(©T).
OSSERVAZIONE 4. Risulta
(3.1.8) (G, J)e WE (J).
Invero, se XeN(C,J) e A€Up, 8i ha
pi(A)=Jd(p,)=J (inf(p,, pg) +J (p, — inf(p,, py)) =
=J (@00 FT(@u_g) =3 (AnX)+ pul (4 — X).
OSSERVAZIONE 5. Da (3.1.3), (3.1.7) e (3.1.8) consegue che
(3.1.9) W(E,J)=B(C,J)
e, inoltre, tenuto conto delle definizioni di »,, u} e u;, che
(3.1.10) M XEWER,J): v (X)=pu, (X)
Sussiste, da ultimo, la seguente

. DEF. 4. Una parte X di E si dice localmente misurabile rispetto
a J se e solo se essa é localmente misurabile, nel senso della def. 1
del § 4 di [6], rispetto al d-anello W(C,J).

OSSERVAZIONE 6. Denotato con W @ (C, J ) Pinsieme delle parti
di F localmente misurabili rispetto a J, a causa della prop. 2 del §4
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di [6] si ha che
(3.1.11) WO(C, J) é una o-algebra di parti di EB.
2. Passiamo a riconoscere che
LeM. 2. Se é verificata la condizione seguente
(%) PEC=APeCaNWy(CJ)3 p<w,d () =J (),

per un’arbitraria fuuzione reale positiva f definita in E le sequenti
due proprieta sono equivalenti:

a) fEC)%+ (G,J)’
b) @€CaNML(C,T)=>J(p)=J (inf(p, f))+ J (p — inf(p, f)).

Dim. Evidentemente, a)=—> b). Si supponga, allora, vera la b)
e 8ia @ un arbitrario elemento di C. A causa di (#) esiste, allora,
YECANN4 (C,J) tale che p <<y e J (p) = J (y). Dopo cid, essendo

inf(y,f) —inf(p,f)<<y — @, risulta @ — inf(p,f) <<y — inf(y, f)
e, quindi, essendo a causa di b)

J (W) =J (inf(p, f)) + J (v — inf (y, f)),

8i ha J(inf (g, /) + J (p — inf(p, ) < J (v) = J ().
Dal lemma precedente consegue che

CoRrOLL. 1. Se ¢ verificata la condizione (x), denotato con S5 (C,dJ)
Vinsieme delle funzioni misurabili secondo Stone rispetto a L0 (G, J ),
st ha

(3.2.1) N(C,T)=S(C,d).
Dim. Invero, se y' & un arbitrario elemento positivo di (@, dJ),
per ogni p€C n Ny (C,J) risulta J(p)=J(inf(p, f)) 4 J (p — inf(p,f)).

Abbiamo, ora, i mezzi per riconoscere il successivo

TEOR. 1. Se ¢é verificata la condizione (), le seguenti proprieta
sono equivalenti :

Q) 1g€NMy (C,T),
b FEMy(CT)=> inf(15,f) €My (CT ),
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o) FELW(Q,JT)=>inf(lz, f)€ LD @ J),
d WEJ)=4a(C,J),
o) (D(C,JT) ¢ una calgebra di parti di B,
J) WOEC, T )= (C,J),
9) MAOC, T ) =N (C,T)(*.

DiM. a)=—> b) e b) =—> ¢) sono ovvie.
¢)=>d). Si supponga vera la ¢) e sia X un arbitrario ele-
mento di WE(J). Allora, se A€UWp, risulta J(p,) = p%(4)=

=:u‘?;(A ﬂX) + #’s; (A - X) = J((pAn_x) + J(Q?A__X)=J(‘PA'(PX)+
+ J (¢, +(1, — @y)). Conseguentemente si ha che

(322 AeWEIN=>JDV(p,)=J(p,-px) +J(p,+ 1, — @,).

Sia, ora, y un arbitrario elemento di ‘R (U (C, J)). Esiste, allo-
ra, una famiglia finita (a,), , di numeri reali positivi ed una fami-
glia (finita) (A2)1cz di elementi di W(C, J) tale che y = 5 a;-¢y4,. B

AeL

quindi, per (3.2.2),

)

J( o) +J A, — o)<

<3 G (0, 70+ T (0 (Ly— g =

AeL

= 3 apd (g, )=JD ().
AeL 2

Daltra parte & JO (3) =J () <J (X-9) + J (X-(1,— px)) e,
quindi, si ha che

(3.2.3) 2E€RMW(C,J)),05<<y=>JD(3)=J (1. @)+ I (1-(1,— @y

Sia, adesso, x un arbitrario elemento positivo di LW (G, d).
A causa di ¢) e della prop. 3 del §2, esiste, allora, una successio-

(4 Con W (WY (€, J)) si denota linsieme delle funzioni reali definite in
E misurabili in senso classico rispetto alla c-algebra WY (G, J) (cfr. [6]).
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ne monotona crescente (y), y di elementi positivi di R (W (C,J))

tale che y = lim g,,. Da qui, tenuto conto di (3.2.3), di (1.1.7) e

1 — 0o

della circostanza che J@ & un integrale di Daniell, consegue che

JO () =1lim IO (gn) = lim J (3,-@5) + lim J (- (1, — ) =

11— co n —co 71 — 0

=dJd(1px) +J -1z — @x).
Pertanto risulta che

(B.24) e LW(CJ),0p<y=>JV()=J (1) + I 1z —@y)
e, conseguentemente, che
(3.2.5) 2€ELW(CJ)0p<<y<<lp=—>
=>dJ () =J (inf(y, o5 ) + J (xy — inf (y, 9x)).
Sia, ancora, y € 2M (G, J) e si supponga che 0p<< y << 1z. B,
(3.2.6) dnf (y, q)xj €C
e, quindi, a causa di () esiste w € CnW4(C, J) tale che
(8.2.7) inf (y, o) < v, :
(3.2.8) J (inf (7, px)) = J (y).
Da (3.2.7) consegue
(3.2.9) inf (y, @) = inf (inf (y, ), Px)

e, quindi, tenuto conto di(3.2.8), J (y) =J (inf (y, p)) =J (inf (inf(y, ),
@x) < J (inf (3, y)) < J (y) donde

(3.2.10) J (inf (3, y)) = J (inf (inf (2, y), @)

D’altra parte & inf(y, y)€.L0(C,J) con Op < inf(y, w)giE e,
quindi, a causa di (3.2.5), : :

J (inf (z, y)) = J (inf (inf (7, v), @x) +

+ J (inf(y, y) — inf (inf (1, ¥), ).
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Da questa e da (3.2.10) consegue, allora, J (inf(y, ) — inf(inf(y,y),
@) =0 donde (cfr. (1.1.9))

inf (3, w) — inf (inf (1, y), @) € N, (G, J)
e anche, essendo, per (3.2.9),
inf (3, @) = inf (x, y) — (inf (3, ) — inf (inf (z, v), @),

e tenuto conto di (3.2.1) o, se si vuole, di (1.1.13),
inf (y, py) € CWZ_*_ (G, J)

e quest’ultima, assieme alla (3.2.6), prova che inf (y, p,) € LD (C,J).

Se, poi, y & un arbitrario elemento positivo di LM (G, J), es-
sendo inf(y, ) = inf (inf (3, 1,), ¢;) ed essendo, ancora a causa di
c), inf (y, 15 € LO(C,J) con 05 << inf(y,15) << 1z, per il caso parti-
colare precedentemente considerato risulta inf (inf (y, 1,),¢,)€LD(C,J)
e, quindi, anche inf(y, p)€.2M (G, J). Dopo cid, tenuto conto del-
Parbitrarieth di y, si pud asserire che ¢, €S(C,J) ovvero, per
(8.2.1), che ¢ € N4 (C,J) e, quindi, X € (C,J).

Da quanto precede, a causa dell’arbitrarietd di X, consegue
che WE (J)= M (C,J) e civ, tenuto conto di (3.1.8), prova la d).

, d)=—>e). Consegue da (3.1.2).

e)==> f). Infatti, se & vera la ¢), risulta E€ () (G, J) ovvero

1€ M4 (C,J) e, quindi, per (3.2.1), 1z€S(C,J). Da cid, a causa
del teor. 2 del § 4 di [6], consegue che

WG, JI)=}XeP (B) | i€ S(C, )}

donde, ancora per (3.2.1), W (C,J) = (C, J).
f)=>g). Infatti, se & vera la f), essendo per (3.1.11) H¢€
eWO (G, J), risulta EeD(C,J) ovvero 1€ N4 (C,J) e, quindi,
per (3.2.1), 15€S(C,J). Da cid, a causa del coroll. 1 del § 4 di [6]
e ancora per (3.2.1), consegue la g¢). ,
g)—>a). Invero, essendo EeWH(C,J), risulta 1z N (WO (C,J)).
Dal teorema precedente consegue il

COROLL. 1. Se é verificata la condizione (x), le seguenti due
proprietd sono equivalenti

a) L1 (3B (e, J),”J) = LD (G, ),
b) JELW(C,J)=—>inf(1g, f) € LND(C, J).
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Inoltre, vera a) o, equivalentemente, b), risulta che

(3.2.11) WEI)=B@J),pu,=7,,

(8.212)  MfELWV(QJ): W (F f fav, = ( f fa MJ)

DiM. a)=>b). Il analoga alla a)==>b) del teor. 1 del § 2.
b)=—>a). A causa di b) e dell’equivalenza ¢) <=>d) del teo-
rema precedente, risulta W*(C,J)= I (C,J) donde, tenuto conto
di (3.1.3) e (3.1.7), M (C,J) = IB (C, J). Essendo, poi, per ogni XE€
EW(C,J), py(X)=dJWV (py) =dJ (pg) = p5(X)=»,(X), risulta an-
che p,=»,. Dopo cid, essendo a causa di b) e del teor. 1 del §2

LHW(C, T), py) = B(‘)(e J) e per ogni f€.LN(EC J),JV(f)=
_ffd py , risulta 2! (BB (G, J),»,) = LU (C,J) e, per ogni f€

€ L0 (@, ), JW f)=ffd v

3. Siano, ora, come nel n. 4 del § 2, ‘2 uno spazio di Riesz
di funzioni reali definite in B ed I un integrale di Daniell su R.
Si ponga

TR, 1) =X e P (B)| gx € L1 (R, I},
Y XEW(RI): py (X)=1I,(pg),
G (R, I)=31XeD(E)| g €S (R, I)},
Wapr (1) =X EP (B) | px € R* (1)},
VX Eage (1) ¢ 1 (X) = I* (9,
I)={XeD ()| ¥ Aém%*(J):ﬂ;(A)=ﬂ; (ANX)+puz(A—X),
B (B, I) = Wapr (1) N W (1),
M XEB(R,I): vy (X) = p} (X),

WO (R, I)=3XeP(B) |V A€WR,I): An XeW (R, I
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Per quanto si & notato nel n. 4 del § 2, a .causa del lem. 1,
di (3.1.2), (3.1.6), (3.1.8) e (3.1.11), si ha che

(3.3.1) Wapr (1) & un d-anello ereditario di parti di E,
(3.3.2) uT & una misura esterna su Wape gy,

(3.3.3) WL (I) ¢ una o-algebra di parti di H,

(3.3.4) BER, I) & un é-anello di parti di E,

(3.3.5) v, & una misura su JB(C)Q,f),
(3.3.6) G (R, I)c W& (I),

(3.3.7) WA (R, I) é una o-algebra di parti di B.
Sussiste il seguente

TEOR. 2. Se R é uno spazio di Riesz di funzioni reali definite
in B ed I é un integrale di Daniell su R, le sequenti proprietd so-
no equivalenti :

a) feR=—>inf(lg,f)e.L! (R,I)

b) WEI) =B (R, I),

¢) BGR I)é una o-algebra di parti di B,
a) G(R,I)=TU%RI),

&) SR, I)= W (AY (R, I)).

Dim. B ovvia conseguenza -del teor. 2 mon appena si tenga
presente che nel caso in esame & verificata la , condizione (x) del
n. 2 (efr. (1.20) di [7].

11 eoroll. 1 da Inogo, infine, al seguente

COROLL. 2. Nelle ipotesi ¢ con le notazioni del teorema precedente
le seguenti due proprietd sono equivalenti :

a) LLIB(R,I),vn)= L1 (%? I),
b)) feER=>inf(lg,f)€ L (R, I).
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Inoltre, vera a) o, equivalentemente, b), risulta

(3.3.8) WER I =3B (R, I), py=r;,

(3.3.9) M fELYRI):I, (f)=ffd v, (=ffd,uJ) .
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