SOPRA ALCUNI TEOREMI DI CONVERGENZA
NELLA TEORIA COSTRUTTIVA
DEL PUNTO FISSO (¥)

di Uco BARBUTI e SERGIO GUERRA (a Trieste)(*¥)

SOMMARIO. - Sono studiate condizioni atte ad assicurare la convergenza della
successione delle iterate generata da una trasformazione continua di uno
spazio metrico in sé e sono ottenute proprietd caratterizzanti la convergenza
a punti fissi.

Questi risultati vengono poi applicati al caso delle contrazioni negli spazi
mefrici e in taluni spazi di Banach, dando luogo a nuovi teoremi di
convergenza.

SUMMARY. - Sufficient conditions for the convergence of the iterates sequence
generated by a continuous transformation of a metric space in itself are
studied and properties characterizing the convergence to fixed points are
obtained.

) . . I3
Then these results are applied to the case of nonexpansive transformations
in metric spaces and in some Banach spaces, giving raise to new theorems
of convergence.

Accanto alla teoria generale del punto fisso (a cui sono legati,
com’® ben noto, i nomi di Brouwer, Poincaré, Lefschetz, Schauder,
Leray, etc) nella quale 1’esistenza di punti fissi & essenzialmente
provata con strumenti di natura topologica, si & sviluppata in
modo sistematico, specie negli ultimi anni(!), una teoria di tipo
costruttivo, cio¢ una teoria (che pud ben farsi risalire al notissimo
principio di contrazione dovuto a Banach (?) la quale, ammessa

(*) Pervenuto in Redazione il 23 marzo 1970.

Lavoro eseguito nell’ambito delle attivitda dei Contratti di Ricerca mate-
matioa del C.N.R..

(**) Indirizzo degli Autori: Istituto di Matematica dell’Universitda — Piaz-
zale Europa 1 — 34100 Trieste.

(!) Per una aggiornata bibliografia sull’argomento ofr. anche [1].

(®) cfr. [2].
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Pesistenza di punti fissi, rispetto ad una assegnata trasformazione,
8i propone di assegnare algoritmi atti alla loro determinazione,
¢ido che interessa da vicino 1’Analisi applicata.

Con questo lavoro, che intende inserirsi in questo genere di
ricerche, si fa una analisi accurata delle condizioni che assicurano
la convergenza di traiettorie generate da wuna trasformazione di
uno spazio metrico in se.

In una prima parte (nf 1,2 e 3) sono esposte alcune definizioni
e sono dimostrate alcune proposizioni sulle quali si fondano i ri-
sultati successivi.

In una seconda parte (n‘4 e 5) sono assegnati criteri di con-
vergenza per una traiettoria e per tutte le traiettorie ; segnaliamo,
in particolare, i teoremi 1, e 1 che caratterizzano, in un certo senso,
la convergenza e che rappresentano i risultati centrali del lavoro.

Una terza parte & dedicata al caso, molto studiato, delle con-
trazioni. Negli spazi metrici Papplicazione dei criteri stabiliti ai
n' 4 e 5 conduce ad una-caratterizzazione (teorema 2, della con-
vergenza per tutte le traiettorie e ad un analogo teorema di con-
vergenza (teorema 3, per le contrazioni forti: Il teorema 2, da
poi lnogo ad un criterio (teorema 4,) di tipo essenzialmente nuovo.

Sono poi studiate le contrazioni in taluni spazi di Banach.
Col teorema 3, si ritrova, nel caso degli spazi di Banach stretta-
‘mente convessi, un recente risultato di J. B. Diaz ed F. T. Met-
calf (3). Il teorema 4, dd luogo a due applicazioni, una al caso degli
spazi euclidei, I’altra al caso degli spazi hilbertiani, che ci piace
segnalare.

Definizioni e proposizioni preliminari.

1. Sia X un insieme, T una trasformazione di X in se.

Per ogni m € N (%), indicheremo, seguendo una corrente sim-
bologia, con F(T™) Vinsieme degli elementi (o punti) € X uniti
(o fissi) rispetto a 7'™(%), ciod tali che x = T™z.

Per il seguito supporremo sempre F (T) non wvuoto.

Essendo, ovviamente, F'(7) c F(IT'™), qualunque sia m, F(T™)
risulta, a sua volta, non vuoto, per ogni m.

(3) Cfr. [3] a pg. 476.

(*) & indica la successione degli interi naturali: 1,2,3,.., ed N, la suc-
cessione: 0,1,2, ... .

(%) Assunto, convenzionalmente, 71 = T, T™ resta definita, induttivamente,
con la posizione T™ =T o TM™1,
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La successione {T"«})y, # € X, la chiameremo (come si usa nella
teoria ergodica) traiettoria di origine x (6). '
Sono di immediata verifica le due seguenti proposizioni.

Prop. 1.1.

Se, per un certo me€N, x€F(IT™), allora tutti i punti della
traiettoria di origine « appartengono ad F(T™).

Da =z € F(T™) segue, infatti, T"a — I'(T™ &)= T™(T"x), per
ogni n €N,

Prop. 1.2,

Per ogni k,me€N, risulta F(T™) c F(Tkm),

Per k=1 la proposizione & ovvia. Supposto F (T ")c F (T #*—1m),
se x € F(T™), si ha poi Tkmg = TmtE-Dmg — Tm (TE-1)mp) —
=Tmgr=up.

2. Queste prime considerazioni hanno carattere essenzialmente
algebrico. Oi interessa perd, ora, munire X di una topologia. Ai
nostri fini penseremo introdotta su X una metrica 6 e considerere-
mo la topologia che si deduce su X, nel modo consueto, definendo
con ¢ le basi d’intorni. Tale scelta & fatta allo scopo di assicurare
casi di pit frequente applicabilitd, come accade per gli spazi di
Banach e, in particolare, per quelli di Hilbert.

D’ora in poi supporremo che la 7' sia continua nella topologia
suddetta.

Fissato « € X, indicheremo con F,(7*)(?) I’insieme (eventual-

() Essa si usa solitamente chiamare la successione di Picard-Peano (o delle
iterate della T') di origine .

(") L’uso del simbolo F, (T'*™) oi sembra opportuno, oltre che per ovvie
analogie (cfr. le successive prop. 2.1 e 2.2), per I'osservazione seguente.

Sia yeF, (I'™), esista ciod fnilpc y tale che lim T"kav=y. Posto m; =

k
=My — My (e si potrd sempre supporre che la successione {mk}keN sia orescen-
te), risulta
T"k_Ha; — ka’+"km — ka(T”kx)
e, essendo

lim 7% g = 1im 7"% 5 — ¢
k k

)
per la divergenza di my,, 8i potrd convenzionalmente dire che y & soluzione del-
l’equazione

«x = T®x».

L’insieme Fw(T°°) & stato gid considerato da J. B. Diaz e F. T. Metoalf e da
tali autori indicato col simbolo .2 (x) (ofr. [3] a pag. 463, n® 3).
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mente vuoto) dei punti che sono valori limite delle sottosuccessioni
della traiettoria di origine a.

Porremo poi F(T°°)=WEJX Fp (T).

In analogia alle 1.1 e 1.2 valgono le due proposizioni seguenti.

Pror. 2.1.
Se y € Fpy(T*), allora tutti i punti della traiettoria di origine y

appartengono ad F,(T).

Per Pipotesi, esiste nna sottosuccessione $7"'% xl; . 5 della traiet-
toria di origine « tale che lim 7™* x — y. Fissato comunque n € N, per

k
Ja continuitd della T, risulta allora lim T"¥" p —Jim T# (T"* ) =
k k
= Tn(lim T"*x) = Tny.
k

Prop. 2.2.

Per ogni m € N, risulta F(T") c F(T>).

Infatti, se 'y € F (T™), posto my=L.m, L € N, risulta (cfr. la
prop. 1.2) T™ky = Tk y — y, onde anche y =li}:n T"tye F (T).

Le prop. 2.1 e 1.1 sono illuminate sul piano intuitivo (con
linguaggio figurato) dalla osservazione seguente: Se la traiettoria
di origine x « penetra con un termines» in F (I'*) (F (I'™)), resta
« catturata da questo insieme» da quel termine in poi (%).

Ci sard utile anche la seguente

Pror. 2.3. :
Gli insiemi F (T™),m€ N ed F,(T>)(°) sono chiusi.

(8) 11 fatto che, per ogni m € N, risulti F(T')c F(T™)ec F(T), induce a
pensare alla possibilith di introdurre, nella famiglia & degli insiemi F(T™),
una relazione d’ordine. La prop. 1.2 ¢i pud aintare a tale scopo. Se, infatti, di-
ciamo che « F(1")< F(T?®), r, s€ N, quando & @ multiplo di = », allora F risulta
essere un reticolo distributivo d’insiemi (isomorfo a quello degli interi naturali
rispetto alla stessa relazione d’ordine) con elemento minimo F (T). Il contenuto
della prop. 1.2 precisa, allora, ohe, in % la relazione d’ordine < implica I'in-
clusione. Non ® vero il viceversa, come pud desumersi attraverso l’esempio se-
guente,

Sia X = R la retta reale e 7 la simmetria rispetto al punto « = 0. Es-
sendo, ovviamente, F(T?¥) = R ed F (T 1) = {0}, qualunque sia % € N, riesce
F (1% c F(1%), per ogni k.

(%) Se If’x(T"") ® vooto, allora esso ® ovviamente chiuso,
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Sia, dapprima, x;€ F(T™), per ogni k€ N e lim #;=y. Si ha,
k

allora, &, = T'" a;, , per ogni k e, passando al limite per &k — oo,
per la continuitd della T, segue y==T"y, onde y€ F(T™).
Sia, ora, ;€ Fy,(T*), per ogni k€N e lim a2y—y. In tal caso
k

non c’¢ che da ripetere un noto ragionamento. Fissato n € N, esiste
k (n) € N tale che

1
(1) 6(wk7?/)<‘27796r k= (n)

e, poiche, per ogni k, esiste una sottosuccessione }7"7®) gl . » della
traiettoria di origine « convergente ad wy, esisterd g (n,k)€ N tale
che

1 .
(2)  O(T™1® &, my) < 550 ber ¢g=q(n, k) e per ogni fissato k.

Scelto k=1F% (n), la (1) e la (2) risultano verificate per k=1 (n) e
g=q(n,k(n)) ed allora, dalla proprietd triangolare della distanza,

segue

F (qu(n, k(n)) x, y) < % ,

la quale ¢i assicura che YEF, (T™).

3. Diremo che la trasformazione 7' & sequenzialmente compalta,
rispetto al punto x, se da ogni sottosuccessione della traiettoria di
origine x, se ne puo estrarre una convergente. Diremo poi che la
T & sequenzialmente compatta su X se & tale rispetto ad ogni suo
punto (19),

A mnorma della prop. 2.2, F(T*) risulta, in ogni caso, non
vuoto. Se la T' & sequenzialmente compatta rispetto ad «, & mnon
vuoto anche l’insieme Fy, (7).

(!%) La sequenziale compattezza su X della 7 & una condizione che pud’
essere realizzata in vario modo.

Se, per esempio, Vimmagine, T (X ), di X tramite la 7, & un sottoinsieme
compatto di X, nel senso che 7'(X) soddisfa la condizione di Heine-Pincherle-
Borel, allora, com’® ben noto negli spazi metrici, ogni successione di punti in
T (X) @ sequenzialmente compatta (e viceversa) e quindi, in particolare, risultano
sequenzialmente compatte le traiettorie con origine in un punto qualunque z€ X.

Puad anche accadere che, pur non essendo T (X) compatta, sia sequenzial-
mente compatta, per un certo x € X, la successione [T" x}N, come riesce, in par-
tioolari spazi, in virtd di teoremi del tipo di quello di Ascoli-Arzela.
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Per il seguito ¢i saranno utili anche le nozioni e le conside-
razioni seguenti. )

Detta F*(T) (1) la frontiera di F(T)(F*(T) appartiene ad F(T),
per essere F(7) chiuso, cfr. la prop. 2.3), per ogni € X, porremo

By (T) = Fo (T®)n F*(T).

Essendowyxﬁm (T) = U_Fau(T=)n F*(T)= (U Fa(T=)nF*(T)=

= F(T°)n F*(T), F(T)c F(T>) (cfr. la prop. 2.2) ed F(T) chiuso,
risulta poi
U T (T=)— F*(T).

DEFINIZIONE 1.

Diremo che la trasformazione 7 verifica la condizione ag) (e))
se, f’; (T°°) & non vuoto e per ogni punto yEFN’:,,(Tm) (F*(T)) e per
ogni intorno J, di y, esiste un intorno aperto I, di y, I,, = J,, tale
che sulla sua frontiera non cadono punti di I%(T“) (F*(T)).

DEFINIZIONE 2.
Diremo che la trasformazione 7T verifica la condizione v,) (v)) se
Vinsieme Fy(T*)— F(T)(F(T*=)— F(T')) & vuoto.

DEFINIZIONE 3.

Diremo che la traiettoria di origine x verifica la condizione c¢,)
se essa & convergente. Se la ¢,) & verificata per ogni € X, diremo
che & verificata la condizione e¢).

DEFINIZIONE 4.
Diremo che la trasformazione T verifica la condizione f,) se
F,(T>) & non vuoto e, per ogni y € Fy (T ), esiste }myly.x tale che

lim T"ky—=y. Se la f,) & verificata per ogni x€ X, diremo che la
k

T verifica la condizione p).

DEFINIZIONE 5.
Fissato U S X, diremo che lo spazio metrico (X, 8) verifica la

() Abbiamo adottato questa insolita motazione, essendo gid impegnata la
lettera F.
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condizione sq) se, per ogni x € X, le superficie sferiche,
Su=132|0(2,0) = 0 (, u), N u€ U}
non hanno alcun punto a comune tranne x (12).

DEFINIZIONE 6.

Diremo che il punto z€ X e definitivamente non repulsivo (non
attrattivo) rispetto alla traiettoria di origine x se esiste » € N tale
che, per ogni n€ N, n = », risulta

(3) 0(Trtiwe)<<o(T"w,2) (6(T"Hay2) =05 (T"a,z)).

Diremo, poi, che il punto 2€ X & definitivamente attrattivo (repul-
8ivo) rispetto alla traiettoria di origine x se esiste »€ N tale che,
per ogni n € N, n = », risulta

O(THa,2) < 6(T"ay2)  (0(T"Ha,2) > (Tnua,z).

In ordine alle definizioni su date & opportuno fare le considerazioni
che seguono.

Osserviamo intanto che, nei rignardi della condizione Px)y vale
la seguente

Prop. 3.1.
La trasformazione T sia, rispetto ad x, sequenzialmente compatta.

(42) Si noti che la condizione 0%) pud non essere soddisfatta comunque si
fissi U;X. Sia, ad esempio, X = R? (piano reale) munito della distanza

0, se x=y

1, se xz=y.

é (x,9) =

La topologia dedotta da tale metrica & la topologia discreta e le superficie sfe-
riche di raggio 1 sono costituite dall’intero piano privato del centro delle su-
perficie medesime.

Ne segue che se U c R? — ¥, ove Y contiene almeno due punti, la condi-
zione )CM) non ® verificata.
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Se esiste v € N tale che, per ogni n, m€ N, n >=», m =», risulta

(4) P (Tu—l—l x, T m41 w) < (T n z, Tm x)’

by

allora é verificata la condizione fy) (13).
Osserviamo, in primo luogo, che dalla (4) discende la

(5) (Tt a, Ty) < o(T"x,y),
per tutti gli » = e per ogni y € Fy (T ).
Sia, infatti, y € F,(T®) e sia {nglxcy tale che lim T"* g —=1y.

[
Dalla (4) segue, per n =», n, =,

O (T o, TV ) << & (T " e, T"* )

e da questa, per k — co, in virti della continuita della T, segue
la (5).

Mostriamo che, dalla (5), discende la
(6) O(Tntm g, Tmy)<< 6(T"2,y),
per tutti gli n =», ogni m €N e per ogni y € F, (T>).

Ricordando che, se y€ Fp(T), altrettanto pud dirsi per il
punto 7™y, qualunque sia m € N (cfr. la prop. 2.1), dalla (5) si ha
allora, per tutti gli » =9» e per ogni m:

O(Trtmp, Tmy) < §(Ttm—lg, Tm=1y)<<...<<8(T"a,y).

Andiamo ora a provare la f,). Allo scopo poniamo my = 1y — 9y
risulta

O (T "o+ g, Tk y) = 6 (T ntgg @, T™* y)
e, in virta della (6), per & sufficientemente grande,

S(T"e 12, T™F y) << 6 (T "* x, y).

(13) La (4) ® certamente verificata per ogni 2 € X (e quindi, a norma della
proposizione medesima, la condizione f)) se la T & una contrazione: & (ITx, Ty) =
< 3J (x,9), /2,y € X, sequenzialmente compatta su X.
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Da questa e dalla proprieta triangolare della distanza, segue allora
8 (T™* y,y) < 8(T ™y, T"H+1 2) 4 6 (1™ a0, y) <

< 6(T""w,y) 4 6 (T "+ a, y)
e quindi Passerto :
lim T"ky =y,
P

Sempre nei riguardi della f,), si osservi anche che:

Prop 3.2.

Se la trasformazione T ¢, rispetto ad x, sequenzialmente compatta,
la condizione v,) implica la condizione B,). La condizione v) implica,
in ogni caso (14), la condizione B).

Se, infatti, Fy(T®) — F(T)(F(T>°)— F(T)) & vuoto, dall’essere
Y€ Fy (T)(F(T)), segue y€ F(T) e quindi T"y =y, per ogni n € N.

Vale poi la seguente:

Pror 3.3.

La trasformazione T sia, rispetto ad x, sequenzialmente compatta.
Se 2€ X ¢é definitivamente non repulsivo (non attrattivoe) rispetto alla
traiettoria di origine x, allora, per ogniy€ Fy(T>), 2z é definitivamen-
te non repulsivo (non attrattivo) () rispetto alla traiettoria di origine
y (*9).

Supponiamo, per fissar le idee, che z sia definitivamente
non repulsivo rispetto alla traiettoria di origine = (se 2z @
definitivamente non attrattivo rispetto alla medesima traiettoria, la
dimostrazione si consegue in modo perfettamente analogo). Sia

inoltre y € Fy (1) e }mylycy tale che lim T"*x — y. Dalla (3) segue
k

o (T“k"‘""’l x, z) <6 (T”k+” x, Z),

(%) Ciod indipendentemente dalla sequenziale compattezza della T (si ricordi
che, per quanto supposto relativamente all’insieme F (T), F(T®) & sempre non
vuoto). ‘

(*5) 8i pud, di pih, asserire che, nei confronti di y, la (3) vale per ogni
n € N, (come risulterd dalla dimostrazione).

(46) Una proposizione del tutto analoga sussiste ovviamente quando il punto
z risulta definitivamente attrattivo (repulsivo) rispetto alla traiettoria di ori-
gine z.
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per k sufficientemente grande e per ogni fissato n € N, e da questa,
passando al limite per &k — oo, per la continuita della T, segue

O(TrHy,2) <6 (T"y,2), VYEFL,(T™) e \fn€N,.

Una conseguenza della proposizione ora dimostrata & fornita dalla
seguente :

Pror. 3.4.

La trasformazione T sia, rispelto ad x, sequenzialmente com-
patta. Se la T wverifica la condizione fy) e se ogni fissato punto
w€ F(T) é definitivamente non repulsivo, o mnon attrattivo, rispetto
alla traiettoria di ovigine x, allora, per ogni y€ F, (T %), la traietto-
ria di origine y <« orbita » attorno ad ogni punto u € F(T), cioé risulta

(7 S(T"y,u)=28(y,n), Yn€N e fu€ F(T)

Sia y€ Fp(T™) e, per la f), sia {mylyey tale che lim T"Ey—4q.
k /

Poiché, a norma della prop. 3.3, ogni punto u € F(T) ¢ non repul-
givo (0 non attrattivo) rispetto alla traiettoria di origine y, la suc-
cessione 8 (T'"y,u), n € N, & monotona non crescente (0 non decre-
scente) e, pertanto, convergente per ogni w € F(T). Risulta quindi,
in ogni caso,

Sy, w) < 6(Tmy,u)<<06(y,u) ¥n€EN e Mu € F(T),

onde la (7).
Dalla prop. 3.4 segue subito la seguente :

Prop. 3.5.
Se alle ipotesi della prop. 3.4. si aggiunge la sequente: Esiste
U c F(T)(17) tale che, per esso, lo spazio metrico (X,0) verifica la

Py

condizione sq;), allora & verificata la condizione vg).
Per la sq)), dalla (7), segue

Try=y, ¥neEN e fyeF, (T
e, in particolare Ty ==y, per ogni y € Fy (T*), onde F,(T*) < F(T).

(47) Qui si pensa escluso il caso, banale, che si verifica quando la T & la
trasformazione identica.
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Dalle prop. 3.4 e 3.5 discende poi subito la

Prop, 3.6.

La trasformazione T sia sequenzialmente compatta su X. Se la
T verifica la condizione f), se ogni fissato punto w€ I'(T) é definiti-
tivamente non repulsivo, o non attrattivo, rispetto a tutte le traiettorie
e se esiste U c F(T) tale che, per esso, lo spazio metrico (X, d) wveri-
Sica la condizione sq), allora é verificata la condizione v).

A proposito della condizione v) vale anche notare la seguente

Prop. 3.7.
La trasformazione T sia sequenzialmente compatta su X. Se la
T wverifica la condizione :

8) lim 8 (T"H @, Tra)—0, \faeX(!8),

allora é verificata la condizione v).
Sia, infatti, x € X, y € F, (T) ed }myl;. x tale che llm T"k p—y.

Per la (8) riesce

lim & (T™K @, 7"k g)— 0
k

e, da questa, essendo per la proprietd triangolare della distanza

(T &,9) <& (T 2, T™* @) 4 6 (T™* w, ),
segue
lim § (1" g, ) —

Risulta allora, per la continuitd della 7,

y=lim 7™t g — T (lim T a)= Ty,

ciod y€ F(T). B dunque F,(T'~)c F(T), per ogni x€X e pertanto
& verificata la condizione v). (19)

(*%) Introdotta negli spazi di Banach da Browder e Petryshyn e detta «a-
sintotica regolarita » (cfr. [4], pg. 572).

(#9) In alcuni teoremi di convergenza si sfruttano ipotesi che assicurano
Pasintotica regolaritd (ofr., ad esempio, in [5], il teorema (1.1), a pg. 418) della
trasformazione T e quindi, implicitamente, il verificarsi della condizione v) che,
ai fini della convergenza delle traiettorie, figura tra le ipotesi del teorema 1
(ofr. il no 5).



70 UGO BARBUTI E SERGIO GULRRA

Criteri di convergenza.

4. Gia precedentemente (cfr. le prop. 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5)
ci & stato necessario il dover supporre la sequenziale compattezza
della T rispetto ad un certo x € X od anche (cfr. le prop. 3.6 e 3.7)
la sequenziale compattezza della T su X.

Volendo ricercare ora criteri di convergenza per la traiettoria
di origine w (€ X), ciod per la successione }7'" x}{y, con la T continua,
dovremo, di nuovo, necessariamente supporre la I' sequenzialmente
compatta rispetto ad x dato che, se tale fatto sussiste, la traiettoria
menzionata & compatta, appunto perché convergente. A proposito
di traiettorie convergenti, vale il seguente

TEOREMA 1.

La trasformazione T sia continua e sequenzialmente compatta
rispetto ad x ed F (T) sia non vuoto. Valgono, allora, le implicazioni
seguenti : '

Car)
<> Cy).
Vi)

—>.

Supponiamo, per assurdo, che la as) e la v,) siano vere e che
]a ¢y) sia falsa. Osserviamo, preliminarmente, che ogni sottosucces-
sione della }T" «!y, che riesca convergente, converge ad un punto
appartenente necessariamente ad F(T) perché, se cosi non fosse,
appartenendo il punto suddetto ad F, (7 *°), I’insieme F(T>) — F(T)
risulterebbe non vuoto, contro il supposto. Per la compattezza della
T rispetto ad x & possibile estrarre da }7" x{y una sottosuccessione
convergente e, per il suo limite, diciamolo y, in virtl di quanto in
precedenza osservato, riesce y€ F,(T>)nF (T).

Poicheé la ¢,) & falsa, segue che yEﬁ;(T”)(z‘)) e che esistono un
intorno J, di y e infiniti valori di # per i quali i corrispondenti
punti della traiettoria di origine x# appartengono a J, ed esistono

(?9) Infatti, se F (T) — F* (T) & vuoto, allora ®, ovviamente, y E'f‘w(Tm) H
in caso contrario, se y € F (T) — F*(T), & y interno ad F (T) ed allora, in ogni
intorno aperto di ¥ (incluso in F (T')) cadrebbero punti della traiettoria di origine
2 in corrispondenza ad mﬁmtl valori dell’indice n, anzi tutti da un certo in
poi (efr. la prop. 1.1) e la e ) Tisulterebbe pertanto vera.

-
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infiniti valori di n per i quali i corrispondenti punti della medesima
traiettoria non appartengono a J,; inoltre, poiche la T soddisfa la
condizione ), esiste un intorno aperto I, di y, I,=J,, sulla cui
frontiera non cadono punti di AFE(T“). .

Detta jn,{,.x la successione di tutti gli interi naturali tali che,
per i punti 7" 2 risulti 7 x € I, e detta }nil;x quella che si ot-
tiene ordinando per valori crescenti 1 insieme N — in,!..xy, sus-
sistono le proprieta

1) T ael,, MreN, 2 T™ax¢l,, \seN

e risulta
3”1‘%7'ENU 2";%951\7: N.

Se indichiamo poi con }n, ;{ic ¥ 1a successione dei termini nu, del-
la jn4yexy per i quali riesce m,() -+ 1€}ngl.n, le due successioni
ST r O gl y e 37" O gl v godono ancora, ovviamente, delle proprieta
1) e 2). Si estragga, infine, dalla §7"r®al; x (sempre per la compat-
tezza della T) una sottosuccessione }7"ix!;.y convergente; detto
z il suo limite & come sappiamo, zeE(Tw) e, per la condizione
), risulta z € I, anzi, essendo I, aperto, I, risulta essere un in-
torno di z. Ne viene allora Dassurdo rilevabile dalle proprieta
seguenti :

T"iwel, MjEN elim T™ » = z€ B, (T®)c F(T),
j

T"iT w¢I,, MjeN e lim T" o= T (lim T"ia)= Te — 2z ().
j i
<.
Se la ¢x) & vera, cioé se esiste y € X tale che lim 7"z —y, &

n
F, (T') =1y} e la condizione a,) & verificata ovviamente.

Poiché riesce inoltre

y=1lim Tt g — T (lim 7" x) = Ty,
n

n

(*) Dal ragionamento fatto risulta chiaro il ruolo giocato dalla condizione
a,) che & quello di assicurare la non indeterminatezza della traiettoria di origine

« nell’intorno di punti appartenenti ad 1'7‘;}(1‘°°).
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risulta F, (I'°)c F(T) e, pertanto, resta verificata anche la condi-
zione vg).

OSSERVAZIONE 1.

Per il teorema 1., le condizioni «,) e v,) sono equivalenti, in
congiunzione logica, alla ¢x). Pertanto esse forniscono, in teoria,
un mezzo sempre decisivo atto a verificare se la traiettoria di
origine = & convergente. Tali condizioni non sono, pero, in generale
di facile controllo. Esse possono essere facilmente verificate singo-
larmente, o globalmente, per particolari categorie di trasformazioni
T e dietro qualche informazione sull’insieme F(T)(*?). Cosi, ad
esempio, si verifica nel caso dei teoremi seguenti.

TEOREMA 2,.

La trasformazione T sia continua, sequenzialmente compatta ri-
spetto ad x e verifichi la condizione vy). F(T) sia inollre non wvuoto.

Se ogni fissato punto w€ F*(T) é definitivamente non repulsivo,
o non attrattivo, rispetto alla traiettoria di origine x, allora é wveri-
ficata la condizione cy). '

'Poich la trasformazione 7' sequenzialmente compatta rispetto
ad x e la condizione v,) & verificata, F,(7T°) ¢ non vuoto ed &
Fu(T®)e F(T) B¢ é F,(T*®)cF(T)— F*(T), allora la tesi &
conseguita (cfr. quanto detto alla mnota (*°) a pie’ di pg.). In caso
contrario, scelto u €%E(T°°), (w€ F*(T)) e, supposto che esso sia
definitivamente non repulsivo rispetto alla traiettoria di origine «,

da un certo » in poi, la successione (7" x, u) & monotona non
crescente. Poiché esiste Imyly.x tale che 1lim 7"%z— u, onde
k
lim é (T""*x,u)= 0, risulta lim &(T"x,u) == 0. T quindi lim 7"z —=1u
k n n

e la ¢,) riesce cosi verificata.

Analogamente si ragiona se u e definitivamente non attrattivo
rigspetto alla traiettoria di origine x (23),

TEOREMA 3.

La trasformazione T sia continua, sequenzialmente compatta ri-
spetto ad x€X — F(T) ed F(T) sia non wuoto. Se ogni punto

(*?) Si noti, ad esempio, che, se si ha V’informazione che F*(T) & un in-
sieme finito o numerabile, allora la condizione «), quindi in particolare la ),
risulta verificata.

Per quanto riguarda la condizione v,) e, pit in generale, la v), si ricordino
poi le prop. 3.5, 3.6 e 3.7. i

(®3) In questo caso si vede facilmente che esiste m € N tale che 7'" x =u,
se n=m.
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w€ F*(T) ¢ definitivamente attrattivo rispetto alla traiettoria di ori-
gine x e rispetto a tutte le traiettorie aventi origine nei punti dell’in-
sieme Fo, (T°) — F(T), allora é verificata la condizione cy).

Per provare la tesi bastera dimostrare, in virta del teorema
2., che la condizione v,) & verificata.

Supponiamo, per assurdo, che F,(T>) — F(T') sia non vuoto.
Sia w€ F*(T), y € Fp (T>) — F(T) ed {mylyc v tale che lim T"kg—y.
Poiche u & definitivamente attrattivo rispetto alla traie:toria di ori-
gine », segue subito che la successione ¢ (T"«,u) & convergente ;
inoltre, essendo lim 7"* x — y, risulta

[

(9) lim 6 (T'" o, u) = 6 (y, u).

Per la continuitd della distanza, per la continuitd della 7 e per
essere u definitivamente attrattivo rispetto alla traiettoria di origine

y segue, poi, che esiste TEN tale che, per ogni fissato r€ N, r 2;,
riesce

lim o (T g 4 =6 (tim T (T ™k g), u) =

=8 (@™ (lim T™a), w) = 8 (1" y, u) < 6 (I y, u) —

— (likm Tt g, u) — 1i;n 8 (T g u).

Dal confronto di quest’ultima disuguaglianza con la (9) discende
allora ’assurdo :

d(y,u) < 6 (y, w).

OSSERVAZIONE 2.

Nelle ipotesi del teorema 2,, o 3,, la traiettoria di origine
€ X — F(T) converge ad un punto che pud non essere di frontiera
per ¥ (T). '

Che cid possa effettivamente presentarsi si pud dedurre dal
seguente esempio.

Sia X Pintervallo [— 1,1] della retta reale e 7T la trasforma:
zione cosi definita :

z, per 0<r<1
T =
—x, per —l<<ax<0.
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X—F(T)=[—1,0[ e, se z€[—1,0[, riesce T"x= —uwx, per
ogni x€N.

5. Dedichiamo questo numero ad alcuni criteri (%) di conver-
genza totale, vale a dire di convergenza della traiettoria qualunque
ne gia origine.

TEOREMA 1.
La trasformazione T sia continua e sequenzialmente compatta su
X ed F(T) sia non vuoto. Valgono, allora, le implicazioni sequenti

OSSERVAZIONE 1.

Se F(T) & un insieme finito o numerabile, essendo allora la
condizione «), come gia osservato, verificata ovviamente, la doppia
implicazione del teorema 1 & sostituita dalla v) <=—> ¢).

Notiamo anche che, se & verificata la condizione v), essendo
F(T™ e F(T>), per ogni m€&N (cfr. la prop. 2.2), risulta allora,
sempre per ogni m, F(T"™) — F(I)e F(T>*) — F(T')= g . Ne
segue che la v) implica la condizione

F(Tm — F(T)= O, A m € N.

Un esempio di utilizzazione del teorema 1 si ha nella proposizione
seguente :
«Se c¢’¢ unicitd per la soluzione y (x) dell’equazione

Y =ff(t, y (1)) dt,
0

con f(»,y) soddisfacente alle ipotesi di Hahn-Carathéodory sulla
striscia [0,1] <X R, allora la condizione v) & necessaria e sufficiente
per la convergenza ad y(x) della successione di Picard-Peano co-
struita a partire da una qualunque funzione reale misurabile in
[0,1]».

(**) La loro dimostrazione discende subito da quelle dei teoremi del pre-
cedente n® 4.
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Se, poi, per la f(»,y) valgono ipotesi piu restrittive di quelle
ora ammesse, la condizione v) pud essere sostituita dalla

F(T?)— F(T)= @ (*).
Considereremo, in seguito, altri casi di riduzione per la condizione v).

TEOREMA 2.

La trasformazione T sia continua, sequenzialmente compatta su
X e verifichi la condizione v); F(T) sia inoltre non wvuoto.

Se ogni fissato punto w€ F*(T) é definitivamente non repulsivo,

o non attrattivo, rispetto ad ogni traiettoria, allora é verificata la
condizione c).

TEOREMA 3.

La trasformazione T sia continua, sequenzialmente compatta su
X ed F(T) sia non vuoto. Se ogni punto u € F*(T) é definitivamente
attraltivo rispetto a tutte le traiettorie che hanno origine mei punti

Py

dellinsieme X — F(T), allora é verificata la condizione c).

OSSERVAZIONE 2.

Con il teorema 3 si ritrova, sotto ipotesi un po’ meno restrit-
tive, un risultato dovuto a J. B. Diaz e F. T. Metcalf (6).

Notiamo, anche, che esistono casi che sfuggono al teorema 3,
casi, ciod, nei quali tutte le ipotesi del teorema 2 sono verificate e
la ¢) si realizza senza, per questo, che tutti i punti di F*(T) siano
definitivamente attrattivi rispetto a tutte le traiettorie. Vale, in
proposito, il seguente semplicissimo esempio. Sia X Pintervallo [0, 1]
della retta reale e T la trasformazione (di X in se) definita con la
posizione : Tx=ﬁ La T & ovviamente continua e sequenzialmente
compatta su X ed F(T) e costituito dei soli punti x =0 ed x#=1.

Come subito pud controllarsi, il punto x =0 & definitivamente
repulsivo e il punto x —1 & definitivamente attrattivo, rispetto ad
ogni traiettoria avente origine mnei punti di X — F(T).

(*) Cfr. in [6] il teorema 2.2, a pg. 740.
(?6) Cfr. in [3] il teorema 3, a pg. 474. Tale teorema contiene, a sua volta,
un risultato, ben noto, di M. Edelstein (ofr., in [7], il teorema 1 e 3.2).
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Il caso delle contrazioni.

6. La trasformazione 7T dello spazio metrico (X, d) in s& sia
ora una contrazione. I teoremi 2 e 3 (%) del precedente n® 5 acqui-
stano, allora, rispettivamente la veste seguente.

TEOREMA 2..
Se la trasformazione T & una contrazione (*8), sequenzialmente
compatta su X e se F(T) é non vuoto, allore risulta

V) <=> ¢).

TEOREMA 3,.

Se la trasformazione T é una contrazione forte (), sequenzial-
mente compatta su X e se F(T) é non vuoto (*0), allora é verificata
la condizione c¢) (31).

Dal teorema 2, e dalla prop. 3.6 discende poi subito il seguente :

TEOREMA 4. .
Se la trasformazione T & una contrazione, sequenzialmente com-
patta su X e se esiste Uc F(T) tale che, per esso, lo spazio metrico
(X, 0) verifica la condizione sq), allora é verificata la condizione c).
Giova anche notare la seguente :

Pror. 6.1.
Se la trasformazione T é una contrazione, allora Vinsieme

ﬁ(Tm):F(Tm)—-mgNF(Tm)

o ¢é vuoto, oppure é infinito.

?(T“) sia mon vuoto e sia yEf(T‘”). Per la condizione f),
(efr. la prop. 3.1 e la nota (!3) a pie’ di pg. ), esiste ymyly.x tale

(27) Nel caso in oni la T sia una icontrazione su X, il teorema 2 si identifica
col teorema 1, dato che la condizione «) & verificato.

(%) Quindi limitata e percid continua.

(?%) Ciod tale che: 0 (Tz, Ty) < b (%, 9), M 2,y € X, x =F y.

(3% Se lo spazio metrico (X, §) & completo, F (T) & non vuoto.

In ogni ocaso, se F (1') & non vuoto, per essere la 7' contrazione forte,
F(T) non pud che ridursi ad un sol punto.

(3%) E’ questo il teorema di M. Edelstein al quale intendevamo riferirci
alla nota (*°) a pie’ di pg.
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che lim 7%y =y. Dico che nessuno dei punti 7"*y, k€N, appar-
k
tiene all’insieme UNF (7). Infatti, se cido accadesse, ciot se esi-
mEe
stesse k€ N tale che T"% y¢ UNF(T'"), esisterebbe m €N tale che
me

T"'EyEF(TZ) ed allora, dovendo tutti i punti della traiettoria di
origine T'”Ey appartenere ad F (T’;) (cfr. la prop. 1.1) ed essendo
F(T"_’;) chiuso (cfr. la prop. 2.3), risulterebbe yEF(T"_'), contro
Pipotesi.

Da cid segue che i punti 7™*y, L€ N, sono tutti distinti e
quindi infiniti ; infatti, se due di essi coincidessero, ad esempio
T"¥y=T"F"y, I'3=k", allora, posto » —m.c. m. (mys, my), riu-
scirebbe (cfr. la prop. 1.2) y € F(T?”), contro I’ipotesi.

OSSERVAZIONE.

La prop. 6.1 ci assicura, nel caso delle contrazioni, che, se
F(T=) & non vuoto, esso non pud che risultare infinito. Che que-
st’ultima eventualitd possa effettivamente presentarsi si pud rilevare
attraverso l’esempio seguente. Sia X =— R? (piano euclideo) e 7 la
rotazione rispetto all’origine 0 di un angolo ® incommensurabile
con 7. Fissato # € R% x == 0, ogni punto della circonferenza di centro
0 e raggio §(x,0) appartiene ad F,(7T>) mentre non appartiene
all’insieme ”.L!N F(T™)=F(T)=10{; & dunque f’(T“)=F(T°°)—§O$,

cioe ﬁ(Tw) risulta costituito da tutti i punti del piano esclusa P’origine.

Quando, invece, w sia commensurabile con z, allora j’\(T‘”) ]
vuoto, cioe risulta F (T )= UNF(T'").
n e

7. Considereremo ora casi pit specializzati di quello finora
supposto ; supporremo, cioé, che lo spazio X sia lineare normato.

Nei teoremi precedenti ¢’® una pregiudiziale che pud renderne
impossibile 1’utilizzazione ed & quella della condizione :

(10) F(T)+ .

Nei teoremi che seguiranno le ipotesi saranno talvolta piti pesanti
di quelle fin qui supposte e cid allo scopo di metterci in condizioni
(utilizzando noti teoremi) atte, fra D’altro, ad assicurare la (10).

In questo numero rivolgeremo le nostre considerazioni al caso
dello spazio euclideo ad m dimensioni R*™, dimostrando il seguente :

TEOREMA (R™),.
Sia Y un sottoinsieme limitato e chiuso di R™ e T una contra-
zione che trasformi Y in sé. Allora:
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1) Se F(T) possiede m (¢ non piw) punti linearmente indipen-
denti é F(T>)c F(T? e la c) & pertanto verificata se F(T? c F(T).

2) Se F(T) possiede m —|— 1 punti linearmente indipendenti, é
F(T*) e F(T) e quindi é verificata la c).

Supponiamo che in F(T) sia possibile scegliere m (e non pii)
punti linearmente indipendenti: u, , t,, ..., U, .

Fissato comunque y € F (7*), indichiamo con/g; P’eventuale ulte-
riore intersezione delle m ipersfere di R ™ passanti per y ed aventi
i centri nei punti w;(i=1,2,...,m).

" Essendo
0 (Ty, w)) = 6 (y, ws), i < m (%),

risulta Ty=;/\ e, poiche ;/\E F(T) (cfr. la prop. 2.1) riesce inoltre
Tg?= T?y—=y, onde y € F(T?.

La seconda parte della tesi segue poi dal fatto che le m 4 1
ipersfere di R™ , aventi i centri in altrettanti punti linearmente
indipendenti e passanti per un punto assegnato, non hanno altre
intersezioni all’infuori di questa.

Ci sembra opportuno segnalare, per i casi m=1 e m =2, la
tesi 2) per il suo contenuto fortemente intuitivo :

TEOREMA (R),

Se T é una contrazione di un sottoinsieme Y limitato e chiuso di
R in sé ¢ se F(T) contiene almeno 2 punti distinti, allora la traiet-
toria di origine x é convergente qualunque sia x € Y.

TEOREMA (R?),
Se T & una contrazione di un soltoinsieme Y limitato e chiuso
di R? in sé ¢ se F(T) contiene almeno 3 punti non allineati, allora

by

la traiettoria di origine x é convergente qualunque sia x € Y.

OSSERVAZIONE. |

S. C. Chu e R. D. Moyer (**) hanno, implicitamente, provato
la proposizione seguente:

«Se T & una trasformazione continua di un intervallo chiuso
e limitato Y in se, allora la condizione

F(1%) — F (1)=&
(cfr. 'osservazione 1. del 10 5) & equivalente alla c¢).»

(32) Cfr. la (7) della prop. 3.4.
(33) Cfr. [8], a pg. 91.
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Il teorema (R™),, per m = 1, ritrova, nel caso delle contrazioni,
la proposizione ora enunciata e, in un certo senso, ne da una mag-
giore determinazione. Precisamente, se F(T) consta di un sol punto
e riesce F(T? — F(T)= ¢, allora & verificata la ¢); se poi F(T)
possiede almeno due punti distinti, ai fini della medesima tesi, Ia
condizione F (T'?) — F(T)= (& pud essere soppressa.

Si noti anche che la proposizione di Chu e Moyer non pud
essere estesa, almeno nella forma su riferita, al caso m > 1.
Infatti essa non vale gia in R? Se, invero, riprendiamo 1’esempio
della rotazione intorno all’origine O di un angolo incommensurabile
con =z (cfr. la osservazione del n® 6) risulta, come gia osservato,
F(T™ = {0}, per ogni m€N e quindi, in particolare, vale la
F(T* — F(T)= @, senza per questo che sia verificata la con-
dizione ¢)! ,

Va, infine, rilevato che 1’ipotesi che la 7 sia una contrazione
non pud essere del tutto rimossa nel teorema (R™), ai fini della
tesi 2), come mostra il seguente semplicissimo controesempio.

Sia Y=[—1,1] e sia T la trasformazione definita con la
posizione

Te =2a%—1.

Come facilmente si controlla, la trasformazione 7 muta Y in
88, & continua, non contrattiva e, inoltre, F(7T) consta di due punti
I5 —1

N

distinti ma, ad esempio, la traiettoria di origine x = in-
determinata.

Controesempi, dotati delle stesse caratteristiche, possono poi
agevolmente costruirsi per m > 1. Ad esempio, per m = 2, basta
cousiderare il quadrato ¥ =[—1,1] < [—1,1] e la trasformazione
T:0'=2y*—1, y =2a> —1, del tutto analoga alla precedente.

8. I1 teorema 3, si presta a ritrovare, con una analisi pid
addentro, un recente risultato dovuto a J. B. Diaz ed F. T. Met-
calf (%), riguardante la convergenza di traiettorie a punti fissi per
contrazioni definite su un insieme convesso e chiuso di uno spazio
di Banach strettamente convesso.

1
(34) Cfr. [3], a pg. 476 e, per A= > cfr. anche, in [9], a pg. 747, il teo-

rema 1.
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Si tratta, precisamente, del seguente :

TEOREMA.
Sia Y un soltoinsieme convesso e chiuso di uno spazio di Banach

X strettamente convesso(®) e sia T una contrazione definita su Y a
codominio T(Y) < Y compatto, 8i abbia cioé :

| Tz — Ty <[z —y ||, Vo, y€ T

(%) Ricordiamo che strettamente convesso significa:

® llzll=llyll=1 zky=>[M+0—hy|<1, ¥1:0<i<1.

La categoria degli spazi di Banach strettamente convessi coincide con quella

v
degli spazi di Banach di norma forte (secondo Ahiezer-Krein), ciod con gli spazi
di Banach che godono della seguente proprieta

) le+yll=lall+lly]|=>y=0cx, c=0.

Riportiamo, solo per comoditd di lettura, 1a dimostrazione di quanto ora asserito.

®)==>(x+). Sia ||z + y||=|2]|| + ||y||, con 230, y=0 (e z=0,
oppure y = 0, & allora y = cx con ¢ = 0). Dico che i due vettori (di norma uni-
, . o Il
taria) —— sono uguali. Supponiamo di no. Posto A= ————, onde
g I 1l II e+ yll’
1—1= M— , in virti di (%), riesce
=+l
* x4y
dEN |-l <
” Tan * IIJII e+l '
onde 1’assurdo
e+l <llz+yll.
) 0 dunque— , cio® y=”—yj.x
I[=]] IIyII Il
(##%) ==> (%). Sia ||z ||=||#||=1, 25=9y. Scelto 4 tale che 0 <1< 1,

riesce ||z + (1 — A) y || < 1. Supponiamo che valga il segno di uguaglianza.
Essendo ||z || + || (1 — Dy || =4 2|+ @ —2) || y|| =1, risulta

12+ A —=Dyll=4] +] @ =2yl

e quindi, per (#x),
(1 — 1) y = cix,
ciod



SOPRA ALCUNI TEORKMI DI CONVERGKENZA KCC. 81

In queste ipotesi, per ogni A tale che 0 < 1 < 1, la traiettoria {0 aly,
definita dalla trasformazione U, :

U= ATw + (1 — ) ,

converge, per ogni x€ Y, ad un punto fisso.

E immediato constatare che la trasformazione U, & definita su Y ed
ha codominio su ¥, a motivo della convessitd di ¥ e che gli insiemi
F (U,) ed F(T) coincidono. Inoltre ’insieme F(T) (e quindi F(U;)) non
& vuoto per il teorema di Schauder (36), essendo Y convesso e chiuso e
T(Y) compatto. Notiamo anche, con M. Edelstein (37), che, fissato
# € Y, Vinvolucro convesso chiuso (3) contenente 7'(Y)ulw! risulta
compatto per un noto teorema di Mazur (3%). Da cid discende che
la traiettoria {U; @ly, i cui punti appartengono al detto involuero,
¢ compatta, cioé la trasformazione U; & sequenzialmente compatta
rispetto ad ogni € Y,

Essendo la T una contrazione su Y, anche la U; & una con-
trazione su Y, come facilmente si verifica. Ma possiamo di pil
affermare che la U; & una contrazione forte per essere lo spazio X
strettamente convesso; onde valgono tutte le ipotesi del teorema 3c.

_ i
y=c¢.7—7-%
) 0. Ma 8 1 = = llx-— 2 onde =17 i
con ¢ > 0. Ma —_“y”—c.l_ll ||—c.1Tl, nde ¢ =—— e, sosti-
tuendo,
_l—1 i
=77 1=1"=%

contro il supposto.
Gli spazi hilbertiani sono particolari spazi di norma forte

(3%) Cfr. [10].

(37) Cfr. [11], a pg. 509.

(3) « Hull» in lingna inglese, & il pilt piccolo insieme convesso e chiuso
contenente T'(Y)y {z}.

(3% Cfr. [12].
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Si ba, infatti, se x 4=y

| e — Usy|l=||A(Te— Ty) + 1 — @ —y)|| =
(11)

r—y
=l =l =gy e - |
e T R r
Poichd la T & su Y una contrazione, risulta

| 7o — Ty |

< 1.
[ —yll

Se in questa vale la disuguaglianza, allora, per il secondo
fattore a secondo membro della (11), si ha

Tex ‘x || T — Ty || <1
e R e [ Py et
onde
(13) | Uie— Uiyl <l|lo—yl;

se, invece, vale I'uguaglianzd, allora, essendo i due vettori in argo-
mento al primo membro della (12) entrambi di norma uuitaria e lo
spazio X strettamente convesso, vale ancora la (12) e, conseguente-
mente, la (13).

OSSERVAZIONE.

Dalla dimostrazione fatta risulta ben chiaro il significato del
ricorso alla trasformazione U, (“°) nel senso che, per la contrazione
T la condizione v) pud non essere verificata, mentre lo é per la
U,. Che cid possa effettivamente accadere lo abbiamo gia constatato
(cfr. Posservazione seguente la prop. 6.1).

9. Del teorema (R™), diamo ora una estensione, relativamente
alla tesi 2), negli spazi hilbertiani, perd in un caso speciale.
Vale, precisamente, il seguente

TEOREMA.
Sia X uno spazio hilbertiano sul corpo reale, separabile, Y un sottoinsieme
chiuso di X ¢ T una contrazione di Y in sé tale che T (Y) sia compatto e

(4% Tale trasformazione ausiliaria ® stata introdotta da W. R. Mann (Cfr.

[13]).
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includa la sfera unitaria. Se esiste un sistema ortonormale completo

by

uniy tale che u, € F(T), per ogni n€N, allora é verificata la con-
dizione c).

Per il teorema 4, basterd dimostrare che & verificata la con-
dizione sq) con U ==lu,ly; vale a dire che le sfere

Suy,=1z[llz —wl=[le—u, |, Fne N

non hanno altri punti a comune tranne z.
Per assurdo, sia 2’ ==« tale che

|2 — up|| =1 & — u,||, \fn€ N.
Da questa segue facilmente 1’uguaglianza

(14) |@|?—| &= (@ — o, u,) + (u,,z — '),

onde
|||w||2—|| x’ ]|2|=2|(x—w’,u,,)].

Poiche i numeri (¢ — «',u,) sono i coefficienti di Fourier del punto
r—a, & lim |(x — #',u,) | =0 e quindi ||»| = |2 ||.
n
Ne segue
(¢ —2'yu,) =0, \fn€N.

Dalla completezza del sistema }u,!y segue infine Vassurdo

’

rT=0u.
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