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Les Corps Q («/—po, \/3) dont les
2-groupes de Classes sont de Klein,

avec p, = 1 mod(4), Premier

A. Aziz1 AND R. LAMJOUN *)

SUMMARY. - Dans ce papier on donne les corps biquadratiques
k(\/—po, \/3), avec pg = 1 mod(4) un nombre premier et d un

entier naturel sans facteurs carrés, dont les 2-groupes de classes
sont isomorphes a L /2.7 x L ]2.7.

1. Notations et Théoréme Principal (P)

Q
y/

corps des nombres rationnels;

anneau des entiers relatifs;

nombre premier qui vérifie pg = 1 mod(4);
entier naturel sans facteurs carrés;

entier relatifs sans facteurs carrés;

corps biquadratique Q (\/——pg , \/E),
groupe des unités de k;

corps de genre de k;

2-corps de classes de Hilbert de k;
corps quadratique Q(v/—po);

corps quadratique Q(v/d);

corps quadratique Q(v/—pod);

() Authors’ addresses: A. Azizi, Département de Mathématiques, Faculté des
Sciences, Université Mohammed Premier, Oujda, Maroc.
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N; la norme de k sur k; pour ¢ = 1,2, 3;

E; groupe des unités de k; pour 1 = 1,2, 3;

Q lindice [E : E1E9E3] du sous groupe engendré
par les E; dans le groupe E;

C groupe de classes de k;

Cy 2-groupe de classes de k;

h nombre de classes de k;

ho 2-nombre de classes de k;

C(m) groupe de classes de Q(v/m);

Cy(m) 2-groupe de classes de Q(v/m);

B

nombre de classes de Q(y/m);
2-nombre de classes de Q(v/m);
symbole de Legendre;

symbole biquadratique;

Q slosie v
~ \_/\//3\
~—

%)’p symbole de Hilbert en 1’idéal P;
Ay discriminant de k;
e(p) indice de ramification de ’entier premier p;
€0 unité fondamentale de ks.

On va montrer le théoréme principal (P) suivant:

THEOREME 1.1. On suppose que pg = 5 mod(8). Alors, le groupe Cs
est de type (2,2), si et seulement si, I'une des conditions suivantes
est vérifiée

i) d=2;

i) d=2p,p=-1mod(4) et -1 ¢ {(%), (2)};
iii) d = 2pop, p=3 mod(8) et (pﬂo) =1;
iv) d=pop, p=—1mod(4) et (1) =1;

v) d=pop, p =5 mod(8) et (p%) =1cet (])%)4,(%)4 = _1.

Dans les cas i), i) et v) on a [kgl) : k™M = k&) 1 K] = 2, par
contre dans les autres cas les corps k21 et k) coincident. Lorsque
po = 1 mod(8) alors le groupe Cy est de type (2,2), si et seulement
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si, d = pop, p = 7 mod(8) avec (p%) = —1 et pg ne se décompose

pas en 12 + 32y%. Dans ces conditions [kgl) (k] = [k k] = 2.
Le nombre p désigne toujours un premier différent de pg.

2. Corps Q (N/—po, \/E> dont le 2-nombre de classes est
égal a 4

Le corps k*) est 'extention maximale de k qui soit non ramifiée sur
k et abélienne sur Q, elle est contenue dans kél) I’extension maximal
de k qui soit non ramifiée et abélienne sur k de degré une puissance
de 2. Alors, le degré [k®) : Q] est inférieur & celui de 'extension
kél)/(@. De plus, le degré [kél) : k] de kél)/k n’est autre que 'ordre
du groupe Cs. Lorsque l'ordre de C5 est 4, alors

k® :qQ =k® :k.[k:Q =4k® :k<akV k=16 (1)

Il faut notrer que si pg = 5 mod(8) alors ho(—pg) = 2 mod(4),
mais lorsque pg = 1 mod(8) alors ho(—po) = 0 mod(4), de plus
ha(—pg) =0 mod(8) si et seulement si py se décompose dans Z sous
la forme pg = 2% + 3212, et pour plus de détails il faut voir [2]. Donc
d’apres [16] voir aussi [19] on a

h = 1/2Qh(—po)h(d)h(—pod) = aQh(d)h(—ped) avec a € N. (2)

Lorsque pg =5 mod(8) alors a = 1.
Sipg =1 mod(8) alors

h=2ad Qh(d) h(—pod) avec a’ € N. (3)

Si po ne se décompose pas en z2 + 3242 alors a’ = 1. Mais lorsque
po se décompose sous la forme py = z2 + 32y? alors

h=4a" Qh(d) h(—pod) avec a” € N. (4)

LEMME 2.1 (GAUSS). Soit m un entier naturel sans facteurs carrés.
Si on note par ry, (resp. r—p,) le nombre des premiers ramifiés dans
Qm)/Q (resp. Q(v/=m)/Q) alors 2m=2/h(m) et 2" [h(~m).
De plus Co(m) (resp. Co(—m)) est le produit de ry, — 1 (resp. r_p, —
1) groupes cycliques.
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PROPOSITION 2.2. 1) On suppose que pg = 5 mod(8), pour que le
2-nombre de classes hy de k/Q soit égal a 4, il faut que d ait ['une
des formes:

i) d=p;

ii) d = 2p;
i) d = pop;
) d=2pop;

1)) de {2ap01 2p0}

2) On suppose que pg =1 mod(8) et py n'est pas de la forme py =
x? + 32y2, pour que ho soit 4, il faut que d ait l'une des formes:

i) d =1p, avec p = —1 mod(4);
it) d = pop;
ii) d € {2,po,2po}.

3) On suppose que pg = 1 mod(8) et pg est de la forme pg = x> +
32y2, pour que hy soit 4, il faut que d ait l'une des formes:

i) d = pop avec p = —1 mod(4);

’L’L) de {pOa 2p0};
ot p est un nombre premier différent de 2 et py.

Preuve. Dans toute la preuve, p et ¢ désignent deux nombres pre-
miers différents de 2 et py. Le but est de chercher des conditions
nécessaires sur d pour que hy = 4. On sait d’apres [14] que

I] et) =& - Q. (5)

p/ Ak

Donc, d’aprés (1), on a [], 4, e(p) <16. Or I'indice de ramification
e(p) du nombre premier p divisant Ay est égal & 2 si p est impair
et e(2) est égal & 2 ou & 4. Donc le nombre des premiers ramifiés
dans k/Q est inférieur ou égal & 4. 1l en suit que d = p ou d =
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pq lorsque ni 2 ni pg ne divise d. On va montrer que le deuxiéme
cas n’est pas valide. Supposons que p =1 = —¢ mod(4), donc les
nombres ramifiés dans ka/Q (resp. k3/Q) sont 2, p et ¢ (resp. po,
p et q). Alors d’aprés le Lemme 2.1, le nombre 2 divise hy(d) et 4
divise ha(—pod) ce qui n’est pas possible d’apres (2). Si maintenant
p = ¢ = 1 mod(4) (de méme si p = ¢ = —1 mod(4)), alors les
nombres ramifiés dans kg /Q sont 2, py, p et g. Donc le Lemme 2.1
permet de dire que 8 divise hy(—pod) ce qui n’est pas possible d’apres
(2). On utilisera les mémes méthodes pour vérifier les assertions qui
restent. Lorsque pg divise d et d est impair alors d ne peut étre
que pp ou pop ou popq. On va montrer que le troisieme cas n’est
pas réalisé. Supposons que d = popq alors si p = ¢ = 1 mod(4) (de
méme si p =g = —1 mod(4)) alors les nombres ramifiés dans kg /Q
(resp. k3/Q) sont pg, p et g (resp. 2, p et ¢q) donc 2 divise ho(d)
et 4 divise ho(—pod), ce qui n’est pas possible en tenant compte de
(2). Sip = —g =1 mod(4) alors les nombres ramifiés dans ka/Q
(resp. k3 /Q) sont 2, py, p et ¢ (resp. p et ¢) donc 4 divise hy(d) et 2
divise ho(—pod) ce qui est impossible d’apres (2). Maintenant si pg
divise d et d est pair alors d = 2py ou 2pgp ou 2pgpq. Suposons que
d = 2pppq, en étudiant les nombres ramifiés dans ko /Q et kg/Q, on
montre comme avant que 4 divise & la fois ho(d) et ho(—pod), ce qui
est impossible d’apres (2). Lorsque pg ne divise pas d et 2 divise d
alors d = 2 ou d = 2p ou d = 2pq. Comme ce qui préceéde, on montre
que lorsque d = 2pq alors 2 divise ho(d) et 4 divise ho(—pod) ce qui
n’est pas possible. On va étudier en particulier le cas pg = 1 mod(8).
Sid = 2p (resp. d = 2pgp) alors 4 divise hy(—pod) (resp. 2 divise &
la fois ho(d) et ha(—pod)). On conclut par (3) que hy ne peut étre 4.
Sid = pavecp = 1 mod(4) alors 4 divise h(—pgp) et hy ne peut étre
4 d’apres (3). Etudiant maintenant le cas particulier pg = 1 mod(8)
et pg de la forme pg = 22 + 32y%. Sid = 2 (resp. d = p) alors
2 divise ho(—pod) et par suite hg ne peut étre 4. Si d = pop avec
p = 1 mod(4) alors 2 divise ho(—pod) et hy ne peut étre 4. O

REMARQUE 2.3. Si hy = 4 alors

kY k=4 > [k® K]

Ainsi, par la suite on détermine les conditions nécessaires et suff-
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isantes pour que hs soit 4, en étudiant les cas suivants:

11 faut noter que le cas k™*) = k ne peut avoir lieu que si d = py. En
effet si k*) = k alors d’aprés (5) on a

p/ Ak

Donc le nombre des premiers ramifiés dans k/Q est inférieur ou égal
a 2. En tenant compte de la Proposition 2.2, d est nécessairement
un élément de {2,pg,2po}. Mais lorsque d = 2 ou d = 2p, alors
[k*) : k] = 2 puisque le nombre 2 est totalement ramifié dans k/Q.
Sid=pgie k =Q(i,/po) (12 = —1) alors k") = k et d’apres [1,
Théoréme 2.5, le 2-nombre de classes de k est 4 si et seulement si
po = 1 mod(8) de la forme pg = 12+ 32y et ha(—po) Z 0 mod(16).
D’autre part, en tenant compte de la Proposition 2.2, I’égalité k() =
kél) n’est réalisable que lorsque pg = 5 mod(8).

1°) Cas ot k™ = k!

On cherchera les d pour que hy = 4 et k®*) = kél). D’apres
la Remarque 2.3, on supposera alors que pg = 5 mod(8). En ten-
ant compte de la Proposition 2.2, il suffit d’étudier les formes de d
suivantes:

i) d = 2pop;
i) d = 2p;
ou p est un nombre premier différent de 2 et pq.

En fait se sont les seuls cas ou les nombres premiers 2, pg et p
sont ramifiés dans k/Q, avec l'indice de ramification e(2) de 2 égal a
4. Donc d’apres (1) et (5), si la 2-partie hy du nombre de classes de
k/Q est 4 alors k) = kgl). Le probleme est alors de chercher les p
de telle sorte que ho = 4.
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2.1. Cas ou d = 2pgp

Cas oup = —1 mod(4)

Si p = —1 mod(8) alors le groupe Cy(—pod) = Co(—2p) est cyclique
d’ordre au moins 4 (voir [12]). Donc 4 divise h(—2p). D’autre part,
le Lemme 2.1 permet de dire que 2 divise ho(d). En tenant compte
de (2) on ne peut avoir hy = 4.

Si p = 3mod(8) alors h(—2p) = 2 mod(4) et ho(—2p) = 2
(voir [13]). Le groupe Cy(d) est isomorphe & Z /2.7 x 7 /2.7 et donc
ho(d) = 2. Donc d’apres (2), pour que hgy soit égal & 4 il faut et il
suffit que @ soit égal a 1.

Cas oup =1 mod(4)

Il est bien connu en théorie des genres des corps quadratiques que si
on écrit m = pgp, alors puisque m possede r = 2 diviseurs premiers
congru a 1 modulo 4, alors le 2-rang du groupe de classes du corps
Q(Vd) = Q(v/2m) est 7 et 2" = 4 divise h(2m) = h(d). Donc 4
divise ho(d). D’autre part, le Lemme 2.1 permet de dire que 2 divise
ho(—2p). Ainsi, en tenant compte de (2), on ne peut avoir hy = 4.

REMARQUE 2.4. Sip =1 mod(8) alors d’apres [2] le nombre pre-
mier p s’écrit de la forme a? + 1662, 11 suit que h(—2p) = 0 mod(4)
(voir [12]) et que h(—2p) = 0 mod(8) si et seulement si b = 0 mod(2).
Donc 4 divise ho(—2p). La référence précédente montre aussi que
C5(2p) est cyclique d’ordre au moins 4, et par suite 2 divise ha(2p).
Sip = 5 mod(8) alors h(2p) = h(—2p) = 2 mod(4) et ho(2p) =
ha(—2p) = 2 (voir [12]).

2.2. Casoud = 2p

Tout d’abord le Lemme 2.1 permet de dire que 4 divise h(—2pgp).
Sip =1 mod(4) alors 2 divise h(2p) (Remarque 2.4). En tenant
compte de (2), on ne peut avoir hy = 4.
Sip=—1 mod(4) alors h(2p) est impair (voir [4]). D’autre part
d’apres [13], le groupe Ca(—pod) est isomorphe & Z/2.Z X Z 2.7 et
/
ha(—pod) = 4 lorsque au moins un de (%) et (%) est —1 (ol (%)
désigne le symbole de Legendre si p’ et ¢’ sont impairs et le symbole
de Kronecker si p’ = 2 et ¢’ est impair). Dans le cas contraire
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Cy(—pod) est produit de deux groupes cycliques dont au moins un
est d’ordre 4 et par suite 8 divise Cy(—pod) et hy ne peut étre égal &
4. Ainsi d’apres (2), ho = 4 si et seulement si au moins un de (%)
2
t (= t—1let @ =1.
ottt
Ainsi on a la proposition suivante:

PROPOSITION 2.5. Pour que ho = 4 et kgl) = k™ il faut que py =
5 mod(8). De plus si pg =5 mod(8) alors, hy = 4 et kgl) = k™) si
et seulement si l'une des deux conditions suivantes est vérifée

i) d=2pop, p=3 mod(8) et Q =1;

i) d=2p, p=—1 mod(4), —1 € {(%), (%)} et Q=1.

Dans les deux conditions p désigne un nombre premier différent de
2 et Po-

2°) Cas ou [k : k] = 2

On cherchera les d pour que hy = 4 et Iindice [k™*) : k] = 2.
D’apres la Proposition 2.2 et la Remarque 2.3, il suffit d’étudier les
formes de d suivantes:

i) d=p,
ii) d = pop,
i) d € {2,2po},

avec p désignant un nombre premier différent de pq.

Dans les deux premiers cas les nombres premiers 2, pg et p sont
ramifiés dans k/Q avec un méme indice de ramification qui est 2.
Donc si la 2-partie hg du nombres de classes de k/Q est 4, alors
[kgl) : k®] = [k® : K] = 2. Le probleme est alors de chercher les
p de telle sorte que ho = 4. 1l faut noter que le iii) sera traité plus
tard (Remarque 3.6).
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2.3. Cas ou1 d = p avec p=1 mod(4)

Tout d’abord h(d) est impair et d’apres la Proposition 2.2 pour que
ho soit 4, il faut que pg = 5 mod(8). Dans la suite de ce cas, on
supposera que pg = 5 mod(8).

Cas ou (%) =1

D’apres [13], le groupe Ca(—pod) est produit de deux groupes cy-
cliques dont un est au moins d’ordre 4. Donc, 8 divise h(—pod) et
en tenant compte de (2), on ne peut avoir hy = 4.

Cas ou (%) =-1
Si p = 5 mod(8) alors d’apres [13], le groupe Co(—pod) est égale-
ment un produit de deux groupes cycliques dont un est au moins
d’ordre 4. Donc le nombre 8 divise h(—pod) et en tenant compte de
(2), on ne peut avoir hy = 4.

Sip =1 mod(8) alors d’apres [3], on a ho(—pod) = 4. En tenant
compte de (2), on conclut que pour avoir hy = 4 il faut et il suffit
que Q = 1.

2.4. Cas o1 d = p avec p = —1 mod(4)

On note tout d’abord que h(d) = h(p) est impair et que 2 divise
h(—pop) (voir Lemme 2.1). On sait (voir [12] et [5]) d’une part que
4 divise h(—pgp) si et seulement si (p_ =1 et d’autre part lorsque
(pﬁ) =1, 8 divise h(—pgp) si et seulement si (;—p)4 = 1. Il en suit
que, si (pﬂ) = 1 alors pour que hg soit 4 il faut que py = 5 mod(8)
et ho = 4 si et seulement si @ = 1 et (;—p)4 = —1. On suppose

maintenant que (p%) = —1 alors, on conclut par (2) que si py =
5 mod(8) alors hy = 4 si et seulement si Q = 2. Sipy =1 mod(8)
et po n’est pas de la forme pg = 22+ 32y? alors hy = 4 si et seulement
si Q=1. Sipy=1 mod(8) et pg = 22 + 322 alors hy n’est pas 4.
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2.5. Cas ou1 d = pyp avec p = +1 mod(4)

D’apres [4], puisque p = 1 mod(4) alors 2 divise h(pgp). D’autre
part on sait que h(—p) = 0 mod(2), et que h(—p) = 0 mod(4) si et
seulement si p = 1 mod(8). Donc, si p = 1 mod(8) alors 4 divise
ho(—p). En tenant compte de (2), on ne peut avoir hy = 4.

Sip =5 mod(8) alors ha(—p) = 2.

Si (p%) = —1 alors, d’apres ([12] et [5]) h(pop) = 2 mod(4).
Donc ha(pop) = 2.

Si (p_o) =1 alors d’apres ([12] et [5]) on a h(p,p) =2 mod(4) si

et seulement si (1%)4.(&)4: —1.

D’ou si (5)4.(%)4 # —1 alors le nombre 4 divise h(pop) et par
suite ho ne peilt étre 4.

En tenant compte de la Proposition 2.2, on conclut que lorsque
d = pop avec p =1 mod(4) que, si pg =5 mod(8) alors hy = 4 si et
seulement si

p =5 mod(8), <p£> =—-letQ=1 (Ry)
ou ’

p =5 mod(8), <p£o> =1, <p30).4<%>4 = letQ=1. (Ry)

Si po =1 mod(8) alors on ne peut avoir hy = 4.

REMARQUE 2.6. Dans les deux cas (R;) et (Rg) I'unité fondamentale
de Q(v/d) est de norme —1. Pour le premier cas, ceci résulte de [18].
Par contre pour le deuxiéme cas ceci résulte de [11].

2.6. Cas ou1 d = pyp avec p = —1 mod(4)

Il faut noter tout d’abord que h(—pod) = h(—p) est impair. On
rappelle le résultat suivant di & Kaplan (voir [13]), que si d' = p'¢/
ou p’ et ¢’ sont deux nombres tels que p’ = —¢' = 1 mod(4), alors

/
4 divise h(d') si et seulement si p’ = 1 mod(8) et (‘;l,) = 1. Dans
le cas contraire hy(d') = 2. 1l en suit que, si pg = 5 mod(8) alors
ho(d) = ha(pop) = 2 et (2) permet d’affirmer que hys = 4 si et
seulement si l'indice ) = 2.
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On suppose maintenant que pg = 1 mod(8) et que py ne se
décompose pas sous la forme py = 22 + 32y%. Si (%) = —1 alors
ho(d) = ha(pop) = 2 et (3) permet d’affirmer que hy = 4 si et seule-
ment si indice @ = 1. Si (%) = 1 alors 4 divise ha(d) et d’apres
(3), ha ne peut étre 4. Lorsque pg = 1 mod(8) et py = z% + 32¢2
alors d’apres (4), ho ne peut étre 4.

On résume les résultats trouvés dans la proposition suivante:

PROPOSITION 2.7. On suppose que d est différent de 2 et 2pg. Si
po =5 mod(8) alors, hy = 4 et [k : K] = 2 si et seulement si I'une
des conditions suivantes est vérifée:

i) d=1p, p=1 mod(8), (%):—1 et Q=1;

i) d=p, p=—1 mod(4 (pﬁ): ( )z—lethl;
i) d=p, p=—1 mod(4 (pﬁ):—l et Q =2;
w) d=pop, p=5 mod(8 (2 =—letQ=1;

p

o)

)
v) d = pop, p = 5 mod(8), (
Q=1

vi) d=pop, p=—1 mod(4) et Q = 2,

)= 1, (2)u(B)s = -1 «

?Iﬁ

ou p désigne un nombre premier différent de pq.

Sipo = 1 mod(8) avec py ne se décompose pas sous la forme
po = x% + 32y? alors hy = 4 et [k*) : K] = 2 si et seulement si I'une
des deuzx conditions suivantes est vérifée:

i) d=p, p=—1 mod(4), (L) =-1etQ=1;
ii) d = pop, p=—1 mod(4), (p%) =—letQ@Q=1.

Si pg =1 mod(8) avec la décomposition py = x° + 32y? alors ho ne
peut étre 4.



12 A. AZ1ZI and R. LAMJOUN

3. Indice du groupe des unités

Le but de ce paragraphe est de déterminer I'indice @) pour les diffé-
rents cas de d des Propositions 2.5 et 2.7. On commence par donner
un rappel sur le lien entre le nombre de classes des corps quadratiques
sur Q et les formes quadratiques binaires.

Rappel (voir [6], [7],[9] et [8])

Soit F un corps quadratique sur Q de discriminant d. On as-
socie & F des formes quadratiques binaires de déterminant d. Une
forme quadratique binaire AX? + BXY + CY? sera notée [A, B, C]
son déterminant est B?> — 4AC. On ne considére que des formes
“Proprement Primitives” i.e. le P.G.C.D de A, B et C est 1. Deux
formes f et f’ sont équivalentes (noté: f ~ f’) sil’on passe de I'une &
I’autre par une substitution linéaire de déterminant +1. Les classes
d’équivalences des formes de méme déterminant d, positives si d < 0,
forment un groupe (C) pour la composition (Composition Gaussi-
enne): Deux classes [f] et [f’] étant données, il existe des formes
o =1[A,B,A'C] et ¢/ =[A', B, AC] telles que ¢ appartient & [f] et
¢ appartient & [f']; la classe de ¢ = [AA’, B, C] qui est déterminée
par [f] et [f'] est dite composée ou produit de [f] et [f'] et est notée
[f]-[f']- On note par I la classe unité de (C), qui est la classe de la
forme binaire [1,0, —d]. Le groupe C(d) des classes d’idéaux au sens
restreint de F est isomorphe au groupe (C) ou au quotient de (C)
par un sous-groupe a trois éléments, donc leurs 2-composantes (Cs)
et Co(d) sont isomorphes. Le groupe (Cs) est cyclique non trivial
quand il existe, outre la classe unité, exactement une autre classe
dont le carré est I. Toute classe dont le carré est I est appelée classe
ambigue.

Une forme [A, B, C] est appelée forme ambigué simple si B = 0
ou B = A et dont le premier coefficient est positif. Il est connu
(voir [9]) que lorsque d est positif, chaque classe ambigué contient
exactement deux formes ambigué simples.

Par ailleurs puisque d est le discriminant d’un corps quadratique
alors d est fondamental i.e. il n’existe pas un carré s> > 1 tel que
d/s*> = 0 ou 1 mod(4). Donc le nombre de genre g de d est égal &
27=9=1 511 7 est le nombre de facteurs premiers impairs de d et § = 0
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ou 1 suivant que d = 1 mod(4) ou = 8, 12 mod(16). Gauss montre
que g est aussi le nombre de classes ambigué de (C), c’est aussi
I'indice du genre principal (C1) de (C). On rappelle que (C*) est le
sous groupe de (C) formé des classes qui sont des carrés. Une classe
d’une forme f est dans le genre principal si les caractéres génériques
associés a f sont tous égals a 1.

Une forme quadratique binaire f représente un entier m de Z s’il
existe deux entiers z,y € Z tel que f(z,y) = 1. On dit qu’on a une
représentation primitive si z et y sont premiers entre eux. On montre
qu’une forme représente primitivement m si et seulement si elle est
équivalente & une autre forme binaire de la forme [m, my, mo].

LEMME 3.1. Soient p et q deuz nombres premiers tels que p = 5

— - p q —1
mod(8) et ¢ = —1 mO(.i(4). Il. est clair que (a) = (5) et (7) =1,
de plus on a les assertions suivantes:

i) (3)=-1;

i) Déquation pz® — qy? = 1 (equl) est résoluble dans 7Z? si et
seulement si (g) =1;

iii) Déquation 2qz® — py? = 1 (equ2) est résoluble dans 72 si et

seulement si —) = —1.
q

Preuve. On a p> —1 = (p—5)(p +5) + 24. Puisque p = 5 mod(8)
et p+ 5 est pair alors p?> — 1 = 16k + 24 ot k € Z. Donc (%) =—1

d’ott le i). Pour montrer, dans le ii), que la condition est nécessaire il
suffit de voir I’équation (equl) dans le corps Z/gZ. Dans la suite de
cette preuve les résultats rappelés sont dis a E. Brown dans [4]. On

prend d = 4pq (voir le rappel donné plus haut) et on suppose que (g)

=1 alors, il y a quatre classes ambigués. En étudiant les caracteres
génériques, qui sont (%), (%) et (_ﬁl) = (%) (%), des huit formes
ambigués simples f; (voir [4]), on trouve que les classes des formes
f1=1[1,0, —pgq] et f, = [p, 0, —¢] sont les seules parmis celles associées
aux f; qui sont dans le genre principal. Puisque d est positif alors
fi = fp et par suite f, represente 1. Donc, il existe deux entiers
relatifs = et y tels que pz? — qy? = 1 d’ott le ii). Pour montrer, dans
le iii), que la condition est nécessaire il suffit de voir 'equation (equ2)
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dans le corps Z/pZ. Pour vérifier la réciproque on prend d = 8pq et
on suppose que (g) = —1. On a quatre classes ambigués. Comme

plus haut, on étudie les caracteres génériques des classes associées
aux formes ambigués simples g; (voir [4]). On trouve que seulement
les classes associées a g1 = [1,0,—2pq] et g, = [2¢,0, —p] qui sont
dans le genre principal et par suite g; ~ g—, puisque d est positif.
Donc, g_, représente 1 et il existe z,y € Z tels que 2z —py? =1
d’ott le iii). O

LEMME 3.2 (Pro. 1.3, [1]). Soient Fy un corps de nombres réels,
{e1,€2,...,6} un SFU (systéme fondamental d’unités de Fq) formé
d’éléments positifs et F = Fo(\/—a) une extension quadratique de
Fo, ot a désigne un nombre positif de Fy sans facteurs carrés. Alors,
i) s'il existe une une unité de la forme ¢ = €'é? ... le, (a
une permutation pres), avec les j; € {0,1}, telle que ae est un
carré dans Fo alors {€1,€,...,6,_1,/—¢€} est un SFU de F.
Dans le cas contraire

ii) Uensemble {€1,¢€2,...,€6 } est un SFU de F.

LEMME 3.3 (REM. 1.3 APP., [1]). Soient F := Q(\/E,\/—do) un

corps biquadratique tel que d et dy sont des entiers naturels distincts
non nuls avec en plus d sans facteurs carrés. Soit € = s+t/d l'unité
fondamentale de Q(v/d). Si € est de norme —1 alors {€} est un SFU
de F. Sie est de norme 1 alors, lorsque dg = 1 on a {Vie} (i* = —1)
est un SFU de F si et seulement si s+ 1 ou s — 1 est un carré dans
N, et dans le cas contraire {e} est un SFU de F. Mais lorsque dy
est différent de 1 alors, {\/—€} est un SFU de F si et seulement si
2d(s + 1) ou 2d(s — 1) est un carré dans N, et dans le cas contraire
{€} est un SFU de F.

REMARQUE 3.4. Le Lemme 3.3 permet d’affirmer que I'indice Q <
2.

LEMME 3.5. On suppose que Na(eo) = 1 (eg l'unité fondamentale de
ko). Alors, indice Q = 2 si et seulement si il existe une unité e de
ko telle que poe est un carré dans ka.
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Preuve. 11 faut remarquer tout d’abord que si € est une unité de ko,
alors pge est un carré dans ko, si et seulement si, poe " est un carré
dans ka.

I1 est clair, par le Lemme 3.2, que la condition est nécessaire.
Réciproquement, soit j € Z* tel que pge{) est un carré dans ky. On
peut supposer que j est positif. Si j est pair, alors pg devient un
carré dans ks ce qui n’est pas possible. Donc j est impair et par
suite poeg est un carré dans ks. O

On va chercher l'indice ) pour les différents cas de d des Propo-
sitions 2.5 et 2.7.

3.1. Cas ou d = pgp

D’apres la Remarque 2.6, dans les deux cas:

i) po=p="5 mod(8) et (p%) =—-1

ii) po =p =5 mod(8), (pﬂ) =1et (I)Eo)zl.(&)zl =1,

o p
on a Ny(eg) = —1. On conclut done, par le Lemme 3.3, que I'indice
Q=1.
On suppose maintenant que p = —1 mod(4), donc Na(ey) =

1. Si pgeg est un carré dans ko, alors il existe ¢,d € Z tels que
poco = X? avec X = ¢+ dy/pop. Donc, Na(poey) = No(X?) donne
P2 = (¢ — popd?®)? et ¢® — popd? = +£py. Alors, le nombre pg divise
c et pgc’? — pd*> = +1 avec ¢ = poc’. Donc pd?> = +1 mod(po)
et (p%) = (%) = 1. Réciproquement, supposons que (p_o =1, si
po = 5 mod(8) alors, d’apreés le Lemme 3.1, il existe ¢1,d; € Z tels
que poc; — pd? = 1. Posons € = (poci + pdi) + 2c1d1\/Pop, on a
poe = X% avec X = pocy + di/pop. Or No(X) = po, done Na(e) = 1
et par suite € est une unité de ko. D’apres le Lemme 3.3, on conclut
que @ = 2. D’ou, lorsque py = 5 mod(8) alors I'indice Q = 2 si et

seulement si (pﬂ) = 1. Mais si pg = 1 mod(8), ne se décompose pas

en z2 4 32y? avec (pﬁ) = —1lalors Q = 1.
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3.2.Casoud = p

Lorsque p = 1 mod(8), alors N3(eg) = —1. Donc, d’apres le Lem-
me 3.3, l'indice Q = 1.

On suppose maintenant que p = —1 mod(4), donc Na(ep) = 1.
Si poep est un carré dans kg, alors il existe ¢,d € Z tels que poeg =
(c+ d\/p)?. Cette égalité avec Na(poeo) = Na((c + dy/p)?) donne le

systéme suivant

poa = ¢ + pd?,
pob = 2cd, avec €9 = a + by/p, (6)
02 - pd2 = :I:p()a

On voit que pg divise & la fois ¢ et d. Mais la troisitme équation du
systéme (6) implique que p% divise pg, ce qui est absurde. Donc, pgeg
n’est pas un carré dans kg et par suite I'indice Q) = 1.

3.3. Cas ou d = 2pyp

On suppose que pg = 5 mod(8) et que p = 3 mod(8), donc Na(eg) =
1. Si ppeg est un carré dans ko, alors il existe ¢,d € Z tels que
poeg = X2 avec X = ¢+ dv/2pop. Donc No(poeg) = Na(X?) donne
p3 = (2 — 2popd?)? et ¢? — 2popd*> = £po. Alors, py divise ¢ et
p%c’2 — 2p1312 = 41 avec ¢ = poc. Doncb 2pd?> = +1 mod(pg) et
(;) = (p_o) = —1. Réciproquement si (p_o) = —1 alors, d’apres le
Lemme 3.1, il existe c1,d; € Z tels que 2pd? — poc? = 1. Posons € =
(poci +2pd3) +2c1d1\/2pop, on a poe = X2 avec X = poci +di1v/2pop.
Or N3(X) = —pg, donc Ny(e) =1 et par suite € est une unité de k.
D’apres le Lemme 3.3, on conclut que Q = 2. D’ou 'indice QQ = 2 si
et seulement si (p%) = —1.

3.4. Cas ou d = 2p

On suppose que p = —1 mod(4), donc Ns(eg) = 1. Si poeg est un
carré dans ks, alors il existe c¢,d € Z tels que poeg = (c + dv/2p)?.
Cette égalité avec Na(poeg) = Na((c + dy/2p)?) donne le systéme
suivant

poa = ¢ + 2pd?,

pob = 2cd, avec €9 = a + b\/2p, (7)

c? — 2pd? = +py,
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On voit que pg divise a la fois ¢ et d. Mais, la troisieme équation
du systéme (7) implique que p2 divise pg, ce qui est absurde. Donc,
po€g n'est pas un carré dans kg et par suite ’indice QQ = 1.

REMARQUE 3.6. i) On suppose que d = 2. Alors d’apres (2), le
2-nombre hy de k est

1/2Qh(—2po)h(2)h(—po) = 1/2Qh(—2po)h(—po)

L’unité fondamentale de ko est s + ¢v/2 avec s = t = 1. Donc
2d(s — 1) = 0 est un carré dans N, donc d’aprés le Lemme 3.3,
@ = 2. Par ailleurs, 2 divise & la fois h(—2pg) et h(—po). Sipo =1
mod(8) alors 4 divise h(—pg) et par suite hy ne peut étre 4. Lorsque
po = 5 mod(8) on sait d’apres [12] que ho(—2pg) = 2, il en suit que
ho = 4 puisque hy(—pg) = 2. De plus [k™*) : k] = 2.

ii) On suppose que d = 2pg, alors d’aprés (2), le 2-nombre hy de
k est

1/2Qh(=2)h(2po)h(—po) = 1/2Qh(2po)h(—po).

On suppose que pg = 5 mod(8), alors I'unité fondamentale de kg est
de norme —1. Donc d’apres le Lemme 3.3, indice Q = 1. D’autre
part on sait que ho(2pg) = 2 (voir [12]) et donc hg = 2. Sipy =1
mod(8), alors 4 divise h(—pp). Sil'unité fondamentale de kg est de
norme —1, alors d’apres [12], 4 divise h(2pg) et par suite hy ne peut
étre 4.

LEMME 3.7. Si lunité fondamentale de ko est de norme 1 alors
lindice QQ = 2.

Preuve. Supposons que Q = 1, alors d’apres le Lemme 3.3, si € =
T+y+/2pg est Punité fondamentale de ko, alors ni pg(n+1) ni pg(n—1)
n’est un carré dans N. Puisque la norme de € est 1, alors (z —1)(z +
1) = 2poy?. Donc po(z — 1) po(z + 1) = 2poy’? avec y' = poy. Il en
suit que

po(z + 1) = 243, po(z + 1) = poy3,
po(z —1) = pey3, ou po(z — 1) = 242, (8)
Y =y, Yy = y1ye.

Alors, en posant X = y; + 1/2y2/2pg on a poe = X2, ce qui est
impossible d’apres le Lemme 3.5. On conclut donc que Q =2. [
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On suppose que la norme de 'unité fondamentale de ko est 1,
donc @ = 2. Or 4 divise h(—pp) et puisque le groupe C(2pg) est
cyclique d’ordre au moins 4 (voir [12]) alors 2 divise h(2pg). Donc
ho ne peut étre 4.

On conclut alors, en tenant compte des Propositions 2.5 et 2.7,
les théoremes suivants:

THEOREME 3.8. Pour que ho = 4 et kgl) = k™) il faut que po = 5
mod(8). De plus, lorsque cette condition est vérifiée alors hy = 4 et

1 . . » .
ké) = k™), si et seulement si, l'une des deuz conditions suivantes
est vérifiée:

i) d =2pop, p=3 mod(8) et (p%) =1;

i) d=2p, p= —1 mod(4) et —1 € {(%) , (%)};

ou p désigne un nombre premier différent de pq.

THEOREME 3.9. Si pg = 5 mod(8) alors, hy =4 et [k : k] =2, si
et seulement si, l'une des conditions suivantes est vérifiée:

i) d=2;
ii) d=p, p=1mod(8) et (pﬂ) =-1;
i) d=p, p=—1 mod(4), (pﬂ)— 1 et (;_p)4 = —1;

vi) d = pop, p="5 mod(8) et

ot p désigne un nombre premier différent de 2 et pyg.

Si po = 1 mod(8) et pg ne se décompose pas en z* + 32y* alors
hy =4 et [k : k] =2, si et seulement si, Uune des deuz conditions
sutvantes est vérifiée:

i) d=p avec p=—1 mod(4) et (p%) =—1;
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ii) d = pop avec p = —1 mod(4) et (pﬂ) =_1.

Lorsque po = 1 mod(8) et pg se décompose sous la forme py = z% +
32y? alors hy n’est 4 que lorsque d = pg et ha(—pg) # 0 mod(16), et
dans ce cas k™) = k.

4. Corps Q (\/—po, \/E) dont le 2-groupe de classes est
de type (2,2)

Le but de ce paragraphe est de vérifier le Théoreme principal (P).
Soit d un entier naturel sans facteurs carrés telque Cy ~ Z /2.7 x
7/2.7. Puisque Pordre | Cy | de Cy est 4, alors [k(*) : k] < 4.
D’apres la Remarque 2.3, le degré [k(*) : k] ne prend la valeur 1 que
si k = Q(z, {/po) et dans ce cas I'ordre de Cs est 4 si et seulement
si pg = 1 mod(8) et py de la forme pg = x? + 3292 et hao(—pg) #
0 mod(16), de plus C5 est cyclique (voir Remarque 2.2 de [1]). Donc,
pour que Cy soit du type (2, 2) il faut que k*) = kgl) ou [k : k] = 2.
D’apres [15], on peut affirmer que lorsque k() = kgl), le groupe Cy
est isomorphe & Z/2.7 X7 /2.7 si et seulement si | Cy |= 4. Les
Théoremes 3.8 et 3.9 donnent les d de telle sorte que la 2-partie Co

du groupe de classes de k = Q (\/—poa \/3) soit d’ordre 4. Ainsi, le

probléme qui reste est de chercher les d pour que [k(*) : k] =2 et
Cy ~7/2.7Z xZ]2.Z. L'entier d vérifie nécessairement une condition
parmi celles du Théoréeme 3.9. Par la suite, on étudie le groupe Cs
pour chacune de ces conditions.

On énonce maintenant un théoreme qui nous donne I'ordre du
groupe des classes invariantes;

THEOREME 4.1 (PAR. 13, SATZ 13, [10]). Soient L/F une exten-
sion de corps de nombres et Cy (resp. Cr,) le groupe de classes de F
(resp. L). Soient Ex le groupe des unités de F, Vg le sous groupe
de Ex formé des éléments qui sont normes d’éléments de L et Cy, le
sous groupe de Cp, formé des classes qui sont stables par les éléments
du groupe de Galois de L/F. Si on note par r le rang de la partie
abélienne libre de Ey et t le nombre des idéaux premiers ramifiés
dans L/F, alors lordre de C}, est égal a | Cg | Vi : EZ]217012),
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LEMME 4.2. Soient k une extension biquadratique de Q telle que le
2-groupe de classes Cy de k est d’ordre 4 et F une sous-extension de
k telle que Uindice [k : F] est 2. On note par C} le sous groupe de
Cy formé des classes qui sont invariantes par les éléments du groupe

de Galois de k/F.

1) Si le groupe Co est cyclique alors lordre | C4 | de CY est
supérieur ou €gal a 2.

2) Si le groupe de classes Cy de F est d’ordre impair alors l’ordre

|Nk/F(Cg) | est 1.

Preuve. On note par o le générateur du groupe de Galois k/F. On
suppose que Cs est cyclique et soit cl(A) un générateur de Co. Si
la classe cl(A) n’est pas invariante par o alors cl(A)? = cl(A)? et
(cl(A)?)7 = cl(A)° = cl(A)?. Donc cl(A)? est un élément de C
d’oti le 1). On vérifie maintenant le 2); soit c/(A) un élément de Cs.
L’ordre de la classe cl(A) est une puissance de 2, il en est de méme
de Tordre de Ny p(cl(A)). Puisque 'ordre de Cg est impair alors
Ny/p(cl(A)) = T ot T est la classe unité. O

LEMME 4.3. On garde les hypothéses du Lemme 4.2. On a les deux
assertions suivantes:

i) Si Cy = CY alors, le groupe Cy est de type (2,2) si et seulement
si Niyw(Co) = {Z}; 0t T est la classe unité.

ii) Si Ch est contenu strictement dans Cy alors, le groupe Co est
de type (2,2) si et seulement si Ny p(Ca) # {Z}.

Preuve. On suppose que Cy = Ch. Soit cl(A) un élément de Co,
on a cl(A)? = cl(A). De plus cl(A) est d’ordre 2 si et seulement
si N(cl(A) = c(A)7! = cl(A)cl(A) = cl(A)? = I. Donc Cy est
isomorphe & Z/2.7 x /2.7 si et seulement si Ny g(C2) = {Z}.

On suppose maintenant que Cy # CY. Si Cy est cyclique et
cl(A) un générateur de Cy alors, Ny /p(cl(A)) = cl(A)*cl(A) = T
puisque Cy # Cj. Donc Ny /p(C2) = {Z}. Si Cy est isomorphe
A Z)2ZXZJ2.Z alors Co = {Z,cl(A),cl(B),cl(C)}, ou les classes
cl(A), cl(B) et cl(C) sont toutes d’ordre deux. Comme Cy # C on
peut supposer que cl(A)? = ¢l(B). Donc

Nir(cl(A)) = cd(A)7H = c(B) cl(A) = cl(C),
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et par suite Ny p(C2) # {Z}. O

PROPOSITION 4.4. On suppose que d = p est un nombre premier
différent de pg. La 2-partie Cy du groupe de classes de k = Q(v/—po,
Vd) est isomorphe a 7./4.7. dans les cas suivants:

i) po =5 mod(8) et p=1 mod(8) avec (pﬂ) =-1;

o

i1) po =5 mod(8) et p=—1 mod(4) avec (p%) = — (;—5)4 =1;

i) po = 1 mod(8) ne se décompose pas en z% + 32y* et p =

—1 mod(4) avec (pﬂ) =—1.

Preuve. Tout d’abord il faut noter, pour les trois cas, que I'ordre
de Cy est 4 (voir Théoreme 3.9). On désigne par C) le sous groupe
de C5 constitué des classes stables par le générateur o du groupe
de Galois de k/kz. Comme le nombre de classes h(p) de ka/Q est
impair alors Uordre de C} est [Na(k) N Fy : E2]2!3 (Théoréme 4.1)
ou t est le nombre des idéaux ramifiés dans k/ka. Sipg =5 mod(8)

et p = 1 mod(8) avec (pﬂ) = —1 alors les idéaux ramifiés dans

k/ka sont I'idéal engendré par pg, les idéaux m et mo ol m et mo
sont les idéaux premiers de ko au dessus de 2. Donc ¢t = 3 et 'ordre
| CY |= [Na(k) N By : B3] < [Ey : E3] = 2. 1l en suit que Cy # Cs.
D’autre part, le Lemme 4.2 montre que No(Cs) = {Z} puisque h(p)
est impair. On conclut alors, par le Lemme 4.3, que le groupe C5 est
isomorphe & Z/4.Z. Supposons maintenant que py = 5 mod(8) et
p = —1 mod(4) avec (ﬁ) =— (_—p)4 =1 alors les idéaux ramifiés
Do Do
dans k/ko sont 'idéal engendré par 2, les idéaux m et mo de ko
au dessus de py. Donc ¢t = 3 et comme pour le cas précédent on
montre que le groupe Cy est cyclique. Lorsque py = 1 mod(8) ne
se décompose pas en z2 4 3292 et p = —1 mod(4) avec (pﬂ) = -1
alors t = 2 et comme dans les deux cas précédents on vérifie que Cy
est également cyclique. O

PROPOSITION 4.5. On suppose que pg = 5 mod(8). Soient d = pop,
avec p un nombre premier qui vérifie p = —1 mod(4) et (pﬁ) = 1.
Alors, le 2-groupe de classes Cy dek = Q (\/—po, \/c_i> est isomorphe
0 7)2.7 X 7]2.7..
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Preuve. Tout d’abord il faut noter que le nombre de classes h(—p) de
ks = Q(v/—pod) = Q(v/—p) est impair. Donc, d’apres le Lemme 4.2,
| N3(C3) |= 1. D’autre part, le nombre ¢ d’idéaux ramifiés dans k /ks
dépend de p. Sip =7 mod(8) alors t = 4, et si p = 3 mod(8) alors
t = 3. Dans le premier cas, en tenant compte du Théoreme 4.1, il
est clair que | C4(ks) |= 4, ou Cl(ks) est le sous groupe de C5 formé
des classes qui sont stables par les éléments du groupe de Galois de
k/ks. Or I'ordre de Cs est 4 (voir Théoreme 3.9) donc Cy = C(ks).
On conclut, par le Lemme 4.3, que lorsque p = 7 mod(8) le groupe
Cy est de type (2,2). On suppose maintenant que p = 3 mod(8).
Le Théroréme 4.1 permet d’écrire | Ch(ks) |= 2[Vis : E37], ott Vi,
est le groupe formé des unités de kg qui sont normes d’éléments
de k. Pour connaitre l'indice [Vi, : E3] On calcule le symbole de
Hilbert (—pg, —1)p pour tout idéal premier P de kg. Soit 7 I'idéal
premier de kg au dessus de 2. Il est clair que pour tout idéal premier
P de kg, différent de m, le symbole de Hilbert (—pg,—1)p = 1.
D’autre part, on a (—pg,—1)z(—1,—po)r = 1 et (=1, —po)r = 1,
donc (—po, —1); = 1. D’olt —1 € Vi, et [V, : E2] = 2. On conclut
que Cy = Cl(ks) et le Lemme 4.3 permet d’affirmer que le groupe
C; est également de type (2,2). O

PROPOSITION 4.6. On suppose que pg = 5 mod(8). Soient d = pop
ot p est un nombre premier tel que p = 5 mod(8). Alors, on a les
deuz assertions suivantes.

1) Si (pﬂ) = —1 alors Cy est cyclique.

2) Si (p%) =1et (p%) 4.(%) 4= —1 alors Cy est de type (2,2).

Preuve. Dans les deux cas 1) et 2), il faut noter que l'ordre de Cs
est 4. Comme dans la preuve de la Proposition 4.5 on a | N3(Cs) |=
1. Soit t le nombre d’idéaux ramifiés dans k/ks. Si (£)= —1
alors t = 2 et | C(ks) |=| Vig | ot Ch(ks) (resp. Vi) est le sous
groupe de Cy formé des classes qui sont stables par les éléments du
groupe de Galois de k/kg (resp. le groupe des unités de kg qui
sont normes d’éléments de k). Donc | C4(ks) |< 2 et le Lemme 4.3
permet d’affirmer que Cy est cyclique. Si maintenant (p%) =1 et

(p%) 4.(%) 4 = —1 alors t = 3. On montre, comme dans la preuve



LES CORPS Q(v/—p,, Vd) etc. 23

de la Proposition 4.5, que | Ch(ks) |=2 | Vi, | et que —1 € Vi,.
Donc Cf(ks) = Cy et d’aprés le Lemme 4.3, on conclut que Cy est
de type (2,2). O

REMARQUE 4.7. En tenant compte des Théoremes 3.8 et 3.9 d'une
part et des Propositions 4.4, 4.5 et 4.6 d’autre part, alors pour finir
la vérification du Théoréme principal (P) il reste & traiter les deux
cas suivants:

(i) d=2 et pg =5 mod(8);

(ii) d = pop ol pg = 1 mod(8), ne se décompose pas en z? + 32y
et p = —1 mod(4) avec (pﬂ) =—1.

Supposons qu’on est dans les conditions du (i). On sait que le nombre
de classes de k = Q(v/—po, V2) est 4 (voir le Théoréme 3.9) et que
le nombre de classes de ko = Q(v/2) est h(2) = 1, donc d’apres le
Lemme 4.2, ordre | N5(C3) | est 1. D’autre part le nombre d’idéaux
ramifés dans k/kg est 2. 1l en suit que I'ordre de C(k2a), sous groupe
de C5 formé des classes qui sont stables par les éléments du groupe
de Galois de k/ka, est 2[Vi, : F2] avec Vi, désignant le sous groupe
de FE5 formé des éléments qui sont normes d’éléments de k. On
vérifie que pour tout idéal premier P de ks, le symbole de Hilbert
(—po,—1)p = 1. Donc, —1 € Vk, et par suite C4(ka) = Ca. D’ou le
groupe Cy est de type (2,2) (voir Lemme 4.3).

Supposons maintenant qu’on est dans les conditions du (ii), alors
le nombre de classes h(—p) de kg est impair. Si p = 3 mod(8) alors
le nombre d’idéaux ramifés dans k/ks est ¢ = 2. Donc, d’apres le
Théoréme 4.1, 'ordre du sous groupe C4(ks), de Cy formé des classes
qui sont stables par les éléments du groupe de Galois de k/kg, n’est
pas 4. On conclut, par le Lemme 4.3, que le groupe C5 est cyclique.
Sip =7 mod(8) alors t = 3 et | C(ks) |= 2 | Vi, |- En calculant
le symbole de Hilbert (—pg, —1)p pour tout idéal premier P de kg,
on trouve que —1 € Vi, et | Ci(ks) |= 4. Donc Ch(ks) = Cs et on
conclut, par le Lemme 4.3, que le groupe C5 est de type (2,2).
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